"מחשבת"
ע' 4
ארנון הרשקוביץ

"חושב לי באמצע צעד"

(מתוך: "בינתיים רוקד"/שלמה ארצי)

על משחק "מחשבת", חבורת קליין, אינווריאנטים – ומה שביניהם

(בחלק ההקדמה, במקומות בהם מופיעה כוכבית - * - יש קישור לדף אינטרנט דרך המסמך)

הקדמה

המשחק "מחשבת" (Peg Solitaire) הנו משחק עתיק מאוד ופשוט מאוד. המשחק "הומצא" במאה ה – 17 על ידי סופר צרפתי משועמם, בעת ששהה בכלא, אך כנראה כבר במאה ה – 14 הופיע באירופה וכבר בשנת 1710 תואר המשחק ע"י לייבניץ.

אפשר למצוא גרסאות רבות להורדה למחשב, ביניהן אחת משעשעת* (יש לבחור רמה 24 במשחק, כדי להגיע לגרסה בקלאסית של המשחק); אפשר גם לשחק במשחק בגרסה מקוונת* (ולבחור בתפריט הקטן בצד שמאל בצורת: "Solitaire"); ולמי שלא רוצה להתאמץ לבד – יש גם אלגוריתם לפתרון*.

חוקי המשחק פשוטים. על לוח עם 33 חורים בצורת "פלוס" גדול, מונחים בהתחלה 32 פינים, כאשר החור המרכזי ריק.
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בכל צעד, על השחקן לקפוץ עם פין אחד מעל פין אחר, הסמוך לו, אל חור ריק, בכיוונים: ימינה, שמאלה, למעלה, או למטה. קפיצה כזו, משמעותה סילוק הפין מעליו דילגנו.

מטרת המשחק: להישאר עם פין אחד במרכז הלוח.
דוגמא לצעד חוקי:
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למשחק גרסאות שונות, אשר השונה ביניהן הוא צורת הלוח ו/או סידור הפינים ההתחלתי ו/או מיקומו של הפין האחרון. אנו נעסוק כאן בלוח שונה מעט, אשר נוצר ע"י הוספת 4 חורים ו – 4 פינים למצב ההתחלתי, הוא בעל 37 חורים ו – 36 פינים במצב ההתחלתי ונראה כך (עיגול שחור – חור עם פין במצב ההתחלתי):
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בהקשר של משחק זה, ניתן לשאול שאלות רבות, אך החשובה שבהן – וזו אשר נעסוק בה כאן – היא: האם ניתן לנצח במשחק? (שאלות נוספות: אם כן, מהו מס' הצעדים הקטן ביותר? מהו מס' הפתרונות השונים?; האם אפשר להשאיר את הפין האחרון בחור אחר בלוח, מלבד המרכז? האם אפשר לכתוב תוכנית מחשב יעילה אשר, בהינתן קונפיגורציה התחלתית, תיתן אלגוריתם לפתרון? ועוד ועוד...)

חבורת קליין (מה הקשר)?

אנו נענה על השאלה אשר הוצגה קודם לכן: האם ניתן לנצח במשחק? כלומר, האם ניתן – בסידור ההתחלתי הנתון למעלה – לבצע סדרת מהלכים חוקיים ולהגיע למצב בו יש פין אחד בלבד במרכז הלוח?

לצורך כך, עלינו להכיר את חבורת ה – 4 של קליין (להלן: חבורת קליין). מה הקשר? מייד תראו.

חבורת קליין היא חבורה מסדר 4 אשר אינה ציקלית. כזכור, יש שני טיפוסים של חבורות מסדר 4: ציקלית וקליין. כאשר G={e,a,b,c}, טבלת הכפל של חבורת קליין נראית כך:
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שלוש תכונות מעניינות לחבורת קליין:

1. החבורה היא אבלית (אפשר לראות זאת מהטבלה וגם לזכור כי כל חבורה מסדר קטן או שווה ל – 5 היא אבלית).
2. אם ניקח שני איברים שונים, אשר אינם האדיש, ונכפיל אותם – נקבל כתוצאה את האיבר השלישי אשר אינו האדיש. ז"א: ab=c, ca=b וכו'...
3. כל איבר הוא ההפכי של עצמו (ז"א, כל איבר פרט לאדיש הוא מסדר 2), דבר אשר מתבטא באלכסון הטבלה.

אינווריאנט

אחד הכלים המעניינים בהוכחות מתמטיות שונות הוא השימוש באינווריאנט (Invariant), ובתרגום מילולי: "לא משתנה". הרעיון הוא להגדיר ערך מסוים, אשר אינו משתנה גם לאחר שאנו עושים פעולות חוקיות כלשהן. אם נראה שבתחילת התהליך, ערכו של האינוויריאנט הוא X ובסוף התהליך ערכו שונה מ – X, הרי שיש לנו סתירה. המסקנה תהיה: לא ניתן להגיע מתחילת התהליך אל סופו. האינווריאנט משמש, בדרך כלל, להוכחות בדרך השלילה, או לשלילת קיום.

עבור המשחק שלנו, בואו נתבונן בשלושה חורים צמודים על הלוח ונכנה אותם בשמות:
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אלו הם לא סתם אותיות, אלא האיברים של חבורת קליין שהוזכרה.

כעת, נסתכל בצעד חוקי המשתתף בשלושת החורים הנ"ל. נניח כי הצעד הוא:


אם נסתכל על מכפלת-האותיות-בחורים-הלא-ריקים-של-הצעד, הרי שלפני הצעד נקבל: ab, ואילו אחרי הצעד נקבל: c. כיוון שאלו הם האיברים מחבורת קליין, ידוע לפי תכונה 2 לעיל כי: ab=c.

כלומר, מכפלת-האותיות-בחורים-הלא-ריקים-של-הצעד לא השתנתה לאחר הצעד.

השאלה – והתשובה!

כעת, נחבר הכל יחדיו, על מנת להגיע לתשובה.

ניקח את הלוח שלנו ונצמיד לכל חור את אחד מאיברי חבורת קליין אשר אינם האדיש, באופן הבא:


כעת, נבין כי כל צעד חוקי משתמש בשלושה חורים צמודים עם 3 איברים שונים (בגלל הסידור המסוים הנ"ל של האיברים על הלוח).

כפי שראינו, אם נתבונן בשלושה חורים המשתתפים בצעד מסוים, אזי מכפלת-האותיות-בחורים-הלא-ריקים-של-הצעד היא אינווריאנט של הצעד.

לכן: מכפלת-האותיות-בחורים-הלא-ריקים-של-כל-הלוח אינה משתנה עם כל צעד. למה? כיוון שבשלושת החורים המשתתפים בצעד, כבר ראינו שאינה משתנה – ובשאר החורים בלוח אין שינוי מבחינת תכולתם.

כיוון שהדבר נכון לאחר כל צעד, אפשר להגיד בוודאות:

מכפלת-האותיות-בחורים-הלא-ריקים-של-כל-הלוח

אינה משתנה מתחילת המשחק ועד סופו!

כל מה שנותר לבדוק, לכן, הוא את הערך הנ"ל במצב ההתחלתי ובמצב הסופי המוצע.

במצב ההתחלתי, כל החורים פרט למרכזי – מלאים, ולכן נכפול את כל האיברים שבהם ונקבל:
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לעומת זאת, בסוף המשחק אנו רוצים שרק החור המרכזי יהיה עם פין, ולכן הערך הנ"ל יהיה פשוט:
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כיוון שאין שוויון בין הערכים במצב ההתחלתי ובמצב הסופי –
אי אפשר לנצח במשחק!

אם תחזרו על אותו תהליך לגבי הלוח הקלאסי, תגלו כי הערך אכן נשמר. אין הדבר אומר שאכן ניתן לנצח! אבל, ישנה גם הוכחה לכך שאכן ניתן לנצח, וכפי שציינתי בהתחלה ואפילו קיים אלגוריתם לכך.
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