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  חלק שני–מ 2א "חדוו
 

 . il.co.livedns.underwar://httpמסמך זה הורד מהאתר 
 .ללא אישור מפורש מאת המחבר, אין להפיץ מסמך זה במדיה כלשהי
 השימוש במידע שיגרם עקב, ישיר או עקיף, מחבר המסמך איננו אחראי לכל נזק

, עם זאת. וכן לנכונות התוכן של הנושאים המופיעים במסמך, המופיע במסמך
 .המחבר עשה את מירב המאמצים כדי לספק את המידע המדויק והמלא ביותר

 
 ניר אדרכל הזכויות שמורות ל

 
Nir Adar 
Email: underwar@hotmail.com  
Home Page: http://underwar.livedns.co.il 
 

 
 5ידע קודם הנדרש להבנת המסמכים הוא לפחות מתמטיקה בהיקף של בגרות 

דוגמת , או קורס מקביל (1שליטה בקורס חשבון דיפרנציאלי ואינטגרלי , יחידות
 .הראשון בסידרה זושליטה בחומר המופיע בחלק , )1אינפי 

 
 .תיקונים והצעות אל המחבר, אנא שלחו הערות
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 2עמוד 

 הדיפרנציאל השלם
 

הדיפרנציאל שלה . 0mבסביבת נקודה , n רציפה ובעלת נגזרות חלקיות רציפות עד סדר u=f(x,y)תהי 
 הוא
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 )נוסחת טיילור(משפט 

 
),( בסביבת nc+1ייכת ל השf(x,y)נתונה פונצקיה  00 yx . אם הנקודה),( 00 yyxx ∆+∆+ 

10נמצאת בסביבה זו אזי קיים  ≤≤ θכך ש : 
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 בעיות מקסימום מינימום
 

 )תנאי הכרחי(משפט 
 

),(1תהיי  cyxf ),( בסביבת ∋ 00 yxונניח ש ),( 00 yx0: אזי מתקיים, יצון נקודת ק),( 00 =′ yxf x ,
0),( 00 =′ yxf y. 
 

 הגדרה
),(נקודה  00 yxנקראת חשודה לקיצון אם : 

),(1. א cyxf ),( בסביבת ∋ 00 yx 0 ומתקיים),( 00 =′ yxf x ,0),( 00 =′ yxf y. 

),( מוגדרת בסביבת f(x,y). ב 00 yx 1 אך),( cyxf ),( בסביבת ∌ 00 yx. 
 

 משפט
 

),(נניח  00 yx2ון ו נקודה חשודה לקיצ),( cyxf ),( בסביבת ∋ 00 yx . אם מתקיים גם כי
0),( 00 =′ yxf x ,0),( 00 =′ yxf y ,אזי נסמן: 
2

000000 ),,(),,(),,( bacyxfcyxfbyxfa yyxyxx −=∆′′=′′=′′= 
0,0אם  .א <>∆ a , אזי),( 00 yxנקודת מקסימום . 
0,0אם  .ב >>∆ a , אזי),( 00 yxנקודת מינימום . 
),(אזי , ∆>0אם  .ג 00 yxאיננה נקודת קיצון אלא אוכף . 
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 3עמוד 

 מקסימום מינימום גלובליים
 

 . תחום חסום וסגורD,  פונצקיהf(x,y)תהיי 
 .לפי משפט ווישטרס הפונקציה מקבלת בתחום זה את ערכה המקסימלי והמינימלי

ובסופו של דבר נבדוק גם , כן נבדוק את שפות התחוםולאחר מ, Dלכן נבדוק ראשית את התחום הפתוח 
 .את ערכי הפונקציה בקצוות המשטח

 
 מינימום מקסימום עם אילוץ

 
 ויש למצוא מינימום ומקסימום g(x,y)=0מקיימת את האילוץ ) x,y( כאשר הנקודות z=f(x,y)נתונים 

 . f(x,y)של 
2522 כאשר z=x-y: דוגמא =+ yx. 

 
 וןשיטות לפתר

 
 . ונציב במשוואה השניהyנחלץ את : הצבה .1
 :פרמטרזציה .2
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 'כופלי לגרנג .3

 
 משפט

 
),,(),(1תהיינה  cyxgyxf  .g(x,y)=0 את האילוץ  מקיימות(x,y) ונניח שהנקודות ∋

),(אם  00 yxמקסימום עם האילוץ / נקודת מינימוםg(x,y)=0 של הפונקציה z=f(x,y)אזי : 
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λמגדירה את נקודות הקיצון . 
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 4עמוד 

 אינטגרל כפול
 

 פונקציות אינטגרביליות
 

 f(x,y)אם , לפיכך. אינטגרל כפול יכול להיות Rרק לפונקציות חסומות בתחום  •
 . אזי היא חסומה שםRאינטגרבילית בתחום מעל 

dycbxa רציפה במלבן f(x,y)אם  • ≤≤≤≤  . אזי היא אינטגרבילית במלבן,
 

 הגדרה
 

 וחסומה R רציפה בתחום מלבני f(x,y) אם R רציפה כמעט בכל מקום במלבן f(x,y)אומרים שפונקציה 
 .x=x(y) או y=y(x)ולא רציפה על מספר סופי של עקומים מהצורה 

 
 משפט

 
 . אינטגרבילית שםRפונקציה חסומה ורציפה כמעט בכל מקום ב

 
 החלפת סדר האינטגרציה באינטגרל כפול

 :דרך הפעולה
 .נצייר את התחום .1
 .התחוםכך ניצור את . ונראה את הקווים הנוצרים. x כפונצקיות של yביטאנו את  .2
ובמידה ואינו נורמלי לחלקו לחלקים נורמלים ולטפל בכל , חשוב לצייר את התחום .3

 .אחד מהם בנפרד
 

 משפט
 

 x=x(u,v), y=y(x,y)נניח שנתונות הטרנספורמציות .  ועל שפתוD רציפה בתחום f(x,y)נתונה 
 .1c ושייכות ל1:1נניח כי הטרנספורמציות . (x,y) למישור (u,v)ממישור 
 :אזי מתקיים. (x,y) במישור D שעבר לתחום (u,v) את התחום במישור ∆נסמן ב
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 קורדינטות אליפטיות
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 5עמוד 

 
 הלמינסקטה של ברנולי

0),()( 222222 >−=+ ayxayx  
 .2aשטח הלמינסקטה שווה : מתקיים

 
 כפולשימושים של אינטגרל 

 
=∫∫ הוא Dשטח התחום : חישוב שטחים .1

D

dxdyDS )( 

. xy ומלמטה על ידי מישור z=f(x,y)גוף החסום מלמעלה על ידי המשטח ) V(יהי : נפח של גוף .2
: אזי נפח הגוף יהיה, D הוא התחום xy על מישור z=f(x,y)אפ ההיטל של המשטח 

∫∫=
D

dxdyyxfV ),(. 

),( גוף מישורי בעל צפיפות מישורית Dהי י): פלטה דקה(מסה של גוף  .3 yxρ . המסה שלD 
=∫∫:שווה ל

D

dxdyyxm ),(ρ. 

),( גוף מישורי בעל צפיפות Dיהי : מרכז מסה .4 yxρקורדינטות מרכז המסה יהיו.  בכל נקודה :
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 אינטגרלים משולשים
 

 ליותתנאי מספיק לאינטגרבי
 

 . רציפה אזי היא אינטגרביליתf(x,y,z)אם 
 

 משפט
 

 או y=y(x,z) או z=z(x,y) פרט למספר סופי של משטחים מהצורה V ורציפה בV חסומה בf(x,y,z)אם 
x=x(y,z) אזי f(x,y,z)אינטגרבילית . 

 
 הערות

 
∫∫∫המשמעות של הביטוי  •

V

dxdydzהינו נפח . 

אותו חישוב (טגרל כפול ובעזרת אינטגרל משולש ניתן לחשב נפחים בעזרת אינ •
 ).למעשה

 
 משפט

 
 : אזיV רציפה בf(x,y,z) וxy תחום נורמלי ביחס למישור Vאם 
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 6עמוד 

 
 
 

 כדוריותקורדינטות 
 

222כאשר נראה ביטוי מהצורה  zyx  .כדוריות יהיה הגיוני לעבור לקורדינטות ++
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 קןרדינטות גליליות
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 .אם לגוף סימטריה כדורית אז נשתמש בקורדינטות כדוריות •
 .אם לגוף יש סימטריה מסביב לצירים נשתמש בקורדינטות גליליות •
22ביטוי כגון  • yx  . יכוון אותנו לשימוש בקורדינטות גליליות+
222ביטוי כגון  • zyx  . יכוון אותנו לשימוש בקורדינטות כדוריות++
 

 מרכז המסה של גוף
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f(x,y,z)היא פונקצית צפיפות הגוף ליחידת נפח . 
 
 


