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2

,
n n

X N
σ

µ
 
 
 

∼   

)כלומר  )
1

lim
1

( )
n

in
i

P X a a
n

µ
σ

→∞
=

− ≤ Φ=
 

∑ 
 

  

1

n

i
i

X
=
מתפלג  ∑

2
( , )N n nµ σ⋅ i.  

בהינתן   :מ"וסכום מ נוסחת ההחלקה

1משתנים מקריים  2, , ...X X  עם תוחלת זהה

µ  ומשתנהN  המקבל ערכים טבעיים ואינו

1ים אזי אם X –תלוי ב  ...N NS X X≡ + + 

)יתקיים  ))( N E NE S µ= ⋅.  

בהינתן : מעריכי ופואסון –סכום מקריים 

1משתנים מקריים  2, , ...X X  מעריכיים עם

  pיאומטרי עם משתנה ג N -ו  λפרמטר 

)אז  )1 ... expN N pS X X λ≡ + + ∼. 



  
  :התפלגות מינימום ומקסימום

יהיו 
1 2
, , ...,

n
X X X ת"מ ב"מ:  

 { }max 1 2
max , , ...,

n
X X X X=  

{ }

( )

min 1 2

max max
1

min min
1

min

( )

1 ( )

, , ...,

( )

( ) 1

n

n

XiX
i

n

XiX
i

F x

F x

X X X X

F P X x

F P X x

=

=

=

−

= ≤ =

= ≤ = −

∏

∏

  

  :תכונת חוסר זיכרון
 ,תכונת חוסר זיכרון מתקיימת רק בהתפלגויות פואסון

  .גיאומטרית, אקספוננציאלית
   :פונקצית התפלגות מצטברת

)הגדרה  ) ( )
x

x P X xF = ≤.  

)במקרה הבדיד  ) ( )
x

t x

x P X tF
≤

= =∑  

)במקרה הרציף ) ( )

x

xx
x f x dxF

−∞

= ∫  

1 (( ) 10
x

xF ≤≤                        .2 (( )
x

xF ורדתלא י.  

3 (lim ( ) 1 lim ( ) 0
x x x x

x xF F
→∞ →−∞

= = .  

4 (( )
x

xF 5.              רציפה מימין (( ) ( )
x x

d
x x

dx
f F=.  

מ רציף אי שלילי  "נוסחת הזנב עבור מ

( ) ( )
0 0

1 ( ) ( )xX F x dx P X x dxE
∞ ∞

= − = >∫ ∫  

)אם  )XE < )אז    ∞ )lim 1 ( ) 0
x x

x F x
→∞

⋅ − =.  

מ המציין "מ X ):יוניפורמית(התפלגות אחידה 
]נקודה שנבחרה באקראי בקטע  , ]a b           : 

1
( )

0

( ) ( )
2

2
( )

( )
12

x
a x bf x b a
otherwise

d c a b
P c x d X

b a

b a
Var X


 ≤ ≤= −

− +
≤ ≤ = Ε =

−

−
=

  

אם 
1 2

0,1, , ...,
n

UX X X   ∼ ת"ב:  

( ) ( ) ( ) 11

max min

max min

1

1
( ) ( )

1 1

nn
x x xf nx f n

n
X E X

n n

−−
−= =

Ε = =
+ +

  

  :סטנדרטיזציה
  

[ , ] [0,1]
X a

b a
X U a b U

−

−
⇔∼ ∼  

  
~ :התפלגות אקספוננציאלית ( )X Exp λ  

( )
a

P X a e
λ−

> =  

מינימום של אקספוננט  הוא אקספוננט 
~ ( ), ~ ( ) ( , ) ~ ( )⇒ +X Exp Y Exp Min X Y Expλ µ λ µ  

X,אם  Y ת "ב

~ ( ), ~ ( ) ( )
+

⇒ < =X Exp Y Exp P X Y
λ

λ µ
λ µ  

(  :תכונת חוסר זיכרון ( )( T t P T sP T t s > = >> +  

)נגדיר , Tמ "נתון מ: משפט ) ( )G t P T t= > .  

)אם  ) ( ) ( )G t s G t G s+ =  -כך ש λאז קיים , ⋅

~ ( )T Exp λ.  

 :Gamma התפלגות
1 2
, , ...,

n
X X X ת"מ ב"מ ,

( )
i

ExpX λ∼ , נגדיר
1

n

i
i

XY
=

= )אזי , ∑ ),Gamma nY λ∼.  

( ) ( ) ( )1
1 1

2
n n n

 
 Γ = Π Γ = − Γ −
 

  

): שלם מתקיים nכאשר  ) ( )1 !n nΓ = −  

)אם : Gammaחיבור  ),Gamma rX λ∼ ,

( ),Y Gamma s λ∼ ת אז "ב( ),X Y Gamma r s λ+ +∼.  

,עבור : Gammaמנת  YX ל יתקיים "כנ

( ),
X

Beta r s
X Y+

  .באופן כללי מנת גאמות היא בטא. ∽

  .ת"ל ב"המנה והסכום בשני הנ

: Gamma-מ אקספוננציאלי פואסוני ו"הקשר בין מ

יהי 
t

N 0פר ההופעות בקטע מס,t    נגדירTi  זמן

); I-המופע ה )1i i
T T

−
אם . זמן בין מופעים - −

( )Nt Poisson tλ∼  אז( ) ( )1T T Expi i λ− −  -ו  ∽

( ),Ti Gamma i λ∼.  אם( ) ( )1T T Expi i λ− − ת אז "וב ∽

( )Nt Poisson tλ∼ .ממקרים אלו נסיק נוסחא לגאמא: 

( )1

0
( ) ( 1)

!

i jt

t
j

e t
P Ti t P N i

j

λ λ− −

=
> = ≤ − = ∑  

)צורה כללית  :Cauchy התפלגות ) ( )2
1

1Z z
z

f
π

=
+

 .

  .להתפלגות זו אין תוחלת
  .מנת נורמלים מתפלגת קושי

 :חי בריבוע התפלגות
2

X χ∼  למעשה אומר כי

( ) ( )( )21 1, 0,12 2X Gamma N=∼ . סכום שלn 

)משתנים כאלו יתפלג  )1,2 2
nGamma.  

  מ"התפלגות משותפת רציפה של שני מ

)לוקטור  ),x y  פונקצית צפיפותf  אם לכל תת

קבוצה של 
2

R :( )( ), ( , )xy
A

x y A f t s dtdsP ∈ = ∫∫  

( ), ( , )x X x dx y Y y dyP f x y dxdyxy≤ ≤ + ≤ ≤ + =  

 1 (0f ≥                          .2 (
2

( , ) 1xy

R

f x y dxdy =∫∫.  

: Xפונקצית הצפיפות השולית של ) 3

( , )( ) xyx
f x y dyf x

∞

−∞

= ∫.  

4 (,X Y מ "ת אמ"ב( , ) ( ) ( )
xy x y

f x y f x f y=  או

, ( , ) ( ) ( )X Y X YF x y F x F y=  

: Xפונקצית הצטברות שולית של ) 5

,( ) ( , )X X YF x F x= ∞  

  :ערכית-תוחלת פונקציה דו) 6

( )( ) ( ) ,, , ( , )X Yg X Y g x y f x y dxdyE
∞ ∞

−∞ −∞

= ⋅∫ ∫  

  :שיטות למציאת צפיפות משותפת

)י "ע  .א ), ( , )x X x dx y Y y dyP f x y dxdyxy≤ ≤ + ≤ ≤ + =.  

)י מציאת "ע  .ב ), ,( , )X Y X x Y yF x y P < : וגזירתה =>

2

, ,
( , ) ( , )

X Y X Yx y
f x y F x y

∂
∂ ∂

=   . 

)  .ג , ) ( ) ( )
xy Y X X

X xf x y f y f x== 

אם ניתן להפריד את 
,

( , )
X Y

f x y  למכפלת שתי

): פונקציות באופן הבא ) ( )
,

( , )
X Y

x yf x y g h⋅= 

X,ותחומיהם השוליים של  Y  אינם תלויים אחד

)כלומר התחום המשותף של , בשני ),X Y  הינו מלבן

X,אזי המשתנים המקריים , המקביל לצירים Y 

) -ת ו"הם ב ) ( ),x yg h  הן פונקציות הצפיפות של

,X Y עד כדי קבוע.  

   :וקטורים נורמליים
X,וקטור :  הגדרה Y נורמלי אם ל - aX bY+ 

a,התפלגות נורמלית לכל  b) . לא מספיק

היו י Y-ו Xשההתפלגויות השוליות של 
  ).נורמליות

): תכונה אופיינית )2 2
0,aX bY N a b+ +∼  

)כאשר  ) ( )2 2, , ,y y x xY N X Nµ σ µ σ∼ ∼                               ,

נגדיר 
( ) ( , )

( , ) ( )

Var x Cov x y

Cov x y Var y
A

 
 
  

=  
( ) ( )

( ) ( )

,

, ,x y

aaX bY a b A b

aa b a b A b

Var

aX bY N µ µ

 
+ = ⋅ ⋅  

 

 
 + ⋅ ⋅
 

+ ∼

  

)כאשר : תוחלת וקטור ),U V וקטור נורמלי מתוקן ,

( , )Corr U Vρ =  ,  

( ) ( )

2 2

2 2

( )

1

( ) ( ) 2

b

V
a

a b

U a v b E U V v f v a v b dV

e e
b a

E

ρ
ϕ ϕ

− −

≤ ≤ = = ≤ ≤ =

 
 

= − − Π  
 

∫
  

( )U V v vE ρ= = ⋅  

: פונקצית צפיפות מותנית

[ ]
[ ]

( )
,

( )
0 ,

( )
V

V

f v
v a b

P a v b
v a b

f V a v b


 ∈
 ≤ ≤
 ∉

≤ ≤ =  

)כאשר אם : משפט ) ( )2 2, , ,y y x xY N X Nµ σ µ σ∼ אז  ∽

( ) ( )2 2, 1| X
X

x y
Y

YX Y N
ρσ

µ µ σ ρ
σ

 
 + − − 
 

כאשר  ∽

( , )Corr X Yρ =  

   :הפוכהפונקצית התפלגות 

)במקרה הבדיד  ){ }1
( ) inf :p x F x pF

−
≡ ≥  

)במקרה הרציף )1
( ) :p x F x pF

−
= =  

]בהינתן משתנה  ]0,1U U∼  נסמלץ משתנה רציף

X  על ידי הגדרת( )1
X F U

−
ונסמלץ משתנה =

]בדיד על ידי חלוקת  הסתברויות  לקטעים לפי 0,1[

  .הערכים היחסיות

)נרצה ליצור משתנה : דוגמא )expX λ∼ .

יתקיים 

( ) ( ) ( )1
1 log 1 /

x
F X e F p px

λ λ− −
= − → = − 

)ומכאן  )log 1 /X U λ−= −.  

  :התפלגות דו נורמלית

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2

2

2 2

2

,

1
, *

2 1

21
*

2 1

, ,
x x Y Y

XY
X Y

X YX Y

X X Y Y

X Y

f x y

x yx y
Exp

X N Y N Corr

σ σ ρ

ρ µ µµ µ
σ σ σ σρ

µ σ µ σ ρ

=
Π −

− −− − −
− +

−

=

      

∼ ∼

  
בניה של משתנה מקרי בעל התפלגות דו נורמלית 

  :סטנדרטית

( )0,1,Z X N∼ 21: ת"ב ZY X ρρ −= כאשר  +

( ),X YCorrρ ): ומקבלים      = ) ( ) 0X E YE = =  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2 2

2

, 1

1 ,1

1

X x X X

X Y y

Y Y Y

Y N x E Y

Var Y X N y

E X Var X

ρ

ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ

= =

=

=

−

= − −

= −

∼

∼

  .נורמלי ההתפלגויות השוליות תמיד נורמליות-בדו
X,אם  Y ת אם ורק "הם בנורמלית אזי - מתפלגים דו

)אם  ), 0X YCorrρ נורמלי סטנדרטי -עבור דו. ==

)) שונות אחד 0תוחלות ( )X YEρ ⋅=.  

)חישוב  )0, 0X YP > )אם נתון  < )0,1,X Y N∼ ו -

( ),X YCorrρ =:        ( )
2

90 arctan
1

0, 0
360

X YP

ρ

ρ

 − −
 − 

> > =

�

�  

ת "מ ב"תפלגות דו נורמלית סטנדרטית של מה
  ): התפלגות ריילי(בקואורדינטות פולאריות 

( ) [ ]

( )

( ) ( )

2

2

2

2

2

2

1
0, 0,2,

2
0

2

1 0
0

10,2 2

( )

r

R

R

r

R

re rr

otherwise

r

r

e r
otherwise

R Exp

f

f re

F r

f U

θ

θ

θθ

θ

−

−




> ∈ Π
Π



−



 − ≥



 Π 

=

=

=

∼∼

  

  : סטטיסטי הסדר

יהיו 
1 2
, , ...,

n
X X X  

)מתפלגים לפי   )X xf נגדיר                             :

{ }1 1 2
min , , ...,

n
U X X X=  

{ } { }2 1 1 2
min max; 1, ..., , , ...,= > ==

i n n
UU X i n U X X X

  

:   אז
11( ) ( ) 1 ( )1( )

k n k
x xxk

nnf x F x F xU kf x
− − −    = −     − 

  

  התפלגות משותפת של

 ,
k l

U U ,k l<:  

1

1

( ) ...1,1, 1,

.. ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )

( , )
k

k l

l k n l

n F xk n l

f x dx F y F x f y dy F y

P U dx U dy
−

− − −

   = ⋅ ⋅   − − 

   ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −   

∈ ∈
  

  
  : מהלך מקרי על הישר

  חלקיק מתחיל

-ב 
0

X , נע ימינה  

  , pבהסתברות 

1qשמאלה בהסתברות  p= תחום , ת"הקפיצות ב, −

X,00הישר  c +  . 1נגדיר אינדיקטור
1k

right
leftY


= −

 .

: צעדים nמיקום החלקיק אחרי 
0

1

n

kn
k

X YX
=

= +∑.  

-כוי שהחלקיק יגיע להסי
0

cX   : 0- לפני שיגיע ל +

pאם  .1 q= אזי :
x

x

c
U : תוחלת זמן משחק. =

( )
x

X c XV = −. 

pאם  .2 q≠ :
1

1

x

cx

q

p

q

p

U

 
−  
 

 
−  
 

= .

:תוחלת
1

1

x

cx

q
X c p

p q p q q

p

V

 
−  
 + ⋅

− −  
−  
 

= −. 

המתחיל (מספר החזרות של חלקיק  - Nנגדיר 

ההסתברות שהחלקיק  - α; לראשית) בראשית

  :יחזור לראשית

1. 1 p qα = ⇐ =. 

2. 2q p qα = ⇐ >. 

3. 2p p qα = ⇐ <  

4. (1 ) (1 ) 1N Geo p qα α+ − ⇐ < ⇐ ≠∼. 

אם  :מולטינומי מותנה
1 2 3
, ,X XX  סופרים מאורעות

עם הסתברות 
1 2 3 1 2 3
, , , 1p p p p p p+ + אז עבור  =

( )1 2 3, , ,n p p pX Multi∼  נוכל לומר כי

1
1 2

2

| ,
1

p
X k n k

p
X Bin

 
 = − − 

∼  

X,אם  :קונבולוציה Y ת"מ ב"מ ,Z X Y= +.  

): מקרה רציף ) ( )( ) x yz
f x f z x dxf z

∞

−∞

−= ∫.  

): מקרה בדיד ) ( ) ( )Z z Y z x P X xP P
x

= = − =∑=  

X,, רציף Y תלויים :( , )( ) xyz
f x z x dxf z

∞

−∞

−= ∫.  

X,, בדיד Y תלויים:( ) ( ),Z z Y z x X xP P
x

= = − =∑=  

 חלק למקרים לפיבהפעלת קונבולוציה 
  !!!טווחיםה

מ "ערכית של מ-חד-טרנספורמציה חד
) דיפרנציאבילי(מ רציף "מ Xיהי  :רציף

]המקבל ערכים בקטע  ],a b . תהיה

:g R R→  ב) יורדת(פונקציה גזירה ועולה- 

[ ],a b .מ "אזי למY  המוגדר להיות

( )XY g= יש את פונקצית הצפיפות הבאה:  

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1

1

'

0

x
Y

f g y g a y g by g g y

otherwise

f

≥ ≥
−

−


 ⋅ ≤ ≤=



  

כאשר 
( )( )

( )1

1

1

'

g y
yg g y

−

−

∂
= ∂  

כמו  :מ רציף"ע של מ"טרנספורמציה לא חח
התרומות  אתאך נסכום , ע"במקרה בחח

)עבור . Y -השונות ל  )X
X

f x∼  ו - 

2
Y X=  נקבל( ) ( )2

, 2x x x xg g= =′ ,

( )1
g y y
−

yYויתקיים  = y X= → = ואז   ±

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )[ ] ( )

1
1

:

1

2/

Y x
x x y

x x

y f g y
g g y

f y f y y

f −
−

=±
= =

′

+ −

∑
כאשר  

2 -תמיד ב  החלוקה y בשל הערך המוחלט.  

  
  :מימדית- טרנספורמציה דו

)יהי  ),X Y מ דו מימדי רציף בעל פונקצית "מ

)צפיפות משותפת  , )
xy

f x y . תהיינה

2
( , )v g x y= ו-

1
( , )u g x y= ת פונקציו

כך , ע וגזירות"ממשיות על המישור שהן חח

שקיימות הפונקציות ההפוכות 
1
( , )x h u v= ו-

2
( , )y h u v= .נגדיר יעקוביאן:  

1 1

2 2
( , ) det

h h

u v
h h

u v

J u v

∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

∂ ∂

=
 
 
 

  

פונקצית הצפיפות המשותפת של 

2
( , )V g X Y= ,

1
( , )U g X Y= היא :

( ) ( )( ) ( )
1 2

, , ,( , ) ,
UV xy

u v u v u vf u v f h h J=  

מ "עבור מ
1
( , )U g X Y= מ "ניתן לכתוב מ

Vנוסף  X=   אוV Y=  לבצע טרנספורמציה

U,דו מימדית עבור  V  ולמצוא צפיפות שולית

  .י אינטגרציה"ע Uשל 

: מעבר לקואורדינטות פולאריות

( )( , ) sin , cos
R xy

f r t r f r t r tθ = ⋅  

  :התניות במקרה הרציף
     :צפיפות מותנית

( )
0 ( ) 0

( , )
( ) 0

( )

x

xy
x

x

f x
f x y

f xY X
f x

f y x

 =

 ≠


=  

): כלל הכפל , ) ( ) ( )
xy Y X X

xf x y f y f x=  

פונקצית ההתפלגות המצטברת המותנית 

) ( )( ) (
x

X Yxy
y Y y f x y dxF x P X x

−∞

= == ≤ ∫  

: ניתחישוב הסתברות מות

) ( )(
b

X Y

a

Y y f x y dxP a X b = =≤ ≤ ∫  

: נוסחת בייס
( ) ( )

( )
( )

X Y Y

Y X

X

y
x

f x f y
f y

f x
=  

: הקבלה לחוק ההסתברות השלמה

( )( ) ( )
X

x

P A X xP A f x dx== ∫  

 :מסקנה מהתפלגות בטא

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

1
11

0

1 ! 1 !
1

1 !

rr r s
x x dx

r s

r s

r s

−− − −
− = =

+ −

Γ Γ

Γ +

∫
  

כדורים שחורים ו  aאם בכד יש  :כדורים בכד

– b  מוסיפים  בחירהלבנים וכלc מהצבע 

הסיכוי לשחור בכל שלב יישאר , רשנבח
a

a b+
  


