
מתמטי נספח 1

פוריה 1.1

G(k)=F(f)= 1√
2π

R∞
−∞ dx f(x)e−ikx ־ פוריה התמרת •

e2πiaxf(x)⇒f̂(k+2πa) f(x−a)⇒e−iakf̂ •
eiaxf⇒f̂(k−a) ־ dnf(x)

dxn =(ik)nf̂ •

e−a|x|⇒
√

2
π

a
a2+k2 ־ e

− x2

2a2⇒e− k
2
2 a2 •

eiαx⇒√2πδ(k−α) ־ δ(x)→ 1√
2π
•

f(ax)⇒ 1
a f̂( x

a ) sin(ax)⇒i√2π
δ(k+a)−δ(ω−a)

2 •
f(x) cos(k0x)⇒ 1√

2π

R
dx e−ikx eik0x+e−ik0x

2 f(x) •

מתמטיקה 1.2

אפס) (סביב ex =
∑∞
n=0

xn

n! •
cos x=

P (−1)n

(2n)! x
2n sin x=

P (−1)n

(2n+1)!x
2n+1 •

בעמודות. ו״ע ,D = P−1AP ־ מטריצה לכסון •

אינטגרלים 1.3∫∞
−∞ dx e−

(x−x0)2

2σ2 =
√

2πσ2 •

〈x〉 = x0,
〈
x2
〉

= σ2 + x2
0 לגואסיאן –

R 1√
a2−x2

=sin−1( xa )
R 1
ax+b= 1

a ln(ax+b) .R 1
a2+x2 = 1

a tan−1 x
a •

R
xe−x

2
=− e−x

2

2

R
xeax=( xa− 1

a2 )eax •R
ex sin x= 1

2 e
x(sin x−cos x) •

R
x sin(ax)=− x cos ax

a + sin ax
a2 •

R
x2 sin xdx=(2−x2) cos x+2x sin x •

RRR
V

(divF)dV=
RR
∂V

FdS גאוס: חוק •
R
C

(Ldx+Mdy)=
RR
D( ∂M∂x − ∂L∂y )dA גרין: משפט •

נגזרות 1.4

∇=r̂ ∂∂r+θ̂( 1
r
∂
∂θ )+φ̂( 1

r sin θ
∂
∂φ כדוריות( בקוארדינות

∇2
= 1
r2

∂
∂r(r2 ∂f

∂r )+ 1
r2sin θ

∂
∂θ(sin θ ∂f∂θ )+ 1

r2sin2 θ
∂2f
∂φ2

∇f= ∂f
∂r r̂+

1
r
∂f
∂φ φ̂+ ∂f

∂z ẑבגליליות

z = r cos θy = r sinφ sin θ ,x = r cosφ sin θ •

טריגונומטריות זהויות 1.5

cos(θ±ϕ)=cos θ cosϕ∓sin θ sinϕ sin(θ±ϕ)=sin θ cosϕ±cos θ sinϕ •
sin 2θ=2 sin θ cos θ cos 2θ=cos2 θ−sin2 θ=2 cos2 θ−1=1−2 sin2 θ •

sin sin= 1
2 (cos ∆−cos Σ) cos cos= 1

2 (cos ∆+cos Σ) •
sin + sin=2 sin

P
2 cos ∆

2 sin cos= 1
2 (sin Σ+sin ∆) •

sin2 θ= 1−cos 2θ
2 cos + cos=2 cos

P
2 cos ∆

2 •
cos2 θ= 1+cos 2θ

2 •

דלתא פונקצית 1.6∫
A
f(t)δ (t− a) dt = f(a) •

δ≈

a→∞︷ ︸︸ ︷
1

a
√
π
e
−x2/a2

≈

a→0︷ ︸︸ ︷
sinc

(x
a

)
≈

a→0︷ ︸︸ ︷
1
π

a

a2 + x2
•

השורשים. xi־ כאשר δ (f(x)) =
∑
xi

δ(x−xi)
|f ′(x′)| •

Y`mים של חוקים 1.7

.x± iy = −r
√

8π
3 Y1,±1 ,z = r

√
4π
3 Y1,0 •

. Y10Ylm = AYl−1,m +BYl+1,m •

אופרטורים 2

p̂ = −i~ ∂
∂x •

Ĥ = − ~2

2m
∂2

∂x2 + V •

〈∆A〉 〈∆B〉 ≥
∣∣∣ 〈∆C〉2

∣∣∣2 ,[A,B] = C 6= 0 עבור •

I =
∑ |φi〉 〈φi| ־ אורטונורמלי {〈φ|}בסיס עבור •

הקומטטור) עם מתחלפים A,B (אם [A, f(B)] = [A,B] f ′(B) •
[A,BC] = [A,B]C +B [A,C] •

[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0 •

eAeB = eA+Be
1
2 [A,B] •

[x, px] = i~ •

עצמיים מצבים 2.1

k = , ψk (x, t) = 1
(2π)3/2 e

ik·x−iωt ,H = p2

2m חופשי: חלקיק •
p
~ , ω = E

~ = p2

2m~

גלים. חבורת יוצר חופשי גל של סופרפוזיציה –

ψnlm = אזי, , − ~2

2m∇2ψ = Eψ ספריות, בקוארדינטות –
.Rnl (r)Ylm (θ, ϕ)

En = h2n2π2

2mL2 ,
√

2
L sin

(
nπx
L

)
־ (L2 (שמרכזה בתיבה חלקיק •

H = Hx +Hy ,ψnxny = ϕnx (x) · ϕny (y) ־ דו־מימדי •

,q2=
2m(E+V0)

~2 , ψ(x)=

8>>>><>>>>:
Beαx

Ceiqx +De−iqx

Ee−αx
־ סופי בור •

ואיזוגים. זוגיים לפי פתרונות תופרים .k = iα ,k2= 2mE
~2 <0

ψ′|+ε−ψ′|−ε=−λaψ(0) אז ,V = − ~2λ
2maδ(x) ־ דלתא פוטנציאל •
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הרמוני אוסצילטור

H = p2

2m + 1
2mω

2x2 ההמילטוניאן: •

N̂ = â†â , ,â† הורדה. ־ â =
√

mω
2~

(
x̂+ ip̂

mω

)
•

p̂ = 1
2i

√
2~mω ,x̂ = 1

2

√
2~
mω

(
â+ â†

) •
a† |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 ,a |n〉 =

√
n |n− 1〉 •

.[N, a] = −aו־ [N, a†] = a ,
[
a, a†

]
= 1 •

En = ~ω0

(
n+ 1

2

)
,H = ~ω

(
N̂ + 1

2

)
•

פולינום הוא הכללי במקרה (המקדם ϕ1 = a† |ϕ0〉 ,ϕ0 = Ae−
1
2 ξ •

(n מסדר הרמיט

.|ϕn+1〉 = a†|ϕn〉√
n+1

־ נירמול •

ומשפטים משוואות 2.2

i~ ∂
∂t |ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 ־ בזמן התלויה שרדינגר משוואות •

|ϕn (t)〉 = e−i
En
~ |ϕn(0)〉 –

|ψ(t)〉 =
∑∞
n=1 cn (0) |ϕn(t)〉 = –∑∞

n=1 cn (0) e−iωnt |ϕn (0)〉(
− ~2

2m
∂2

∂x2 + V (x)
)
ψ(x) = Eψ(x) ־ בזמן תלויה הבלתי •

k2 כאשר ,Aeikx + Be−ikx ־ שרדינגר משוואת של פתרון –
.ψ של המקדם הוא

d
dt 〈O〉 = I

~ 〈[O,H]〉+
〈
∂O
∂t

〉
־ אהרנפסט משפט •

שווים העצמיים המצבים אז מנוון, לא והספקטרום ,[A,B] = 0 אם •
סימולטנית) לליכסון ניתנים (הם

טבעת על חלקיק 2.3

ψ(0) = ψ(L) .〈ψ|φ〉 =
∫ L

0
ψ?φ •

En = ~2n2

mL2 .pn = h
Ln ־ מקוונטת התנע •

H = − ~
2m

(
∇ + ie

~cA(x)
)2

־ מגנטי שדה •

Φ0 = כאשר H = − ~
2m

 ∂
∂x +

ie

~c︸︷︷︸
1/Φ0

(
Φ
L

) ־ מגנטי שתף עם •

A =
(

Φ
L

)
x̂ ,~ce

.kn =
(

2n
L

)
n ,
√

1
Le

iknx ־ עצמיים מצבים •

En (Φ) = ~2

2m

(
2π
L

)2 (
n+ Φ

Φ0

)2

־ אנרגיה •

〈v〉 = 〈p−
e
cA〉
m =

~
“
kn− Φ

Φ0
2π
L

”
m ־ ארנפסט משפט לפי ־ מהירות •

(דיברגנץ) dρ(x)
dt = −∇ · J ־ זרם שימור •

J = i~
2m (ψ∇ψ? − ψ?∇ψ) , ρ(x) = |ψ(x)|2 •

זוויתי תנע 3[
Lα, Lβ

]
= i~Lγεαβγ ,Lα = βpγ − γpβ •

שלושתם עם מתחלף , L2 = L2
x + L2

y + L2
z •

.Lz |l,m〉 = ~m , L2 |l,m〉 = ~2l (l + 1) |l,m〉 •

L− = Lx − iLy ,L+ = Lx + iLy •

.[Lz, L+] = ~L+ ,[L+, L−] = 2~Lz •

Lz של עצמיים אופרטורים L+, L− •

L+L− = L2 − L2
z + ~Lz –

L−L+ = L2 − L2
z − ~Lz –

L+ |l,m〉 = ~
√
l (l + 1)−m (m+ 1) |l,m+ 1〉

L− |l,m〉 = ~
√
l (l + 1)−m (m− 1) |l,m− 1〉

|1,−1〉 , |1, 0〉 , |1, 1〉 = ־ (בבסיס l = 1 עבור •

,(

1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1



Lz = ~

−1 0 0
0 0 0
0 0 1



Lx =
~√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0


−~︷ ︸︸ ︷ 1
2− 1√

2
1
2


−0︷ ︸︸ ︷ 1√

2

0
− 1√

2


~︷ ︸︸ ︷ 1
2
1√
2

1
2



Ly =
i~√

2

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0


−~︷ ︸︸ ︷− 1

2 i
1√
2

1
2 i


−0︷ ︸︸ ︷ 1√

2

0
1√
2


~︷ ︸︸ ︷ 1
2 i
1√
2

− 1
2 i


L2 = 2~I3×3

L2
x =

~2

2

1 0 1
0 2 0
1 0 1

 , L2
y = −~2

2

−1 0 1
0 −2 0
1 0 −1



m = l, l − 1, . . . ,− (l − 1) ,−l •

־ כדוריות בקוארדינטות •

L = −i~
(
φ̂
∂

∂θ
− θ̂ 1

sin θ
∂

∂φ

)

P̂ Ylm = (−1)l Ylm זוגיות •
2



המימן אטום 3.1

H =
p2
r

2mp
+

p2
e

2me
+

ze2

|re − rp|
המסה למרכז קאנונית טרנספורמציה לאחר

=
p2
cm

2M
+

electron︷ ︸︸ ︷
p2

2µ
− ze2

r

־ ההמילטוניאן הטרנספורמציה, לאחר

H = − ~2

2µ

(
1
r

∂2

∂r2
r

)
+

L2

2µr2
− ze2

r

∆n = ~2

2µa2
n

= .En,lRn,l(r)Ylm (θ, φ) הם הפתרונות משתים, הפרדת

λn = ze2

an∆n
,4 |En|

והקבועים

λn = n = 1, . . .∞

an =
(

~2

2ze2µ

)
n

En = −
(
z2

n2

)(
e2

2aB

)
E1 = 13.6eV ,aB = 2a1 = 0.529 כאשר

µ = 1
2IA ־ מגנטי מומנט •

µ =
(

~e
2mc

)
︸ ︷︷ ︸

µB

L
~ ־ באטום אלקטרון עבור •

EB(z) = −µB
(
B0 + ∂B

∂z · z
) ·m ־ אנרגיה •

.µBBל־ מפצל ־ זימן פיצול •

ספין 3.2

sz = {|↑〉 , |↓〉} =
{(

1
0

)
,

(
0
1

)}
בבסיס פאולי, מטריצות

σ =
[(

0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

)]
[σα, σβ ] = iσγεαβγ ־ חילוף יחסי ,σ2

α = 1

.A+ |B| הם הע״ע ,AI + Bσ עבור •
.|↑〉z = 1√

2
|x+〉+ 1√

2
|x−〉 •

eiθσ
α

= cos θ + iσα sin θ .Sα = 1
2~σα

n̂ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) עבור •
R = Iout

Iin
= |〈+n|+ n′〉|2 = ,n̂, n̂′ ־ מקטבים שני אחרי •(

1+n̂n̂′

2

)
,B = Bẑ עבור ־ פרצסיה •

H = −gµB
~
BSz

Ω = gµBB
~ ־ הפרצסיה תדירות

הפרעות 4

H = H0 + λH ′ •

־ מנוון לא •

E
(1)
n =

〈
φ

(0)
n |H ′|φ(0)

n

〉
•

ψ
(1)
n = −∑m6=n

H′nm
E

(0)
m −E(0)

n

∣∣∣ψ(0)
m

〉
•

E
(2)
n =

∑
k 6=n

˛̨̨D
φ

(0)
k |H′|φ(0)

n

E˛̨̨2
E

(0)
n −E(0)

k

•

בהפרעה. המנוון תת־המרחב את ללכסן צריך ־ מנוון •

λH ′ = eεzz = eεr cos θ ־ סטארק אפקט •

מתאפס. ראשון איבר –

צפיפות מטריצות 5

{|ψi〉} כאשר , ρ =
∑
i
ni
Ni
|ψi〉 〈ψi| =

∑
i pi |ψi〉 〈ψi| הגדרה: •

מנורמלים. אבל אורתוגונלים, בהכרח לא

מערכות על מיצוע ·̄ (כאשר 〈Ω〉 = trace 〈ρΩ〉 , Ω אופרטור עבור •
. קוונטי) ו־〈〉מיצוע

. ρ2 = ρ טהור, במצב רק •

לחלוטין. חיובית ρ .traceρ = 1 •

i~∂ρ∂t = − [ρ,H] •

מחשבים?] [איך •

דינמיקה 5.1

|ψ (t)〉 =

U(t)︷ ︸︸ ︷∑
|H〉 〈H| e=iHt/~ |ψ0〉 •

U (t) =
∑
α

∑
E |E,α〉 〈E,α| e−iEt/~ ניוון, ויש במקוה •

אוניטרי. אופרטור U •

הייזנברג של התמונה 5.2

B → אופרטור קבועים. נשארים המצבים בזמן, משתנה האופרטור •
לפרופגטור. הצמדה ידי על ,B (t)

. d
dtB (t) = i

~ [H,B (t)] •

.∆ = t
N , N → ∞ לפרוסות, הזמן את נפרק בזמן, תלוי H עבור •

או, ,|ψ (∆)〉 = e−
i∆
~ H(0) |ψ (0)〉 ונקבל, ראשון, לסדר נפתח

U (t) = או , |ψ (t)〉 =
∏N−1
n=0 e

−i∆H(n∆)/~ |ψ (0)〉 כללי, לזמן

e−
i
~
R t
0 H(t′)dt

3



מסלול אינטגרלי 6

המסלולים כל על הפעולה סכימת ידי על מתקבל ,U (t) הפרופגטור, •
האפשריים.

U (xN , tN ;x0, t0) = רושמים, חופשי, חלקיק עבור •∫ xN
x0

eiS[x(t)]/~D [x (t)]כ־ לרשום ניתן .
∑
x(t) e

iS[x(t)]/~

, האפשריים. המסלולים כל על סכימה היא
∫ xN
x0
D [x (t)] כאשר

. S [x (t)] =
∫ tN
t0
L (t) dt =

∫ tN
t0

1
2mẋ

2dtו־

מלא?] [פיתוח •
•

U =
(

m

2π~i (tN − t0)

)1/2

e
im(xN−x0)2

2~(tN−t0)

תתקבל , tN − t0 שבגבול מנת על נקבע המקדם כאשר ,
.δ (xN − x0)

תנ״ז חיבור 7

.T (ε) = I − iε
~ P אינפנטיסימליות: הזזות אופרטור •

.T (a) = e−
ia
~ P = e−a∂x סופיות: הזזות •

יחידה, איבר בה קיים אסוטיצטיבית, פעולה עם קבוצה חבורה: •
הופכי. קיים איבר ולכל

אבלית. אינה מימדים בשלושה הסיבובים חבורת •
Rx (ε)Ry (ε) − אינפינטיסימליים: סיבובים בין מכפלה •

.Ry (ε)Rx (ε) = Rz
(
ε2
)−Rany (0)

.D (n̂, dφ) = 1− i (J·n̂
~
)

dφ אינטסימליים: סיבובים •

.Dz (φ) = e−
IJz

~ φ סופי: סיבבו •
. [Ji, Jj ] = iεijkJk חילוף: יחסי דורש •

יחסי בלוק־אלכסונית. מטריצה היא J2 של המייצגת המטריצה •
הבלוקים. בתוך מתקיימים החילוף

בלוק (עם בלוק־אלכסוני למבנה לפירוק ניתנת סיבבוב מטריצת כל •
(j של ערך לכל

D (α, β, γ) = מימדים, בשלושה כללי סיבוב להציג ניתן •
Dz (α)Dy (β)Dz (γ)

מינוס! סימן מחזיר פרמיון של 2πב־ סיבוב •
נשמר. J לסיבובים, סימטרי H אם •

↑ ספין עבור אחת גל פונקצית .
(
ψ+ (x)
ψ− (x)

)
ספינור, להגדיר ניתן •

.↓ עבור שניה גל ופונצית

קלבש! 7.1

ל־ עד ההורדה באופרטור ומשתמשים ,j = j1 + j2 את בוחרים •
.j1 − j2

כחיובי נבחר j − j1 של המקדם •

מטריצות מני כל 7.2{
S2

1 , S
z
1 , S

2
2 , S

z
2

}
של בבסיס חצי, ספיני שני חיבור •

J2 = ~2


2

1 1
1 1

2



Jz = ~


1

−1



S1S2 =
~2

4


1
−1 2
2 −1

1


ע״ע ועם |↑↑〉 , 1√

2
(|↑↓〉+ |↓↑〉) , |↓↓〉 : 2 ע״ע עם הם, המצבים •

. 1√
2

(|↑↓〉 − |↓↑〉) :0

מימן אטום עוד 7.3

H0 = p2

2µ − ze2

4πε0r
.1

H1 = − 1
2

(
p2

2me

)2
1

mec2
יחסותי: .2

H2 = 1
2

zr2

4πε−0
1

m2
ec

2
S·L
r3 ספין־מסילה: .3〈

1
r3

〉
n,`

= z3

a3
0

2
n3`(`+1)(2`+1) .4〈

r2
〉

= ,〈r〉 =
(
a0
2z

) [
3n2 − l (l + 1)

]
.5〈

1
r2

〉
= ,

〈
1
r

〉
= z

na0
,
(
a2

0n
2

2z2

) [
5n2 + 1− 3l (l + 1)

]
z2

[n3a2
0(l+ 1

2 )]

. α = e2

~c ∼ 1
137 , ∆Erel = − 1

2
mec

2α4

n3

[
2

2`+1 − 3
4n

]
.6

∆ELS = 1
4
mec

2α4

n3

8<: `
−`− 1

9=;

8>>><>>>:
j = `+ 1

2

j = `− 1
2

`(`= 1
2 )(`+1)

.7

∆Etot = − 1
2
mec

2α4

n3

 1

`︸︷︷︸
j+ 1

2

− 3
4n

 .8

מגנטי בשדה חלקיק 8

E = ∇φ סקלארי, פוטנציאל , B = ∇×A וקטורי: פוטנצאיל •
φ′ (r, t) = φ (r, t) + ,A′ = A (r, t) −∇g (r, t) כיול: חופש •

∂φ(r,t)
∂t

H = 1
2me

(p + eA (r, t))2 − eφ (r, t) המילטוניאן: •
4



L = 1
2meẋ2 + eφ− eẋ ·A לגרנז׳יאן: •

i~∂tψ =
[

1
2me

(−i~∇ + eA)2 − eφ
]
ψ שרדינגר: •

ψ′ = ei
e
~ g(r,t)ψ הפאזה: את משנה הכיול חופש •

B = Bẑ קבוע: מגנטי בשדה •

A = (−By, 0, 0) לנדאו: כיול •

p 6= mv .vi = 1
me

[pi + eAi] המהירות: •

H = 1
2me

(px − eBy)2 + 1
2me

P 2
y + 1

2me
P 2
z ההמילטוניאן: •

ונקבל, ,ψ = e
i
~ (pxx+pzz)χ (y) גל פונקציית נבחר פתרון: •

px, pz) 1
2me

[
(px − eBŷ) + p2

z − ~ ∂2

∂y2

]
χ (y) = Eχ (y)

− ~2

2me
∂2

∂y2χ + e2B2

2me

(
y − px

eB

)
χ = בצורה, נרשום מספרים).

ωc = |e|B
me

עם הרמוני לאוסצילטור משוואה זו .
(
E − p2

z

2me

)
χ

, E =
(
n+ 1

2

)
~ωc + p2

z

2me
יהיה הספקטרום . y0 = px

eB ו־

aH = כאשר χn (y) = 1

π1/4a
1/2
H

√
2nn!

e
− (y−y0)2

2a2
H Hn

(
y−y0
aH

)
ו־

.
√

~
mωc

יש בהם הצירים על הסופית: התוצאה על משפיעה הכיול בחירת •
בתשובה. (אי)ודאות

ברמת המצבים מספר , 1
2π`2B

הוא שטח ליחידת ,LxLy
2π`2B

הוא הניוון •
.`2B = ~

eB כאשר אחת, לנדאו

ωc = eB
me

E =
(
n+ 1

2

)
~ωc + p2

z

2me
ספקטרום: •

אהרונוב: בוהם אפקט •

Em =
[
~
(
m− qΦ

hc

)]2 1
2I

=
~2

2mR2

(
m− Φ

Φ0

)2

Φ0 = hc
e כאשר

איפשהו כאשר סדקים בשני התאבכות מסלול, אינטגרלי באמצעות •
כל של התרומות מגנטי. פוטנציאל עם מרחב יש לסדק מעבר
מסלולים שני כל (כי מתחתיו וגם זהות, המגנטי השדה מעל הקטעים
,
∮
C

A · ds =
∫
s
∇ × AdA ואז סגור, עקום ביחד יוצרים

מעל עקום משווים אם מתאפס..). הביטוי פוטנציאל, אין כאשר
ולפי ∆φ = e

~
∮
above and below

AdS פאזה, מקבלים ומתחת,
הסליל. בתוך השתף ,= e

~ΦB סטוקס, משפט

ולכן . p→ p− q
cA מגנטי: שדה בנוכחות •

L = r× pmec = r× p− q

c
r×A

Lz = (r× p)z︸ ︷︷ ︸
− i~∂∂θ

− q

c
rr̂ × Φ

2π
· θ̂︸ ︷︷ ︸

qΦ
2πc

ו־

זימנים מני כל 8.1

γB0︸︷︷︸
ωL

L̂z לספין: התיחסות ללא •

H0 = p2

2m − e2

r +AL · S +Bp4 חזק: בשדה האנומלי, •
יחסותי. תיקון Bp4 –

Hint = γB ·
L + 2︸︷︷︸

ge

S

 –

ומקבלים , p4 ואת LS את מזניחים –

〈n, `, s,m`,ms|Lz + 2Sz|n, `, s,m`,ms〉 = ~m`+2~ms

: Lz + 2Sz = Jz + SZ ,g = 2 חלש, בשדה •
〈n, `, s, j,mj |Jz + Sz|n, `, s, j,mj〉 = mj~+〈j,mj |sz|j,mj〉

בזמן תלויות בעיות 9

מדויק פתרון 9.1

פרמגנטית. תהודה מדויק באופן פתרנו •
H = −µB = ge

2mcS ·B = ge~
4mcσ ·B מגנטי: שדה של המילטניאן •

.

.θ =
eg

2mc︸︷︷︸
−γ

Bt כאשר , U (t) = e−iθ·S/~ הפרופגטור, •

ו־ 〈Sy〉 = ~
2 sin (ω0t) ,〈Sx〉 = ~

2 cosω0t , B = B0ẑ עבור •
|ω0| = γ |B|

במקביל ω בתדירות מסתובבת הצירים במערכת בו מצב על נסתכל •
היא מסתובבת המערכת את נראה שבה התדירות .(ω 6= ω0) B0ל־
יש מסתובבת במערכת לכן, . ωr = ω0 − ω = −γ (B0 + ω/γ)

.Br = B0 + ω/γ אפקטיבית, שדה

µ (t = 0) = נניח ,B = B cos (ωt) x̂−B sin (ωt) ŷ+B0ẑ עבור •
במערכת נחשב .µz (t) על נסתתכל . µ (t) את לחשב נרצה . µẑ
Br = זו, במערכת .ω = −ωẑ השדה, עם מסתובבת, צירים

אין כאן, המסתובבת. המערכת x̂r כאשר , Bx̂r +
(
B0 − ω

γ

)
ẑ

בזמן. תלות Bל־

, ωr = −γBr נקבל: •

|ωr| = ωr = γ

√
B2 +

(
B0 − ω

γ

)2

.

היא: ẑ לציר Br בין α הזווית •

sin2 α =
B2

B2 +
(
B0 − ω

γ

)2 =
γ2B2

γ2B2 + (ω0 − ω)2

5



µz (t) = µz cos2 α+ µz sin2 α cos (ωrt) לבסוף, •
הכללי, הפתרון •

µz (t) = µz (0)

[
(ω0 − ω)2

(ω0ω)2 + γ2B2
+

ω2B2 cos (ωrt)
(ω0 − ω)2 + γ2B2

]

בזמן. תלויים לפתרונות כלליות שיטות אין •

קירובים 9.2

בסיס על ההפרעה לפני המצב את מטילים פתאומית: הפרעה •
|ψb〉 = ההפרעה. אחרי ההמילטוניאן של העצמיים המצבים
של העצמיים המצבים בסיס הוא

∣∣ψ̄〉 כאשר
∑
n

∣∣ψ̄n〉 〈ψ̄n∣∣ |ψb〉
השינוי. לאחר ההמילטניאן

ניתן פרמטר λ כאשר , H (λ) המילטוניאן אדיאבטי: קירוב •
ב־ תלויות האנרגיה רמות .H0 = H (λ = 0) נגדיר לשליטה.

תזו. א זו חוצות ולא , λ

זה, בבסיס . En (λ) ע״ע עם H (λ) את מלכסן |n (λ)〉 הבסיס •
.|ψ〉 =

∑
n an (t) |n (λ)〉

שרדינגר, במשואות נציב .λ (t) = δt לאט, λ את משנים •

i~

[∑
n

(∂tan (t)) |n (λ)〉+
∑
n

δan (t)
∂

∂λ
|n (λ)〉

]
= H

∑
n

an (t) |n (λ)〉

.

מאורתוגונליות, ונקבל, , 〈m (λ)|ב־ נכפיל •

i~∂tam (t)+i~δ
∑
n

an (t)
〈
m (λ)

∣∣∣∣ ∂∂λ
∣∣∣∣n (λ)

〉
= Em (λ) am (t)

המעורב האיבר . i~∂tam (t) = Em (λ) am (t) ,δ → 0 כאשר •
חוצות. אינן הרמות ולכן נעלם,

δ � ∆Emin
~ לקירוב: התנאי •

הפרעות תורת 9.3

. H (t) = H0 +H ′ (t) למצב הפרעות תורת נפתח •
cn (t) את למצוא רוצים . |ψ (t)〉 =

∑
n cn (t)

∣∣n0
〉

ראשון, לסדר •
. cn (t) = cn (0) e−iE

0
nt/~ אפס, מסדר .cn (0) בהנתן

רק יהיה dn (t) של השינוי ואז ,cn (t) = dn (t) e−iEnt/~ נכתוב, •
.H ′ (t)מ־

ωfn = כאשר , i~ḋf (t) =
∑
n

〈
f0|H ′ (t) |n0

〉
eiωfn tdn (t) •

מדויקת. משוואה זוהי כה, עד .
E0
f−E0

n

~

ראשון, מסדר : df (t) את נחפש ,dn (0) = δni עבור •

df (t) = δfi − i

~

∫ t

0

〈
f0|H ′ (t′) |i0〉 eiωfit′dt′

H ′ (t) = ההפרעה, את מוסיפים הרמוני לאוסצילטור •
בזמן |n〉 במצב שהאוסצילטור ההסתרות מה .−eExe−t2/τ2

dn (∞) = − i
~
∫∞
−∞ (−eE) 〈n|x|0〉 e− t2

τ2 einωtdt ? t → ∞
ראשון, בסדר .nω = E0

n−E0
0

~ ו־ האוסצילטור, תדירות ω כאשר
האיבר הוא 〈1|x|0〉 כי ,1 לרמה רק אותנו להעלות יכולה ההפרעה

.d1 (∞) = ieE
~

√
~

2mω

√
πτ2e−

ω2τ2
4 ולכן, מתאפס, שלא היחידש

רכיב: על נסתכל בפוריה. לפתח ניתן מחזורי פוטנציאל כל •
במצב המערכת ,t = 0 בזמן . H ′ (t) = H ′eiωt + H ′†e−iωt

ידי על נתון f0 למצב האמפליטודה .
∣∣i0〉

df (t) = − i
~

∫ t

0

[
H ′fie

i(ωfi+ω)t′ +H ′†fie
i(ωfi−ω)t′

]
dt′

סכום עם העבר . 1
~

[
1−ei(ωfi+ω)t

ωfi+ω
+ 1−ei(ωfi−ω)t

ωfi−ω

]
והפתרון, .

במכנה ההפרש עם והאיבר מאולצת, פליטה של איבר הוא במכנה
האנרגיה. ברמת עליה של איבר הוא

, ω = ωfi ליד •

|df |2 =
1
~2

∣∣H ′f ′ ∣∣2 [ sin ((ωfi − ω) t/2)
(ωfi − ω) t/2

]2

. E0
f − E0

i = ~ω
(
1± 2π

ωt

)
כאשר למעבר טוב סיכוי לנו יש .

על נסתכל (.. T →∞ (כאשר δ2ב־ לטפל כדי •

δ (ωfi − ω) δ (ωfi − ω) = lim
T→∞

δ (ωfi − ω)
2π

∫ T
2

−T2
ei(ωfi−ω)t

= δ (ωfi − ω) lim
T→∞

T

2π
.

Ri→f =

|df |2︷ ︸︸ ︷
Pi→f
T = הוא המעבר קצב גדול, T ב־ •

פרמי של הזהב כלל , 2π
~

∣∣∣H ′fi∣∣∣ δ (E0
f − E0

i − ~ω
)

, |ψI (t0)〉 = |ψs (t0)〉 – האינטראקציה הצגת שני: מסדר •
|ψI (t)〉 =

(
Us (t, t0)†

)
|ψs (t)〉ו־ , H ′I (t) = U0†

s H
′
sU

0
s

U
(2)
I (t, t,0 ) = I − i

~
∫ t
t0
H ′I (t′) dt′ + שני: מסדר •(− i

~
)2 ∫ t

t0

∫ t′
t0
H ′I (t′)H ′I (t′′) dt′dt′′

גל: אורך עבור הגלים משוואת קרינה: עם אטום של אינטראקציה •
. ω2 = k2c2 כאשר A = A0 cos (k · r− ωt)

, H = 1
2m

(
P − q

cA
)2 − qφ היסוד. ברמת מימן אטום נניח •

בכיול וכן, , q2

2mc2 A
2 הביטוי את נזניח ההמילטניאן, את נפתח

הוא qφ כאשר ,H = p2

2m − q
mcA ·P קיבלנו .P ·A = 0 קולות,

המצב .H ′ (t) = e
2mec

e−i(k·r−ωt)AP נגדיר הפרוטון. פוטנציאל

הוא הסופי והמצב , ψ1,0,0 =
(

1
πa3

0

)1/2

e−r/a0 הוא ההתחלתי

יינון עבור רק עובד זה חישוב . ψf = eipr/~

(2π~)3/2 חופשי: חלקיק
היסוד מרמת

6



בזמן, התלות ללא התיקון •
H ′fi =

〈
f0|H ′|i0〉 =

N︷ ︸︸ ︷
2

2mec

1

(2π~)3/2

1

(πa3
0)1/2

∫
eipfr/~eik·rA0 ·Pe−r/a0d3r

האלקטרון של לתנע , p ∼ ~
a0

הא״מ, הקרינה של התנע בין היחס .

וניתן אטום, של גודל מסדר קטן הגל אורך לכן, . α = e2

~c הוא
, e
2mec

A0 · Peiωt → iωe
2c A0re

−ωt נחליף דיפול. קירוב לבציע
האינטגרל את ומקבלים

H ′fi = Ne−ipfr/~A0 · (−i~∇) e−r/a0d3r

= NA0 · pf
∫
e−ipf ·r/~e−r/a0d3r

ל בחלקים. אינטגרציה לאחר ,

מתקבל בסוף, •

Ri→f =
2π
~

(
e

2mec

)
1

8π3~3

1
πa3

0

δ
(
E0
f − E0

i − ~ω
) ·

·
∣∣A0 · pf

∣∣2 · 64 · π2a6
0[

1 +
(pfa0

~
)2]4

החשמלי. לשדה בניצב הוא האלקטרון לפליטת המועדף הכיוון .
Ri→all = הוא הכללי הקצב הפוגעת. הקרינה בכיוון תלות אין

16a0e
3p3
f |A0|2

3m~4c2
h
1+( pfa0

~ )2
i4

אלמנט עם רק אפשרי הוא מצבים שני בין המעבר ברירה: כללי •
〉המטריצה

f0

∣∣∣∣ e

mec
A0p

∣∣∣∣ i0〉 ∝ 〈f0|r|i0〉
המצבים, את והן ,r רישום ידי על זה את לעשות ניתן מתאפס. אינו

Ylmים. ידי על

כיול. טרנספורמצית כדי עד שקולים p · Aו־ r · E האופרטורים •
משתמשים לכן, כן. r ·E ואילו לכיול אינורינטי לא p ·A האופרטור

. r ·Eב־

פיזור 10

|ψ±〉 = |φ〉 + פיזור, עבור ליפמן־שווינגר משוואת •
ו־ המפזר, ללא ההמילטוניאן הוא H0 כאשר , 1

E−H0±iεV |ψ±〉
את מכניסים המפזר. הוא V ו־ חופשי חלקיק של הפתרון הוא |φ〉

ומקבלים, המשוואה, באמצע |x′〉 בבסיס היחידה 〉אופרטור
x|ψ±〉 = 〈x, |φ〉 =

∫
d3x

〈
x

∣∣∣∣ 1
E −H0 ± iε

∣∣∣∣x′〉〈x′|V |ψ±〉
.

הבעיה: של גרין פונקציית על נסתכל •

G± (x,x′) =
~

2m

〈
x
∣∣∣∣ 1
E −H0 ± iε

∣∣∣∣x′〉 =
1

4π
e±ik|x−x′|
|x− x′|(

∇2 + k2
)
G± (x,x′) = המשוואה עבור גרין פונקציית זוהי .

המוחזרת. או הפוגעת הפונקציה את בוחר ± כאשר , δ(3) (x− x′)

במשפט משתמשים ,
∫∞
−∞

e−iqrqdq
k2−q2±iε האינטגרל את לחשב כדי •

הם R (zj) כאשר ,
∮
f (z) dz = 2πi

∑
j R (zj) קושי, של הרזדיו

k2 − המקיימות הנקודות הם הקטבים המרוכב. במישור הקטבים
(k + q ± iη) (k − q ± iη) כ־= המשוואה א נרשום ,q2 ± iε = 0
מסלול בונים . q2 = k ± iη , q1 = −k ∓ iηב־ כאלו ויש . 0
חזרה חוזר ואז רחוק, ממש עד שמגיע הציר על חצי־מעגל שהוא
תורם). הישר על החלק רק במרחק, דועך שהפוטנציאל (ובגלל
R (k + iη) = limq→k+iη (q − k − iη) eiqrq

k2−iε−q2

( −i
4π2r

) −−−→
η→0

. R (−k + iη) = i
8π2r e

−ikr דומה, בצורה . i
8π2r e

ikr

הפיזור המפליטודת , k′ בכיוון ומוחזר (k +ψ(בכיוון פוגע גל עבור •
f
(
k′,k

)
= − 1

4π (2π)3 2m
~2

〈
k′|V |ψ+

〉
היא

תשתנה לא הפוגעת הגל פונקציית חלש, מפזר עבור בורן: קירוב •
לכן, . 〈x′|ψ+〉 → 〈x′|k〉 = eik·x

′

(2π)3/2 לכתוב וניתן הרבה,

f
(
k,k′

)
= − 1

4π
2m
~2

∫
d3x′ ei(k−k′)·x′V (x′)

dσ
dΩ

=
∣∣∣∣ m

2π~2

∫
e−iq·rV (r′) d3r′

∣∣∣∣2
התנע. מעבר , ~q = pf − pi , q = k′ − k כאשר ,

, V (r) = V (r) בהם מקרים עבור •

fk (θ, ϕ) = − m

2π~2

∫
e−iqr

′ cos θV (r′) d (cos θ) dφ′r′2dr′

= −2m
~2

∫
sin (qr′)

q
V (r′) r′dr′ = fk (θ)

כלומר, . 〈x|ψ+〉 ≈ 〈x|k〉 כאשר תקף בורן קירוב •

〈
x|ψ+

〉
=
〈
x|k′〉− 2m2

~2

∫
d3x′

e−|x−x′|
4π |x− x′|V (x′)

〈
x|ψ+

〉
ונדרוש: קצת.... נקרב , x = 0 כאשר האינטגרל את נבדוק .∣∣∣∣∣2m~

∫
d3x′

eikr
′

4πr′
V (x′) eik·x

∣∣∣∣∣� 1

ספרי־סימטרי, פוטנציאל עבור יותר חלשה בדרישה או .
. 4π

∣∣ 2m
~2

∫
dr′ r′V (r′)

∣∣� 1

.V |ψ+〉 = T |φ〉 : T אופרטור נגדיר גבוהים: סדרים •
f
(
k′,k

)
= .T = V + V 1

E−H0+iεT הזהות, את נקבל

איטרטיבית בצורה פותרים T את כאשר ,− 1
4π (2π)3 2m

~
〈
k′|T |k〉

T = V + גבוהים, לסדרים ושוב, שוב שלו הצבה ידי על
V 1
E−H0+iεV + . . .

זהים חלקיקים 11

|b〉 ⊗ |a〉 לבין |ψ〉 = |a〉 ⊗ |b〉 בין להפריד ניתן לא החלפה: ניוון •
שלהם. לינארי צירוף כל או

P−1
12 = P21 = P12 . P12 |a〉 |b〉 = |b〉 |a〉 תמורות: אופרטור •

. P 2
12 = ו־1
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,A2 = P12A1P
−1
12 אז , |a′〉 על פועל A1 אם ,|a′〉 |a′′〉 מצב עבור •

.|a′′〉 על שפועל

חלקיקים 2 למקם ניתן לא אנטיסימטרית, היא הגל פונקציית אם •
קוונטי מצב באותו זהים

ψn1n2n3 (x1, x2, x3) = סלייטר: של הדטרמיננטה •√
1
3! (ψn1 (x1)ψn2 (x2)ψn3 (x3)− ψn1 (x1)ψn3 (x2)ψn2 (x3) + . . .) =√

1
3!

∣∣∣∣∣∣
ψn1 (x3) ψn2 (x3) ψn3 (x3)
ψn1 (x2) ψn2 (x2) ψn3 (x2)
ψn1 (x3) ψn2 (x3) ψn3 (x3)

∣∣∣∣∣∣
ו״ע שלושה עם טריפלט, ע״ע: שני יש אלקטורנים שני של למערכת •
הסינגלט סימטרי, הוא הטריפלט אחד. ו״ע עם וסינגלט, ,0 של ו־ע״ע

אנטיסימטרי. הוא

סמי־קלאסי קירוב 12

שעל נצפה המקום, של כפונקציה לאט משתנה הפוטנציאל כאשר •
הפתרון , V (x) של האופייני לגודל ביחס קטנים מרחקים פני
אם רק היטב מוגדר .λ (x) = 2π~√

2m(E−V (x))
הדבר, אותו יראה

.
∣∣ δλ
λ

∣∣� 1

ממשי. בהכרח לא φ כאשר ψ = eiφ(x)/~ נציב שרדינגר, במשוואת •
לבסוף, .~2 מסדר איברים ונשמיט ,~ ב־ לטור המקדם את ונפתח

.ψ (x) = ψ (x0)
√

p(x0)
p(x) e

±i~ R x
x0
p(x′)dx′

. 1
2π

∣∣dλ
dx

∣∣� 1 כאשר תקף הקירוב •

Edited by Ronen Abravanel. Newer version in www.technion.ac.il/~ronen. For correc-
tions: ronen@tx.technion.ac.il. September 2009
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208 31. Clebsch-Gordan coefficients

31. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,

AND d FUNCTIONS

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for −8/15 read −√8/15.

Y 0
1 =

√
3
4π

cos θ

Y 1
1 = −

√
3
8π

sin θ eiφ

Y 0
2 =

√
5
4π

(3
2

cos2 θ − 1
2

)
Y 1

2 = −
√

15
8π

sin θ cos θ eiφ

Y 2
2 =

1
4

√
15
2π

sin2 θ e2iφ

Y −m` = (−1)mYm∗` 〈j1j2m1m2|j1j2JM〉
= (−1)J−j1−j2〈j2j1m2m1|j2j1JM〉d `m,0 =

√
4π

2`+ 1
Ym` e−imφ

d
j
m′,m = (−1)m−m′d j

m,m′ = d
j
−m,−m′ d 1

0,0 = cos θ d
1/2
1/2,1/2

= cos
θ

2

d
1/2
1/2,−1/2

= − sin
θ

2

d 1
1,1 =

1 + cos θ
2

d 1
1,0 = − sin θ√

2

d 1
1,−1 =

1− cos θ
2

d
3/2
3/2,3/2

=
1 + cos θ

2
cos

θ

2

d
3/2
3/2,1/2

= −√3
1 + cos θ

2
sin

θ

2

d
3/2
3/2,−1/2

=
√

3
1− cos θ

2
cos

θ

2

d
3/2
3/2,−3/2

= −1− cos θ
2

sin
θ

2

d
3/2
1/2,1/2

=
3 cos θ − 1

2
cos

θ

2

d
3/2
1/2,−1/2

= −3 cos θ + 1
2

sin
θ

2

d 2
2,2 =

(1 + cos θ
2

)2

d 2
2,1 = −1 + cos θ

2
sin θ

d 2
2,0 =

√
6

4
sin2 θ

d 2
2,−1 = −1− cos θ

2
sin θ

d 2
2,−2 =

(1− cos θ
2

)2

d 2
1,1 =

1 + cos θ
2

(2 cos θ − 1)

d 2
1,0 = −

√
3
2

sin θ cos θ

d 2
1,−1 =

1− cos θ
2

(2 cos θ + 1) d 2
0,0 =

(3
2

cos2 θ − 1
2

)

+1

5/2
5/2
3/2

3/2
+3/2

1/5
4/5

4/5
−1/5

5/2

5/2
−1/2
3/5
2/5

−1
−2

3/2
−1/2
2/5 5/2 3/2

−3/2−3/2
4/5
1/5 −4/5

1/5

−1/2−2 1

−5/2
5/2

−3/5
−1/2
+1/2

+1 −1/2 2/5 3/5
−2/5
−1/2

2
+2

+3/2
+3/2

5/2
+5/2 5/2

5/2 3/2 1/2

1/2
−1/3

−1

+1
0

1/6

+1/2

+1/2
−1/2
−3/2

+1/2
2/5

1/15
−8/15

+1/2
1/10

3/10
3/5 5/2 3/2 1/2

−1/2
1/6

−1/3 5/2

5/2
−5/2

1

3/2
−3/2

−3/5
2/5

−3/2

−3/2

3/5
2/5

1/2

−1

−1

0

−1/2
8/15

−1/15
−2/5

−1/2
−3/2

−1/2
3/10
3/5

1/10

+3/2

+3/2
+1/2
−1/2

+3/2
+1/2

+2 +1
+2
+1

0
+1

2/5
3/5

3/2

3/5
−2/5

−1

+1
0

+3/21+1
+3

+1

1

0

3

1/3

+2

2/3

2

3/2
3/2

1/3
2/3

+1/2

0
−1

1/2
+1/2
2/3

−1/3

−1/2
+1/2

1

+1 1

0

1/2
1/2

−1/2

0

0

1/2

−1/2

1

1

−1−1/2

1

1

−1/2
+1/2

+1/2 +1/2
+1/2
−1/2

−1/2
+1/2 −1/2

−1

3/2

2/3 3/2
−3/2

1

1/3

−1/2

−1/2

1/2

1/3
−2/3

+1 +1/2
+1
0

+3/2

2/3 3

3

3

3

3

1−1−2
−3

2/3
1/3

−2
2

1/3
−2/3

−2

0
−1
−2

−1
0

+1

−1

6/15
8/15
1/15

2
−1

−1
−2

−1
0

1/2
−1/6
−1/3

1
−1

1/10
−3/10

3/5

0
2
0

1
0

3/10
−2/5
3/10

0
1/2

−1/2

1/5

1/5
3/5

+1

+1

−1
0 0

−1

+1

1/15
8/15
6/15

2

+2 2
+1

1/2
1/2

1

1/2 2
0

1/6

1/6
2/3

1

1/2

−1/2

0

0 2

2
−2
1−1−1

1
−1
1/2

−1/2

−1
1/2
1/2

0
0

0
−1

1/3

1/3
−1/3

−1/2

+1

−1

−1
0

+1
00

+1−1

2

1

0
0 +1

+1+1

+1
1/3
1/6

−1/2

1
+1
3/5

−3/10
1/10

−1/3
−1
0+1

0

+2

+1

+2

3

+3/2

+1/2 +1
1/4 2

2

−1
1

2

−2
1

−1
1/4

−1/2

1/2

1/2

−1/2 −1/2
+1/2−3/2

−3/2

1/2

1
003/4

+1/2
−1/2 −1/2

2
+1
3/4

3/4

−3/41/4

−1/2
+1/2

−1/4

1

+1/2
−1/2
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1
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3/5

0
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+1/20
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3/2
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+5/2

+2 −1/2
1/2+2

+1 +1/2

1

2×1/2

3/2×1/2

3/2×12×1

1×1/2

1/2×1/2

1×1

Notation:
J J

M M
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. . .

.

.

.

.

.

.

m1 m2

m1 m2 Coefficients
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Figure 31.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.
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