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המידה תורת 1

המידה תורת 1

לבג מידת 1.1

מוטיבציה 1.1.1

מוגדר [a, b) ,(a, b] ,(a, b) ,[a, b] íקטעי עבור ,RÎב למשל, קבוצות. של גודל "למדוד" íרוצי 3.11.2008

mשמוגדרת : P (R) → R+∪{∞} פונקציה אידיאלית, ,íרוצי היינו ;l([a, b]) = b−a :êאור
Îש êכ R של תתÎקבוצה כל על

;m(I) = l(I) ,I קטע עבור :íקטעי êאור íע תתלכד היא א.

)m(Îσאדיטיביות);
⋃∞

n=1 An) =
∑∞

n=1 m(An) אזי ,RÎב זרות קבוצות {An}n∈N íא ב.

הזזה). תחת (אינווריאנטיות m(E) = m(E + x) ,x ∈ R ולכל E ⊆ R לכל ג.

,m([0, 1)) = 1 íא .íקטעי על ומוגדרת וÎ(ג) (ב) íהתנאי את שמקיימת פונקציה mÎש נניח
.m(I) = l(I) ,I קטע לכל אזי

.R של התתÎקבוצות כל על ומוגדרת וÎ(ג) (ב) (א), תכונות המקיימת m פונקציה ïאי :1 טענה

השקילות יחס את íנצמצ .x − y ∈ Q í"íא x ∼ y :R על ∼ שקילות יחס נגדיר הוכחה.

– הבחירה מאקסיומת (קיימת, השקילות מחלקות של íנציגי קבוצת E ⊆ I תהא .I = [0, 1)Îל
נגדיר ,q ∈ Q ∩ [0, 1) כל עבור .(ïצור של מהלמה שקול, ïבאופ או,

Aq = {x + q | x ∈ E, x + q < 1} ∪ {x + q − 1 | x ∈ E, x + q ≥ 1}

.m(Aq) = m(E) כי נובע וÎ(ג) (ב) מתכונות כי לב íנשי

.[0, 1) =
∐

q∈Q Aq :1.1 למה

y = x0+q̃ אז ,y ∈ Aq∩Ar íא כי ,q 6= r ∈ Q∩[0, 1)ÎלAq∩Ar = ∅íמתקיי הוכחה.

,x1 − x0 ∈ Q אז .x0, x1 ∈ E כאשר ,r̃ ∈ {r, r− 1}Îל y = x1 + r̃Îו q̃ ∈ {q, q− 1}Îל
.íשקולי íאיברי שני ïאי EÎשב êלכ בסתירה ,x1 6= x0 íג ,r̃ 6= q̃Îש והיות

s = x − x0 ∈ QÎש êכ x0 ∈ E íקיי כי ,x ∈ AqÎש êכ q íקיי x ∈ [0, 1) לכל
.x ∈ A1+s או x ∈ As ואז ,−1 < s < 1Îל

וסתירה. ,1 = m([0, 1)) =
∑

q∈Q m(Aq) =
∑

q∈Q m(E) ïלכ

d ≥ 1 ,Rd על לבג מידת בניית 1.1.2

B (ב) ;∅, X ∈ B (א) íא Îσאלגברה ייקרא X של תתÎקבוצות óאוס B מרחב. X יהי Îσאלגברההגדרה.

.íמשלי תחת סגור B (ג) בניÎמניה; íאיחודי תחת סגור

ומקיימת R של התתÎקבוצות כל על המוגדרת µ∗ פונקציה היא R על חיצונית מידה חיצוניתהגדרה. מידה

;µ∗(∅) = 0 א.

;µ∗(E1) ≤ µ∗(E2)⇐= E1 ⊆ E2 מונוטוניות: ב.
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לבג מידת המידה1.1 תורת 1

.µ∗(
⋃∞

n=1 En) ≤
∑∞

n=1 µ∗(En) בתÎמניה: תתÎאדיטיביות ג.

íקטעי סדרת {Ij}∞j=1 כאשר m∗(E) = inf
∑∞

j=1 l(Ij) ∈ [0,∞] נגדיר ,E ⊆ R עבור
.E ⊆

⋃∞
j=1 IjÎש êכ íפתוחי

.m∗(I) = l(I) ,I קטע כל עבור :2 טענה

.I = [a, b] ראשית נניח הוכחה.

.m∗([a, b]) ≤ l([a, b]) ïומכא ,[a, b] ⊆ (a− ε, b + ε) ,ε > 0 לכל
סופי, תתÎכיסוי לו יש אזי .[a, b] ⊆

⋃∞
j=1 Ij נניח .êההפו ïהשוויוÎאי את להראות êצרי

íקיי אזי b ≥ b0 íא .a ∈ Ij0 = (a0, b0) ,1 ≤ j0 ≤ N איזשהו íקיי .[a, b] ⊆
∑N

j=1 Ij

נקבל íצעדי של סופי מספר ולאחר זה, ïבאופ êנמשי .b ∈ Ij1 = (a1, b1)Îש êכ 1 ≤ j1 ≤ N

אז 1.b ∈ Ik = (ak, bk)
k∑

l=0

l(Ijl
) =

k∑
l=0

(bl − al) ≥ b0 − a0 +
k∑

l=1

(bl − bl−1) = bk − a0 ≥ b− a

ïולכ [a + ε, b− ε] ⊆ (a, b) ,0 < ε לכל כי ברור, ,íפתוחי íקטעי עבור

l(a, b)− 2ε = m∗([a + ε, b− ε]) ≤ m∗(a, b)

דומה. ïבאופ מתקבל הדרוש ,(a, b]Îו [a, b) מהצורה íקטעי עבור

.m∗(E) ≤ m∗(F ) אזי ,E ⊆ F íושא להזזות אינרוואינטי m∗Îש ברור

.m∗(
⋃∞

n=1 An) ≤
∑∞

n=1 m∗(An)íמתקיי ,RÎבAn קבוצות בתÎמניהשל למשפחה :3 טענה

נמצא n לכל .ε > 0 נקבע אחרת, ברורה. הטענה ,m∗(An) = ∞ íמסוי n עבור íא הוכחה.

.m∗(An) ≥
∑∞

j=1 l(In,j) − ε
2n Îש êכ ,An ⊆

⋃∞
j=1 In,j ,{In,j}∞j=1 בÎïמניה פתוח כיסוי

אז

m∗(
⋃

An) ≤
∑

n

∑
j

l(In,j) ≤
∑

n

(m∗(A− n) +
ε

2n
) =

∑
n

m∗(An) + ε

.m∗(
⋃

An) ≤
∑

n m∗(An) נובע שרירותי, εÎש והיות

.m∗(A) = 0 אזי בתÎמניה, A íא :4 מסקנה

.íשלה בשפה רק íנחתכי íהמלבני íא זר כמעט הוא íמלבני óאוס כי נאמר :d = 2 עבור
(תרגיל). íשטחיה íסכו הוא ïהמלב שטח ,íמלבני של זר כמעט סופי óבאוס ïמלב íמכסי íא

E של כיסוי {Qj}∞j=1 כאשר m∗(E) = inf
∑∞

j=1 |Qj | חיצונית מידה נגדיר כללי, dÎל
.(Qj נפח – |Qj |) פתוחות תיבות עלÎידי

.m∗(E) = infE⊆O open m∗(O) ,E קבוצה לכל :5 טענה

.a > a0 < a1 < b0 < a2 < b1 < a3 < b2 < a4 < . . . < bk−1 < bk > b סדרה 1נקבל
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המידה תורת לבג1 מידת 1.1

עלÎידי íמגדירי íא שנתנו; (בהגדרה פתוחה E ⊆ O לכל m∗(E) ≤ m∗(O)Îש ברור הוכחה.

לעבוד). êצרי סגורות, קוביות

.m(E) = m(E1) + m(E2) אזי 2.0 < d(E1, E2) ,E = E1 ∪ E2 כי נניח :6 טענה

E1 ∪ E2 ⊆
⋃

j∈I Qj ,δ < d(E1, E2)Îמ ïקט ïשקוטר בקוביות E1 ∪ E2 את נכסה הוכחה.

,I1 ∩ I2 = ∅ ,I1 ∪ I2 = I ניקח .m∗(E1 ∪ E2) ≥
∑

j∈I |Qj | − ε אז בÎïמניה). I )
ε+m∗(E1∪E2) ≥

∑
in∈I1

|Qi|+
∑

i∈I2
|Qi| ≥ E2ונקבל ⊆

⋃
i∈I2

Qi ,E1 ⊆
⋃

i∈I1
Qi

.íמתקיי תמיד השני ïהכיוו .m∗(E1∪E2) ≥ m∗(E1)+m∗(E2) ,ïמכא .m∗(E1)+m∗(E2)

E ⊆Îש êכ O פתוחה קבוצה קיימת ε > 0 לכל íא לבג מדידה תיקרא E ⊆ Rd קבוצה הגדרה.

.m∗(O \ E) < ε ,O

כל את המכילה Îσאלגברה הוא L כי נראה לבג. המדידות הקבוצות óאוס את LÎב ïנסמ 5.11.2008

.RdÎב הפתוחות הקבוצות

.LÎל שייכת O ⊆ Rd פתוחה קבוצה כל :7 טענה

.E ∈ L אזי m∗(E) = 0Îש êכ E ⊆ Rd íא :8 טענה

מדיד. הוא מדידות קבוצות של מניה ïב איחוד :9 טענה

êכ En ⊆ On פתוחה קבוצה קיימת n ∈ N לכל ,ε > 0 ïבהינת .En ∈ L ,n ∈ N לכל הוכחה.

,O \ E ⊆
⋃

(On \ En)Îו E =
⋃

n∈N En ⊆ O =
⋃

n∈N On ïלכ .m∗(On \ En) < ε
2n Îש

.m∗(O \ E) ≤ m∗(
⋃

(On \ En)) ≤
∑

m∗(On \ En) < ε ïולכ

מדידה. היא סגורה קבוצה :10 טענה

,Fn = F ∩Bn נגדיר סגורה, Fקבוצה íא אז כי חסומות, קבוצות עבור זאת להראות די הוכחה.

מדידה. F =
⋃∞

n=1 Fn íג ïולכ מדידות ïה ïלכ וחסומות, סגורות Fn ;Bn = B(0, n)

B \F .F את המכילה וחסומה פתוחה Bקבוצה תהא וחסומה. סגורה קבוצה F ⊆ Rd תהא
íמתקיי אז זרות. כמעט סגורות קוביות של

⋃∞
j=1 Qj מניה ïב כאיחוד אותה להציג ïנית פתוחה;

.ε >
∑∞

j=N+1 |Qj |Îש êכ N íקיי ,ε > 0 ïובהינת ,m∗(B \ F ) =
∑∞

j=1 |Qj |
,m∗((B\L)\F ) < ε אז B\Lפתוחה. Fכאשר ⊆ B\LÎו סגורה Lקבוצה =

⋃N
i=1 Qi

.
⋃

i Qi = B\F Îל Fאו Îל בBÎשייכת נקודה כל :B\(L\F ) = (B\L)\F ⊆
⋃∞

i=N+1 Qi כי
נובע x 6∈ L =

⋃N
i=1 QiÎש והיות ,x ∈ B \ F =

⋃
i Qi אזי ,x ∈ B \ (L ∪ F ) íא

.m∗(
⋃∞

N+1 Qi) ≤
∑∞

N+1 |Qi| < ε כעת, .x ∈
⋃∞

i=N+1 Qi

מדיד. הוא מדידה קבוצה íמשלי :11 טענה

.d(E1, E2) = inf{d(x, y) | x ∈ E1, y ∈ E2}2
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מידה מרחבי המידה1.2 תורת 1

S = מדידה, OC
n .m∗(On \E) < 1

n ,E ⊆ On פתוחה קיימת n לכל מדידה. E תהא הוכחה.

,EC \S ⊆ EC \OC
n = On \E ,n לכל .EC = S∪ (EC \S) אז מדידה.

⋃∞
n=1 OC

n ⊆ EC

ïלכ מדידה. EC \ S ïולכ m∗(EC \ S) = 0 אז .m∗(EC \ S) ≤ m∗(On \ E) ≤ 1
n êולפיכ

מדידה. EC

מדיד. הוא מדידות של מניה ïב êחיתו :12 מסקנה

.m(E) = m∗(E) כעת ïנסמ ,E ∈ L עבור

.m(
⋃∞

i=1 Ei) =
∑∞

i m(Ei) אזי זרות, מדידות קבוצות Ei íא :13 משפט

êכ ,Fi ⊆ Ei סגורה, Fi תהא ,Ei לכל כלשהו. ε > 0 נקבע חסומות. Ei כי ראשית נניח הוכחה.

d(L1, L2) > 0Îש êכ L2(חסומות) ,L1 סגורות קבוצות זוג לכל כי הראינו .m(Ei \Fi) < ε
2i Îש

קבוצות של F1, . . . , FN סופי óאוס כל עבור אז ;m(L1 ∪ L2) = m(L1) + m(L2) íמתקיי
.E =

⋃∞
i=1 Ei ïנסמ .m(

⋃N
i=1 Fi) =

∑N
i=1 m(Fi) זרות, קומפקטיות

.m(E) ≥ m(
⋃N

i=1 Fi) =
∑N

1 m(Fi) ≥
∑N

i=1 m(Ei) − ε אז ,
⋃N

i=1 Fi ⊆ E

שרירותית, נבחר ε > 0Îש והיות ,m(E) ≥
∑∞

i=1 m(Ei) − ε íמקבלי ,∞Îל óשוא N כאשר
.m(E) =

∑∞
i=1 m(Ei) ïולכ ,m(E) ≤

∑∞
i=1 m(Ei) תמיד .m(E) ≥

∑∞
i=1 m(Ei)

,Bn = B(0, n) ,B0 = ∅ נגדיר חסומות, דווקא לאו Ei ∈ L קבוצות של הכללי במקרה
.E =

⋃
Ei =

⋃∞
i=1

⋃∞
n=1 Ei,n ,Ei =

⋃∞
n=1 Ei,n אז .Ei,n = Ei∩Rn ,Rn = Bn\Bn−1

כאשר m(E) =
∑∞

i=1

∑∞
n=1 m(Ei,n) ïלכ ומדידות, חסומות זרות, {Ei,n}i,n∈N הקבוצות

.m(Ei) =
∑∞

i=1 m(Ei,n)

מידה מרחבי 1.2

Mייקראו איברי .X של תתÎקבוצות Mשל Îσאלגברה íע X קבוצה הוא מדיד מרחב 10.11.2008הגדרה.

מדידות. קבוצות

êכ (מידה) µ : M → [0,∞] Mופונקציה Îσאלגברה íע X מדיד מרחב הוא מידה מרחב מידה מרחב

.µ(
⋃∞

i=1 En) =
∑∞

n=1 µ(En) זרות, E1, E2, . . . ∈M עבור כלומר Îσאדיטיבית, µÎש

התתÎקבוצות כל על מוגדרת µ∗ : P (X) → [0,∞] חיצונית מידה íע X מרחב ïנתו íא קרתאודורי ïאיפיו

íמתקיי A ⊆ X כל שעבור êכ E ⊆ X הקבוצות óאוס אזי תתÎאדיטיביות), (ומקיימת X של
מידה. משרה µ∗ ועליה Îσאלגברה, מהווה µ∗(A) = µ∗(E ∩A) + µ∗(EC ∩A)

íוקיי מדידה, E =
⋃

n≥1 En íג אזי מדידות, קבוצות E1 ⊆ E2 ⊆ . . . íא (א) :14 משפט
.µ(E) = limn→∞ µ(En)

íג אזי מדידה, En כל כאשר E =
⋂∞

n=1 En ,E1 ⊇ E2 ⊇ . . . כלומר ,En ↘ E íא (ב)
3.µ(E) = limn→∞ µ(En) אזי µ(Ei) < ∞ íוא מדידה, E

אז ;En = (n,∞) וניקח m לבג מידת íע RÎב ïנתבונ למשל, חיוני: µ(Ei) < ∞ כלשהי Ei שעבור 3התנאי

.m(∅) = 0Îו E =
T

En = ∅ êא ,n לכל µ(En) = ∞

8



המידה תורת מדידות1 פונקציות 1.3

זרות; מדידות Fn .Fn = En \ En−1 = En ∩ EC
n−1 ,n ≥ 2Îול ,F1 = E1 (א) הוכחה.

.µ(
⋃∞

n=1 Fn) =
∑∞

n=1 µ(Fn) = limN→∞
∑N

n=1 µ(Fn) = limN→∞ µ(EN )

.Ẽn = E1 \ En הקבוצות עבור מÎ(א) נובע (ב)

מדידות פונקציות 1.3

הוא פתוחה קבוצה כל של המקור íא מדידה תיקרא f : X → R פונקציה מידה. מרחב X יהי
יותר: כללי ïבאופ (תרגיל). מדידה f−1((a,∞)) ,(a,∞) כל עבור כי לבדוק די מדיד.

óאוס עלÎידי הנוצרת הÎσÎאלגברה היא Y על בורל Îσאלגברת טופולוגי. מרחב Y יהי בורלהגדרה. Îσאלגברת

הפתוחות התתÎקבוצות את המכילה ביותר הקטנה הÎσÎאלגברה כלומר ,Y של הפתוחות הקבוצות
.Y Îב

הקבוצות Îσאלגברת את LÎוב Rd של בורל Îσאלגברת את BÎב ïנסמ ,Y = Rd עבור הערה.

ïשוויוÎואי מדידה, היא פתוחה קבוצה שכל êמכ נובעת ההכלה :B ( L אז שהגדרנו. המדידותÎלבג
כל êולפיכ |C| = 2ℵ0 ,m(C) = 0 מקיימת C קנטור קבטמצ כי ,|L| = 22ℵ0 עצמה: משיקולי
{Un} .R על לטופולוגיה Un מניה ïב בסיס נבחר :|B| = 2ℵ0 זאת, íע מדידה; שלה תתÎקבוצה

איבריה. של בניÎמניה íאיחודי (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0×ℵ0 = 2ℵ0 ויש כÎσÎאלגברה, B את יוצרת

íא מדידה תיקרא טופולוגי מרחב Y מדיד, מרחב X כאשר f : X → Y פונקציה מדידההגדרה. פונקציה

בורל. מדידת U ⊆ Y לכל – שקול ïבאופ – או פתוחה, U ⊆ Y לכל מדידה f−1(U) íמתקיי

מדידה. בהכרח אינה f : R → R מדידות פונקציות הרכבת

לבג אינטגרל 1.4

.a > 0Îל a · ∞ = ∞ ,0 · ∞ = 0Îו a +∞ = ∞ ,a ≥ 0 לכל :[0,∞]Îב ïבחשבו נשתמש

s =
∑n

i=1 αiχEi סופי: שלה הטווח íא פשוטה תיקרא s : X → [0,∞] פונקציה פשוטההגדרה. פונקציה

4.Ei ⊆ X כאשר

µÎל ביחס s של לבג אינטגרל אזי מדידה. פשוטה פונקציה s : X → [0,∞] תהא לבגהגדרה. אינטגרל

,s של íהשוני íהערכי αi כאשר
∫

E
sdµ =

∑n
i=1 αiµ(E ∩ Ai) הוא E מדידה קבוצה על

5.s =
∑n

i=1 αiχAi
,Ai = s−1({αi})∫

E
fdµ = sup0≤s≤f

∫
E

sdµ נגדיר ,E מדידה וקבוצה מדידה f : X → [0,∞] עבור
.E על µÎל ביחס f של לבג אינטגרל מדידות) פשוטות פונקציות עלÎפני sup)

,g(x) = sup fn(x) הפונקציות אזי מדידות. (n ∈ N) fn : X → [−∞,∞] נניח :15 טענה

.ïה óא מדידות h(x) = lim supn→∞ fn(x)

.E של המציינת הפונקציה היא χE(X)4

.ïכמוב מדידות, AiÎש êלכ שקולה s 5מדידות
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לבג אינטגרל המידה1.4 תורת 1

fn(x) > αÎש êכ n íקיי í"íא g(x) > α כי ,g−1((α,∞]) =
⋃∞

n=1 f−1
n ((α,∞]) הוכחה.

מדידה. lim sup fn = infn≥1 supk≥n fk íג ïלכ ,inf עבור כנ"ל .x ∈
⋃

f−1
n ((α,∞]) í"íא

מדידות. f− = −min{f, 0} ,f+ = max{f, 0} :16 מסקנה

מדידה. |f | = f+ + f− :17 טענה

מדידות, וקבוצות פונקציות עבור תכונות:

.
∫

E
fdµ ≤

∫
E

gdµ אז .0 ≤ f ≤ g א.

.
∫

A
fdµ ≤

∫
B

fdµ אז .0 ≤ f ,A ⊆ B ב.

.
∫

A
cfdµ = c

∫
A

fdµ אז קבוע. c ,f ≥ 0 ג.

.
∫

E
fdµ = 0 אז .x ∈ E כל עבור f(x) = 0 ד.

.
∫

E
fdµ = 0 אז .f ≥ 0 ,µ(E) = 0 ה.

.
∫

E
fdµ =

∫
X

fχEdµ אז .f ≥ 0 ו.

ϕ אזי .ϕ(E) =
∫

E
sdµ מדידה E לכל נגדיר אזי פשוטות. מדידות 0 ≤ s, t תהיינה :18 טענה

.
∫

X
(s + t)dµ =

∫
X

sdµ +
∫

X
tdµÎו מידה,

אזי .s =
∑k

i=1 αiχAi
íנרשו מדידות. של זר איחוד E =

∐
n≥1 En נניח הוכחה.

ϕ(E) =
∫ k

i=1
αiµ(Ai ∩ E)

=
∑k

i=1 αi

∑∞
n=1 µ(Ai ∩ En)

=
∑∞

n=1

∑k
i=1 αiµ(Ai ∩ En)

=
∫∞

n=1

∫
En

sdµ =
∑∞

n=1 ϕ(En)

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ מדידות, פונקציות fn ≥ 0 יהיו לבג): של המונוטונית (ההתכנסות 19 משפט

.
∫

X
fdµ = limn→∞

∫
X

fndµ אזי .f = limn→∞ fn ïנסמ .. . .

.α = lim αn ∈ [0,∞] גבול íקיי ïלכ ,α1 ≤ α2 ≤ . . . .αn =
∫

X
fndµ ïנסמ הוכחה.

0 < c < 1 נקבע .
∫

fdµ ≤ α להראות êצרי .α ≤
∫

fdµ ïלכ ,fn ≤ f כי αn ≤
∫

fdµ

.En = {x ∈ X : fn(x) ≥ cs(x)} נגדיר מדידה. פשוטה פונקציה 0 ≤ s ≤ f ותהי כלשהו
ïולכ En ↗ X ,

⋃
En = X ,En ⊆ En+1 מדידה, EnÎו שקבענו, s בפונקציה תלוי En

כעת, .
∫

En
sdµ →

∫
X

sdµ

αn =
∫

X

fndµ ≥
∫

En

fndµ ≥
∫

En

csdµ = c

∫
En

sdµ
n→∞−→ c

∫
X

sdµ

.α ≥ c
∫

fdµ קיבלנו ,ïכ íא .α ≥ c sup0≤s≤f

∫
X

sdµ = c
∫

fdµ ïולכ α ≥ c
∫

X
sdµ ïלכ

.α ≥
∫

fdµ שרירותי, 0 < c < 1Îש היות

.
∫

fdµ =
∑∞

n=1

∫
fndµ אזי .f(x) =

∫∞
n=1

fn(x) מדידות, fn : X → [0,∞] :20 משפט
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המידה תורת 1Lp מרחבי 1.5

פונקציות סדרת קיימת אזי מדידה. פונקציה g : X → [0,∞] תהי :1.20 למה הוכחה.

.∀x sn(x) → g(x) ,s1 ≤ s2 ≤ . . .Îש êכ sn : X → [0,∞] פשוטות

ניקח הוכחה.

sn(x) =

 i
2n

i
2n ≤ g(x) < i+1

2n

n n ≤ g(x)
במ"ש.) ההתכנסות חסומה, g íא)

si = s′i + s′′i אז .f2Îל המתכנסת כזו סדרה s′′i ותהא f1Îל המתכנסת כזו סדרה s′i תהא
לבג, של המונוטונית ההתכנסות ממשפט אז .si → f1 + f2 ,s1 ≤ s2 ≤ . . . מדידות, פשוטות
óאג .

∫ ∑n
i=1 fidµ =

∫ n

i=1

∫
fidµ ובאינדוקציה, 6,

∫
X

(f1 +f2)dµ =
∫

X
f1dµ+

∫
X

f2dµ

הדרוש. מתקבל ïולכ לבג, של המונוטונית ההתכנסות ממשפט
∫ ∑∞

i=1 fidµÎל óשוא שמאל

.
∫

(lim inf fn)dµ ≤ lim inf
∫

fndµ אז מדידות. fn : X → תהיינה[∞,0] (פאטו): 21 למה 12.11.2008

כי לב íנשי .lim infn→∞ fn(x) = limk→∞ gk(x) אז .gk = infi≥k fi(x) נגדיר הוכחה.

ונקבל
∫

gkdµ ≤
∫

fkdµ אז .gk(x) ≤ fk(x) ïוכ gk(x) ≤ gk+1(x)

.
∫

lim infn→∞ fndµ =
∫

limk→∞ gkdµ = limk→∞
∫

gkdµ ≤ lim infk→∞
∫

fkdµ

תרגיל.) – ממש ïשוויוÎאי ïייתכ)

אז .E מדידה קבוצה לכל ϕ(E) =
∫

E
fdµ נגדיר מדידה. f : X → [0,∞] תהי :22 משפט

אזי µ(E) = 0 íא) .g מדידה פונקציה לכל
∫

X
gdϕ =

∫
X

gfdµ íקיי (*)Îו ,M על מידה ϕ

(.ϕ(E) = 0

,
⋃∞

i=1 Ei = E זרות, קבוצות Ei ∈ M יהיו .ϕ של Îσאדיטיביות להראות êצרי הוכחה.

ממשפט .ϕ(Ei) =
∫

X
χEi

fdµÎוϕ(E) =
∫

X
χEfdµ =

∫
E

fdµ אז .χEf =
∑∞

i=1 χEi
f

.ϕ(E) =
∫

χEfdµ =
∑∞

i=1

∫
χEi

fdµ =
∑∞

i=1 ϕ(Ei) ,20
ϕ(A) =

∫
χAdϕ =

∫
χAfdµ =

∫
A

fdµ ïשכ ,g = χA עבור íמתקיי (*) כי לב íנשי
סדרה ניקח כלשהי, מדידה g עבור ïלכ מדידות. פשוטות לפונקציות íמתקיי (*) ïלכ .(ϕ (הגדרת
בשני לבג של המונוטונית ההתכנסות משפט את ונפעיל gn ↗ g פשוטות פונקציות של עולה

.íהאגפי

Lp מרחבי 1.5

האינטגרביליות הפונקציות מרחב הוא L1(µ) מידה. מרחב (X,M, µ) יהי סופית). (לא הגדרה

.
∫

X
|f |dµ < ∞Îש êכ f : X → C המדידות הפונקציות מרחב כלומר ,µÎל ביחס

ונגדיר מדידות, v : X → R ,u : X → R כאשר f = u + iv íנרשו ,f ∈ L1(µ) עבור
.
∫

fdµ =
∫

u+dµ−
∫

u−dµ + i(
∫

v+dµ−
∫

v−dµ)R
f1 + f2dµ = lim

R
sidµ = lim(

R
s′idµ +

R
s′′i dµ) = lim

R
s′idµ + lim

R
s′′i dµ =

R
f1dµ +6R

f2dµ
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מידות של השלמה המידה1.6 תורת 1

.u+, u−, v+, v−, u, v ∈ L1(µ) אזי כלעיל, f = u + ivÎו f ∈ L1(µ) íא :23 טענה

הטענה. ïולכ |v−|, |v+| ≤ |v| ≤ |f | ,|u−|, |u+| ≤ |u| ≤ |f | הוכחה.

.
∫

αf + βgdµ = α
∫

fdµ + β
∫

gdµ אזי .α, β ∈ C ,f, g ∈ L1(µ) יהיו :24 טענה

כל (עבור
∫

f + gdµ =
∫

fdµ +
∫

gdµÎש לבדוק שדי לב íשמי כאשר פשוט, תרגיל הוכחה.

.(
∫
−fdµ = −

∫
fdµ;

∫
ifdµ = i

∫
fdµ ;

∫
afdµ = a

∫
fdµ ,0 < a ∈ R

סדרת fn : X → C ותהא ϕ ∈ L1(µ) תהא לבג): של החסומה (ההתכנסות 25 17.11.2008משפט

f(x) = הגבול íקיי x כל לכמעט כי נניח .|fn| ≤ ϕ ,n ∈ N שלכל êכ מדידות פונקציות
lim

∫
X

fndµ = (3) ;limn→∞
∫

X
|f − fn|dµ = 0 (2) ;f ∈ L1(µ) (1) אזי .limn→∞ fn(x)

.
∫

X
fdµ

n כל ועבור ,µ(X \ S′) = 0Îו x ∈ S′ לכל מוגדרת ϕÎש êכ קבוצה S′ ∈ M תהא (1) הוכחה.
µ(LC) = 0Îש êכL תהא .|fn(x)| ≤ ϕ(x) ,x ∈ Sn ועבור µ(SC

n ) = 0Îש êכ קבוצה Sn תהא
µ(EC) = 0 כי לב íנשי .E = S′ ∩

⋂∞
n=1 Sn ∩ L תהא .fn(x) → f(x) ,x ∈ L כל ועבור

.|f | < ϕ אז .|f(x)| ≤ ϕ(x) ïוכ ,f(x)Îל ושווה íקיי fn(x) של שהגבול íמתקיי x ∈ E ועבור
אלה פונקציות ïולכ v−, v+, u−, u+ ≤ |f | ≤ ϕ אז .f = u + iv ,f ∈ L1(µ) íקיי

.L1(µ)Îב∫
2ϕdµ =

∫
lim inf(2π−|f−fn|)dµ ≤ lim inf

∫
(2π−|f−fn|)dµ =

∫
2ϕdµ+ (2)

,
∫

2ϕdµ < ∞Îש היות .lim inf(−
∫
|f − fn|dµ) =

∫
2ϕdµ − lim sup

∫
|f − fn|dµ

פונקציה של lim sup (כי lim sup
∫
|f − fn|dµ = 0 êולפיכ 0 ≤ − lim sup

∫
|f − fn|dµ

.limn→∞
∫
|f − fn|dµ = 0 ïלכ איÎשלילי). הוא איÎשלילית

.
∫

fndµ →
∫

fdµ ïולכ |
∫

fdµ−
∫

fndµ| = |
∫

(f−fn)dµ| ≤
∫
|f−fn|dµ → 0 (3)

מידות של השלמה 1.6

M∗ = {E ⊆ X : ∃A,B ∈M A ⊆ E ⊆ B, µ(B \ נגדיר מידה. מרחב (X,M, µ) יהי
ν(E) = µ(B) ∗MעלÎידי איברי על ν נגדיר íוא Îσאלגברה, ∗Mהיא כי נראה .A) = 0}
µ íע מתלכדת ובפרט היטב מוגדרת ν אזי ,µ(B \ A) = 0Îו A ⊆ E ⊆ B ,A,B ∈ M כאשר

.M∗ על מידה Mומהווה על
.X את מכילה שהיא ברור מניה; בני íולאיחודי íלמשלי שM∗Îסגורה נראה

,AC , BC ∈MÎשל נקבל אזי ,µ(B \A) = 0 ,A ⊆ E ⊆ B ,A,B ∈M ,E ∈M∗ íא
.µ(AC \BC) = 0Îו AC ⊇ EC ⊇ BC

נקבל אזי ,µ(Bn \ An) = 0Îו An ⊆ E ⊆ BnÎש êכ An, Bn ∈ M ,En ∈ M∗ íא
.µ(

⋃
Bn \

⋃
An) ≤ µ(

⋃
(Bn \An)) = 0ÎוM3

⋃
An ⊆

⋃
En ⊆

⋃
Bn ∈M

כתרגיל. מושאר השני החלק
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המידה תורת מידות1 של השלמה 1.6

íמתקיי אזי .
∑∞

n=1

∫
|fn|dµ < ∞ ונניח פונקציות סדרת fn ∈ L1(µ) תהא :26 משפט

.
∫

fdµ =
∑∞

n=1 fndµ ,f ∈ L1(µ) ,íמקו בכל כמעט מתכנס
∑∞

n=1 fn(x) = f(x) שהטור

נגדיר .µ(SC) = 0 ,S =
⋂∞

n=1 Sn .µ(SC
n ) = 0Îו מוגדרת fn עליה קבוצה Sn תהא הוכחה.

.
∫

ϕdµ < ∞ המונוטונית, ההתכנסות ממשפט .ϕ(x) =
∑∞

n=1 |fn(x)| ∈ [0,∞] x ∈ S עבור
∞ > limN→∞

∑N
1

∫
|fn|dµ = נקבל ,ϕN ≤ ϕN+1 אז .ϕN (x) =

∑N
n=1 |fn(x)| ïנסמ

ממשפט כעת נובע המשפט .lim
∫ ∑N

1 |fn|dµ = lim
∫

ϕNdµ =
∫

lim ϕNdµ =
∫

ϕdµ

.gN =
∑N

n=1 fn עבור החסומה ההתכנסות

אז .
∫

E
fdµ = 0 ,E ∈ M עבור כי נניח מדידה. f : X → [0,∞] תהא (א) :27 משפט

.x ∈ E כל לכמעט f(x) = 0

תמיד. כמעט f = 0 אז .M∈ E לכל
∫

E
fdµ = 0Îו f ∈ L1(µ) נניח (ב)

|f(x)| =Îש êכ ,|α| = 1 ,α ∈ C íקיי אזי .|
∫

X
fdµ| =

∫
X
|f |dµÎו f ∈ L1(µ) נניח (ג)

.x ∈ X כל לכמעט αf(x)

0 =
∫

E
fdµ ≥Îש היות .An = {x ∈ E : f(x) ≥ 1

n} נגדיר ,n כל עבור (א) הוכחה.
µ(

⋃∞
n=1 An) = {x ∈ E : ïולכ µ(An) = 0 íמתקיי ,

∫
An

fdµ ≥
∫

An

1
ndµ = 1

nµ(An)

.f(x) > 0} = 0

E+ = {x : u ≥ 0} = {x : ניקח .E ∈ M לכל
∫

E
udµ = 0 אז .f = u + iv (ב)

u+(x) = 0Îו ,x ∈ E+ כל לכמעט u+(x) = 0 נקבל ,
∫

E+ u+dµ = 0Îש ïכיוו אז .u+ ≥ 0}
תמיד. כמעט f = 0 ïולכ ,v− ,v+ ,u− עבור כנ"ל תמיד. כמעט u+ = 0 ïלכ ,x ∈ EC

+ לכל
R 3

∫
|f |dµ =Îש êכ α ∈ S1 = {ζ ∈ C : |ζ| = 1} íקיי אז .|

∫
fdµ| =

∫
|f |dµ (ג)

,0 =
∫

(|f | − u)dµ ,ïכ íא .|
∫

fdµ| = α
∫

fdµ =
∫

αfdµ =
∫

udµ + i
∫

vdµ

v = 0 íג נובע ïמכא תמיד. כמעט |f | = u ïולכ |f(x)| = |αf(x)| ≥ |u(x)| ≥ u(x)Îו
תמיד. כמעט

íשמתקיי êכ מדידות קבוצות An יהיו מידה. מרחב (X,M, µ) יהי (בורלÎקנטלי): 28 למה
7.µ(lim supAn) = 0 אזי .

∑∞
n=1 µ(An) < ∞

ïולכ
∫

g(x)dµ =
∑

µ(An) < ∞ íמתקיי .g(x) =
∑∞

n=1 χAn
(x) ∈ [0,∞] הוכחה.

.x כל כמעט עבור g(x) < ∞

מדידות) (תתÎקבוצות Anמאורעות ונניח הסתברות, Xמרחב כלומר ,µ(X) = 1 נניח :29 טענה

בזוגות). איÎתלות מספיקה סופית; Ω ⊆ N לכל µ(
⋂

i∈Ω Ai) =
∏

i∈Ω µ(Ai)) íתלוייÎבלתי
.µ(lim supAn) = 1 קורות: ïמה óאינסו ,1 בהסתברות אזי .

∑∞
n=1 µ(An) = ∞ כי נניח

íקיי כלומר התרחשו, מאורעות של סופי מספר שרק חיובית הסתברות יש אזי שלא. נניח הוכחה.

המאורעות בסדרת ïנתבונ .n ≥ N + 1Îל An מאורע óא קרה לא u שבהסתברות êכ u > 0 ,N
הוא 1 ≤ i ≤ kÎל AN+i ïמבי אחד óא קרה שלא הסיכוי .AN+1, . . . , AN+k, AN+k+1, . . .

.íיÎAn óלאינסו íששייכי íיÎx כלומר ,lim sup An =
T∞

k=1

S
k≥n Ak

7
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ריס של ההצגה משפט המידה1.7 תורת 1

u ≤
k∏

i=1

(1− µ(AN+i)) ≤
k∏

i=1

e−µ(AN+i) = e−
Pk

i=1 µ(AN+i) k→∞−→ 0

בסתירה.8

ריס של ההצגה משפט 1.7

19.11.2008 .L1(µ) על לינארי פונקציונל היא f 7→
∫

X
fdµ ההעתקה

כל את מכילה הÎσÎאלגברה כי ונניח óהאוסדור מקומוית קומפקטי טופולוגי מרחב XÎש נניח
íע XÎב קומפקטי êתומ íע הרציפות הפונקציות מרחב להיות CC(X) את נגדיר בורל. קבוצות
.CC(X) ⊆ L1(µ) אזי ,K קומפקטית קבוצה לכל µ(K) < ∞Îש êכ מידה µ íא .CÎב íערכי
,f ≥ 0Îש êכ f ∈ CC(X) כל עבור כי שמתקיíי êכΛ : CC(X) → C לינארי פונקציונל קיבלנו

חיובי. פונקציונל Λ כלומר, :Λ(f) ≥ 0

Λ : CC(X) → C יהי .óהאוסדור מקומית קומפקטי טופולוגי מרחב X יהי (ריס): 30 משפט

איÎשלילית ומידה בורל Îσאלגברת את Mשמכילה Îσאלגברה קיימת אזי חיובי. לינארי פונקציונל
;∀f ∈ CC(X) Λ(f) =

∫
X

fdµ (1)Îש êכ µ יחידה
קומפקטית; K לכל µ(K) < ∞ (2)

;µ(E) = inf{µ(V ) : open V ⊇ E} ,E ∈M לכל (3)
µ(E) = íמתקיי µ(E) < ∞Îו E ∈ M או פתוחה E íשא êכ E קבוצה כל עבור (4)

;sup{µ(K) : compact K ⊆ E}
.(µ(A) = 0 ,ïוכמוב) A ∈M אזי µ(E) = 0Îו A ⊆ E ,E ∈M íא (5)

,f ∈ CC(X) íא K ≺ f ≺ V נכתוב .K ⊆ V קומפקטית, K פתוחה, V נניח הגדרה.
9.supp(f) ⊆ V ,f |K≡ 1 ,0 ≤ f ≤ 1

מקומית קומפקטי XÎו פתוחה V קומפקטית, K ,K ⊆ V ⊆ X לכל :(ïאוריסו) 31 למה

.K ≺ f ≺ V Îש êכ f ∈ CC(X) קיימת ,óהאוסדור

K ⊆ פתוחות, V1, . . . , Vn ⊆ X ,óהאוסדור מקומית קומפקטי X היחידה): (פיצול 32 משפט

(כלומר hi ≺ ViÎש êכ hi ∈ CC(X) פונקציות קיימות אזי .K ⊆
⋃n

1 Vi קומפקטית, X

ביחס יחידה פיצול נקראות h1, . . . , hn) .
∑n

i=1 hi(x) = 1 ,x ∈ K ולכל (supp(hi) ⊆ Vi

(.ViÎל

1 ≤ i ≤ nÎל Wx ⊆ ViÎש êכ קומפקטי סגור íע פתוחה x ∈ Wx יש x ∈ K לכל הוכחה.

קומפקטי). סגור íע Hi(פתוחה =
⋃

Wxj
⊆Vi

Wxj
ïנסמ .K ⊆

⋃
x Wx ⊆

⋃m
j=1 Wxj

,íמסוי
h2 = (1 − g1)g2 ,h1 = g1 ניקח .Hi ≺ gi ≺ Vi נקבל ïאוריסו של מהלמה .Hi ⊆ Vi

íמוכיחי ,n על באינדוקציה ;gi ≺ Vi כי hi ≺ Vi íמתקיי .hn =
∏n−1

i=1 (1 − gi)gn וכו',

.1− x ≤ e−xÎש בעובדה 8השתמשנו
.supp(f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0}9
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המידה תורת ריס1 של ההצגה משפט 1.7

,gi(x) = 1 ïולכ x ∈ HiÎש êכ i íקיי x ∈ KÎל .
∑n

i=1 hi = 1 −
∏n

i=1(1 − gi)Îש
.h(x) = 1− . . . · 0 · . . . = 1Îו

קבוצות על µ את להכיר די כי נובע (4)Îו (3) מתכונות .µ יחידות ריס). של ההצגה (משפט הוכחה 24.11.2008

קומפקטית K לכל כי ונראה מתקיימות התכונות ïעבור מידות µ2Îו µ1 כי נניח קומפקטיות.
,K ⊆ V פתוחה, V קיימת כלשהו. ε > 0 ויהי קומפקטית, K ⊆ X נקבוע .µ1(K) = µ2(K)

f ∈ CC(X) פונקציה קיימת .i = 1, 2 עבור µi(K) ≤ µi(V ) < µi(K) + εÎש êכ
µ1(K) =

∫
X

χKdµ1 ≤
∫

X
fdµ1 = Λf =

∫
X

fdµ2 ≤ אז .K ≺ f ≺ V Îש êכ
לחזור ïנית .µ1(K) ≤ µ2(K) שרירותי, ε > 0Îש היות .

∫
X

χV dµ2 = µ2(V ) ≤ µ2(K) + ε
10.ïשיוויו מתקבל ïלכ ,µ2Îו µ1 תפקידי בשינוי ïהטיעו על

,V1 ⊆ V2 íא .µ(V ) = sup{Λf : f ≺ V } נגדיר V פתוחה קבוצה לכל .MÎו µ בניית

כעת נגדיר .µ(E) = inf{µ(V ) : open V ⊇ E} אזי פתוחה E íא ïולכ ,µ(V1) ≤ µ(V2)

.µ(E) = inf{µ(V ) : open V ⊇ E}XÎב E קבוצה כל עבור
.Mf = {E ⊆ X : µ(E) = sup{µ(K) : compact K ⊆ E}, µ(E) < ∞} נגדיר

.M = {E ⊆ X : E ∩K ∈Mf for every compact K ⊆ X} ניקח
המשפט: תכונות את מקיימות וMÎשהגדרנו µÎש נראה

.µ(
⋃∞

i=1 Ei) ≤
∑∞

i=1 µ(Ei) אזי ;X של תתÎקבוצות E1, E2, . . . .I שלב

.g ≺ V1 ∪ V2 תהא .µ(V1 ∪ V2) ≤ µ(V1) + µ(V2) אזי פתוחות. V2Îו V1 תהיינה הוכחה.

אז .x ∈ supp(g) לכל h1(x) + h2(x) = 1Îש êכ hi ≺ Vi קיימות היחידה, פיצול ממשפט
µ(V1∪V2) ≤ ïלכ .Λg = Λ(h1g)+Λ(h2g) ≤ µ(V1)+µ(V2) .g = h1g+h2g .hig ≺ Vi

.µ(V1) + µ(V2)

.µ(Ei) < ∞ i לכל כי להניח ïנית ïלכ הטענהמתקיימת. אזי ,µ(Ei) = ∞ i איזשהו עבור íא

שרירותי. ε > 0 כאשר µ(Vi) ≤ µ(Ei) + ε
2i ,Ei ⊆ ViÎש êכ Vi פתוחה קיימת i לכל אז

.f ≺
⋃n

i=1 ViÎש êכ n íקיי 11ïלכ .f ≺ V תהי .V =
⋃∞

i=1 Vi ïנסמ .
⋃N

i=1 Ei ⊆
⋃N

i=1 Vi

,f ≺ V לכל ïלכ .Λf ≤ µ(
⋃n

i=1 Vi) ≤
∑n

i=1 µ(Vi) ≤
∑n

i=1 µ(Ei) + ε מאינדוקציה,
וכנדרש, µ(

⋃∞
i=1 Ei) ≤ µ(

⋃∞
i=1 Vi) ≤

∑∞
i=1 µ(Ei) + ε ïולכ Λf ≤

∑∞
i=1 µ(Ei) + ε

.µ(
⋃∞

i=1 Ei) ≤
∑∞

i=1 µ(Ei)

.µ(K) = inf{Λf : K ≺ f} ïוכ K ∈Mf אזי קומפקטית. K נניח .II שלב

עבור .K ⊆ Vα = {x : f(x) > α} נגדיר 0 < α < 1Îל .f |K= 1 .K ≺ f נניח הוכחה.

µ(K) ≤ µ(Vα) = sup{Λg : g ≺ Vα} ≤ אז .(g < α−1f ) αg < f ,g ≺ VαÎש êכ g כל
.K ∈Mf ïולכ µ(K) ≤ Λf < ∞ נקבל 1Îל α השאפת ועלÎידי ,α−1Λf

,K ≺ f ≺ V וקיימת µ(V ) ≤ µ(K) + εÎש êכ K ⊆ V קיימת אזי .ε > 0 יהי
.µ(K) = inf{Λf : K ≺ f} נקבל הכול, êבס .Λf ≤ µ(V ) ≤ µ(K) + ε ≤ Λf + ε

סופי. Λf כי ,(2)⇐= (1) íג הראינו í10בעצ
קומפקטי. supp(f)11
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ריס של ההצגה משפט המידה1.7 תורת 1

.µ(V ) = sup{µ(K) : compact K ⊆ V } מקיימת V פתוחה כל .III שלב

K = פתוחה, W תהא .α < Λf ,f ≺ V קיימת .α < µ(V )Îש êכ α ∈ R תהא הוכחה.

הוא K ⊆ W Îש êכ µ(W ) של íאינפימו .µ(W ) ≥ Λf ,f ≺ W Îש êמכ .supp(f) ⊆ W

,µ(K) > αÎש êכ קומפקטית K ⊆ V מצאנו .µ(V ) > α לכל µ(K) ≥ Λf > α ïולכ µ(K)

.µ(V ) = sup{µ(K) : compact K ⊆ V } ïולכ

.µ(E =
⋃∞

1 Ei) =
∑∞

1 µ(Ei) אז .Ei ∈Mf בזוגות, זרות קבוצות {Ei}∞i=1 נניח .IV שלב

.E ∈Mf אזי µ(E) < ∞ íא

נבחר .µ(K1 ∪ K2) = µ(K1) + µ(K2) ונראה זרות קומפקטיות K2Îו K1 תהיינה הוכחה.

,K1 ∪ K2 ≺ g קיימת ,II משלב .f |K2= 0 ,f |K1= 1 ,f ∈ CC(X) קיימת .ε > 0

.K2 ≺ (1− f)g ,K1 ≺ fg ,Λg ≤ µ(K1 ∪K2) + ε

µ(K1 ∪K2) ≤ µ(K1) + µ(K2) ≤ Λ(fg) + Λ((1− f)g) = Λ(g) = µ(K1 ∪K2) + ε

.µ(K1 ∪K2) = µ(K1) + µ(K2) ïולכ
נניח ברור. ,µ(E) = ∞ íמקיי E =

⋃∞
1 Ei íא ברור. ,i לאיזשהו µ(Ei) = ∞ íא

µ(Hi) > µ(Ei)−Îש êכ קומפקטית Hi ⊆ Ei נבחר .(i לכל µ(Ei) < ∞ (ובפרט µ(E) < ∞
µ(E) ≥ µ(Kn) =

∑n
i=1 µ(Hi) ≥

∑n
i=1 µ(Ei)−ε .Kn = H1∪H2∪. . .∪Hn ïנסמ . ε

2i

êכ n íקיי ,ε ïבהינת כעת, .µ(E) ≥
∑∞

i=1 µ(Ei) ïלכ .µ(E) ≥
∑∞

i=1 µ(Ei) − ε ïומכא
.µ(Kn) ≥

∑n
i=1 µ(Ei)− ε ≥ µ(E)− 2ε ïולכ

∑n
i=1 µ(Ei) ≥ µ(E)− εÎש

,K ⊆ E ⊆ V Îש êכ V ופתוחה K קומפקטית יש אזי ,ε > 0Îו E ∈ Mf íא .V שלב

.µ(V \K) < ε

.µ(V )− ε
2 ≤ µ(E) ≤ µ(K) + ε

2 ,K ⊆ E ⊆ V Îש êכ V Îו K קיימות מההגדרות, הוכחה.

בפרט ïלכ .µ(K) + µ(V \ K) = µ(V ) < µ(K) + εÎוMf Îל שייכת ïלכ פתוחה, V \ K

.µ(V \K) < ε

.A ∩B,A ∪B,A \B ∈Mf אזי A,B ∈Mf .VI שלב

בורל. קבוצות כל את המכילה Îσאלגברה Mהיא .VII שלב

.AC ∈M ïולכAC ∩K = K \(A∩K) ∈Mf ,A ∈M עבור Kקומפקטית. תהא הוכחה.

{Bi}∞i=1 .Bn = (An∩K)\
⋃n−1

i=1 Bi ,B1 = A1∩K נגדיר .A =
⋃∞

i=1 Ai ;Ai ∈M נניח
ïלכ ,KÎב מוכל כי µ(A ∩K) < ∞ .A ∩K =

⋃∞
n=1 Bn ,Mf Îב בזוגות זרות קבוצות סדרת

.A ∈M ïלכ .A ∩K ∈Mf ,íהקוד השלב לפי
C∩Kקומפקטית אז Cסגורה. ⊆ X תהא בורל. קבוצות כל את שMÎמכילה להראות נותר

.C ∈M ïלכ .Mf Îב ïולכ

12.µ(E) < ∞Îש êכ E ∈M הקבוצות את בדיוק Mfמכילה .VIII 26.11.2008שלב

.(4) נובע ï12מכא
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המידה תורת רגולריות1 מידות 1.8

להראות êצרי .E ∩ KÎב ïנתבונ K קומפקטית לכל כי ,E ∈ M אזי .E ∈ Mf נניח הוכחה.

êכ Ln ⊆ E קומפקטיות קבוצות בסדרת ïנתבונ .µ(E ∩ K) < ∞ ברור .E ∩ K ∈ Mf

.supµ(Ln ∩K) = µ(E ∩K)Îש לראות וקל ,supµ(Ln) = µ(E)Îש
µ(V ) <Îש êכ פתוחה V קיימת אזי .ε > 0 נבחר .µ(E) < ∞ÎוE ∈M נניח השני, ïבכיוו
קיימת ïולכ E ∩K ∈ Mf .µ(V \K) < εÎש êכ Eומפקטית K ⊆ V קיימת .E ⊆ V ,∞
ïולכ E ⊆ (E ∩K) ∪ (V \K) .µ(E ∩K) ≤ µ(H) + εÎש êכ E ∩K ⊇ H קומפקטית
µ(E) = sup{µ(H) : compact H ⊆ ïלכ .µ(E) ≤ µ(E∩K)+µ(V \K) ≤ µ(H)+2ε

.E}

.M על Îσאדיטיבית מידה µ .IX שלב

ברור
∑

µ(Ai) = µ(
⋃

Ai) אז בזוגות; זרות {Ai} ⊆ M :VIIIÎו IV íמשלבי נובע הוכחה.

בו המקרה הוא ,µ(Ai) < ∞ כל בו הנותר, והמקרה ,µ(Ai) = ∞Îש êכ Ai קיימת בו במקרה
.Mf Îב Ai כל כי ,IV בשלב טיפלנו

.Λf =
∫

X
fdµ ,f ∈ CC(X) לכל .X שלב

f ∈ CC(X) כל Λfעבור ≤
∫

X
fdµלהראות די ,ïכ על יתר ממשית. f עבור להראות די הוכחה.

íג ïולכ Λ(−f) ≤
∫

X
−fdµ כי מתקבל Λf =

∫
X

fdµ אז זאת; íיודעי אנו כי נניח ממשית.
.Λf ≥

∫
X

fdµ

נבחר .ε > 0 יהי .[a, b] ⊇ Im(f) קומפקטי קטע íקיי ממשית. f ∈ CC(X) תהא כעת,
Ei = {x ∈ נגדיר .1 ≤ i ≤ n לכל yi − yi−1 < ε ,y0 = a < y1 < . . . < yn = b

קבוצות קיימות זרות. ïוה רציפה f כי (בורל) מדידות Ei הקבוצות .X : yi−1 < f(x) ≤ yi}
{hi}n

i=1 יהי .x ∈ Vi עבור f(x) < yi + ε íומתקיי µ(Vi) ≤ µ(Ei) + ε
n ,Ei ⊆ Vi פתוחות

.f =
∑n

i=1 hif אז .supp(f) = K על
∑

hi = 1 ,hi ≺ Vi ,{Vi}Îל ביחס יחידה פירוק
אז .x ∈ Ei עבור yi − ε < f(x) ,hif ≤ (yi + ε)hi .µ(K) ≤ Λ(

∑
hi) =

∑
Λ(hi)

Λf = Λ(
∑n

i=1 hif) =
∑n

i=1 Λ(hif) ≤
∑n

i=1(yi+ε)Λfi =
∑

(|a|+yi+ε)Λhi−
|a|

∑
Λhi ≤

∑
(|a|+ yi + ε)(µ(Ei)+ ε

n )−|a|µ(K) =
∑

(yi− ε)µ(Ei)+2εµ(K)+

. ε
n

∑n
i=1(|a|+ yi + ε) ≤

∫
X

fdµ + ε[2µ(K) + |a|+ b + ε]

.Λf ≤
∫

X
fdµ שרירותי, ε > 0Îש êמכ ïלכ ,Λf ≤

∫
X

fdµ + ε[íחסו [משהו קיבלנו

רגולריות מידות 1.8

בורל המדידות הקבוצות את שמכילה Îσאלגברה על המוגדרת מידה היא בורל מידת בורלהגדרה. מידת 1.12.2008

מקומית. קומפקטי óהאוסדור טופולוגי במרחב

µ(E) = inf{µ(V ) : open V ⊇ E} íא חיצונית רגולרית נקראת E קבוצה הגדרה.

.µ(E) = sup{µ(K) : compact K ⊆ E} íא פנימית ורגולרית
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רגולריות מידות המידה1.8 תורת 1

רגולריות חיצונית. רגולרית היא E מדידה קבוצה כל íא חיצונית רגולרית היא µ מידה הגדרה. רגולרית מידה

וחיצונית. פנימית רגולרית היא íא רגולרית נקראת µ מידה דומה. ïבאופ מוגדרת פנימית

חיצונית. רגולריות מידות עבורנו "ייצר" ריס משפט

קומפקטיות. קבוצות של מניה ïב איחוד הוא X íא Îσקומפקטי ייקרא X מרחב הגדרה.

אזי ריס, כבמשפט µÎוM íא Îσקומפקטי. óהאוסדור מקומית קומפקטי X יהי :33 משפט

;µ(V \ F ) < ε פתוחה, V Îו סגורה F ,F ⊆ E ⊆ V קיימות אזי ε > 0 ,E ∈M íא (א)

רגולרית; בורל מידת µ (ב)

מניה ïב (איחוד Fσ קבוצת A ,A ⊆ E ⊆ BÎש êכ A,B ∈ M קיימות אזי E ∈ M íא (ג)
.µ(B \A) = 0 פתוחות), של מניה ïב êחיתו) Gδ קבוצת B סגורות), של

פתוחות קיימות .µ(E ∩Kn) < ∞ .ε > 0 ,E ∈ M קומפקטיות, Kn ,X =
⋃

Kn הוכחה.

עבור .µ(V \ E) < ε
2 ואז ,V =

⋃
Vn ïנסמ .µ(V \ (Kn ∩ E)) < ε

2n+1 ,E ∩Kn ⊆ Vn

íוקיי סגורה F = WC ⊆ E ;µ(W \ EC) < ε
2 Îש êכ EC ⊆ W פתוחה נקבל EC íהמשלי

.µ(V \ F ) < ε

.µ(V \ F ) < ε ,F ⊆ E ⊆ V קיימת ε > 0Îל .E קבוצה נתונה תהא (ב): ⇐= (א)
המונוטונית, ההתכנסות ממשפט אז ;Fn ↗ F Îו קומפקטית Fn = F ∩ (

⋃n
j=1 Kj) הקבוצה
.µ(Fn) → µ(F )

וÎ(ב). מÎ(א) נובע (ג)

מידת λ תהא Îσקומפקטית. היא פתוחה שכל êכ óהאוסדור מקומית Xקומפקטי יהי :34 משפט

רגולרית. מידה λ אזי קומפקטית. K לכל λ(K) < ∞Îש êכ X על בורל

קומפקטית, לכל λ(K) < ∞Îש היות .f ∈ CC(X) עבור Λf =
∫

X
fdλ נגדיר הוכחה.

המשפט את Mהמקיימת וÎσÎאלגברה µ מידה קיימת ריס, ממשפט חיובי. לינארי פונקציונל Λ

.∀f ∈ CC(X)
∫

X
fdµ =

∫
X

fdλ ïוכ ,íהקוד

f1 ∈ תהא ;H1 ⊆ V קומפקטיות. HiÎל V =
⋃∞

i=1 Hi אזי פתוחה. V ⊆ X תהא
H1 ∪ . . . ∪Îש êכ fn+1 ∈ CC(X) נבחר ;f1, . . . , fn שבחרנו נניח .H1 ≺ f1 ≺ V ,CC(X)

.Ki = supp fi כאשר Hn+1 ∪K1 ∪ . . . ∪Kn ≺ fn+1 ≺ V

íמסוי íממקומ החל ,x ∈ V Îול ,0 הכול x 6∈ V Îל :fn(x) ↗ χV (x) ,x ∈ X לכל
λ(V ) = limn→∞

∫
X

fndλ = lim
∫

X
fndµ = המונוטונית, ההתכנסות ממשפט .fn(x) = 1

.µ(V )

פתוחה V \F ,µ(V \F ) < εÎש êכ F ⊆ E ⊆ V íקיימי ε > 0ÎוE בורל קבוצת כל עבור
במשפט µ רגולריות íשמסיקי ïאופ באותו λ רגולריות íמסיקי ;λ(V \ F ) = µ(V \ F ) ïולכ

(ב). ,íהקוד
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המידה תורת 1Littlewood של העקרונות 1.9

Littlewood של העקרונות 1.9

:íשימושיי íה êא ,íנכוני íשאינ "עקרונות" שלושה
.íקטעי של סופי איחוד בקירוב היא מדידה קבוצה ,RÎב (1)

רציפה. בקירוב היא מדידה פונקציה כל (2)
ביקרוב. שווה במידה מתכנסת מדידות פונקציות של מתכנסת סדרה (3)

:(2) ïעיקרו את מצדיק הבא המשפט

êכ µ(A) < ∞ íע A ∈ M מדידה, f : X → C תהי רגולרית. µ :(Lusin) 35 משפט

g ∈ קומפקטי êתומ íע רציפה פונקציה קיימת אזי .ε > 0 יהי .x 6∈ A עבור f(x) = 0Îש
sup |g(x)| = להבטיח ïנית ,ïכ על יתר .µ({x : f(x) 6= g(x)}) < εÎש êכ CC(X)

.sup |f(x)|

מקרבות אשר פשוטות פונקציות Snסדרת תהא Aקומפקטית. ,0 ≤ f ≤ 1 ראשית נניח הוכחה.

sn(x) < אז .
∑2n−1

i=1
1
2n χEi = sn ,Ei = {x : f(x) > i

2n } ïנסמ . 1
2n עדÎכדי מלמטה f את

לקבוצה 2ntn = χTn
.tn = sn − sn−1 נגדיר .sn ≤ sn+1 ,f(x) − sn(x) ≤ 1

2n ,f(x)

.(
∑m

n=1 tn(x) = sm(x)) f(x) =
∑∞

n=1 tn(x)íמתקיי .tn(x) ∈ {0, 1
2n } ïשכ ,Tn מסוימת

פתוחות קיימות המקומית). הקומפקטיות בזכות (קיימת קומפקטית V ,A ⊆ V פתוחה נקבע
,ïאוריסו של מהלמה .µ(Vn \Kn) < ε

2n ,Kn ⊆ Tn ⊆ Vn ⊆ V Îש êכ Kn וקומפקטיות Vn

מתכנס טור זהו .g(x) =
∑∞

n=1
1
2n hn(x) נגדיר .Kn ≺ hn ≺ Vn ,hn ∈ CC(X) קיימות

1
2n hn(x) = tn(x) .g ∈ CC(X) .supp g ⊆ V רציפה. g ïלכ פונקציותרציפות, במידהשווהשל

.µ(
⋃

(Vn \Kn)) < εÎו ,x 6∈
⋃

(Vn \Kn) עבור g(x) = f(x) ïולכ ,x 6∈ Vn \Kn עבור
בגלל ,µ(A) < ∞Îש êכ כללית AÎל חסומה. f Îו קומפקטית A עבור נובעת הטענה כעת,
חסומה. f Îל נכונה הטענה ïולכ ,µ(A \K) < εÎש êכ K ⊆ A קומפקטית קיימת µ רגולריות

.µ(Bn) → 0 ,Bn ↘ ∅ ,A ⊇ Bn אז .Bn = {x : |f(x)| > n} נגדיר כללית, f Îל כעת,
.f̃n את ונקרב x 6∈ Bn לכל f(x) = f̃n(x)Îש êכ חסומה f̃nÎב f את óנחלי

R = sup{|f(x)| : נגדיר חסומה. f כאשר sup |g(x)| ≤ sup |f(x)| כי להבטיח נותר
óרצי קירוב היתה g íא .|ζ| > RÎל ϕ(ζ) = R · ζ

|ζ| ,|ζ| ≤ RÎל ϕ(ζ) = ζ נגדיר .x ∈ X}
.ϕ ◦ g íג êכ ,f Îל

סופית ממידה מדידה Eקבוצה תהא רגולרית. מידה íע מרחב (X,B, µ) :(Egorov) 36 משפט 3.12.2008

אזי .f(x) = limn→∞ fn(x) ,x ∈ E כל כמעט שעבור êכ מדידות פונקציות סדרת fn ותהא
היא fn → f ההתכנסות Aε שעל êכ Aε ⊆ E סגורה תתÎקבוצה למצוא ïנית ,ε > 0 ïבהינת

.µ(E \Aε) < εÎו שווה במידה

ïבה EÎב נקודות נשמיט אחרת, ;x ∈ E לכל íקיי הגבול כי הפשטות íלש נניח ראשית, הוכחה.

íנשי .En
k = {x ∈ E : |fj(x) − f(x)| < 1

n ∀j ≥ k} נגדיר .íקיי אינו lim fn(x)

,x ∈ En
kn

,j > kn לכל .µ(E \ En
kn

) < 1
2n ,kn íקיי אז .n ∈ N לכל En

k ↗ E כי לב
.|fj(x)− f(x)| < 1

n
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íשוויוניÎאי המידה1.10 תורת 1

E \ Ãε ⊆ אז .Ãε =
⋂

n≥N En
kn

נגדיר .
∑∞

n=N
1
2n < εÎש êכ N íקיי ,ε > 0 ïבהינת

.µ(E \ Ãε) ≤
∑∞

n=N µ(E \ En
kn

) ≤
∑∞

n=N
1
2n < ε

2 êולפיכ
⋃∞

n=N (E \ En
kn

)

. 1n < δÎש êכ n > N íקיי ,δ > 0 ïבהינת שווה: במידה היא ההתכנסות Ãε על כי לב íנשי
כי נובע µ המידה מרגולריות .|fj(x) − f(x)| < 1

n < δ ,j > kn עבור ïולכ x ∈ Ãε ⊆ En
kn

.µ(Ãε \Aε) < ε
2 Îש êכ Aε ⊆ Ãε סגורה קבוצה קיימת

איÎשוויונים 1.10

,0 < α < 1 ולכל a < s < t < b לכל íא קמורה תיקרא ϕ : (a, b) → R פונקציה הגדרה.

{(x, y) : a < x < הקבוצה שקול, ïבאופ) .ϕ(αs + (1 − α)t) ≤ αϕ(s) + (1 − α)ϕ(t)

(.ϕ′′(x) ≥ 0Îל שקולה קמירות גזירות, פונקציות עבור קמורה. b, y ≥ f(x)}

רציפה. היא (a, b) על קמורה פונקציה :37 טענה

f ∈ L1(µ) תהא .(µ(Ω) = 1) (Ω,M) על הסתברות מידת µ תהא :(ïינס ïשוויוÎאי) 38 משפט

ϕ(
∫
Ω

fdµ) ≤
∫
Ω

ϕ ◦ אזי .(a, b) על קמורה פונקציה ϕ תהא .∀x ∈ Ω a < f(x) < b ונניח
.fdµ

.a < t < b .t =
∫
Ω

fdµ ïנסמ הוכחה.

,a < s < b לכל ïלכ ,β ≤ inft<u<b
ϕ(u)−ϕ(t)

u−t אז .β = supa<s<t
ϕ(t)−ϕ(s)

t−s נגדיר
ïלכ ,a < f(x) < b ,x ∈ Ω לכל ,ïכ כמו .ϕ(s) ≥ ϕ(t) + β(s− t)

∀x ∈ Ω ϕ(f(x))− ϕ(t)− β(f(x)− t) ≥ 0

נציב .
∫
Ω

ϕ(f(x))dµ−
∫
Ω

ϕ(t)dµ− β(
∫

f(x)dµ− t) ≥ 0 אז מדידה. ϕ ◦ f ïלכ רציפה, ϕ

.
∫

ϕ ◦ fdµ ≥ ϕ(
∫

fdµ) :t =
∫

fdµ

.íהממוצעי ïשוויוÎאי :39 מסקנה

פונקציה f : Ω → R תהא .ϕ(x) = ex ,µ({εi}) = 1
n ,Ω = {1, . . . , n} ניקח הוכחה.

.e 1
n

Pn
i=1 f(i) ≤ 1

n

∑n
i=1 ef(i) כלומר ,ϕ(

∫
fdµ) ≤

∫
ϕ ◦ fdµ ,ïינס ïשוויוÎמאי כלשהי.

.(
∏n

i=1 ai)
1
n ≤ 1

n

∑n
i=1 ai אז ;ai = ef(i) ïנסמ

f, g : X → [0,∞] מידה, מרחב (X, µ) יהי . 1p + 1
q = 1Îש êכ 1 < p, q < ∞ יהיו :40 8.12.2008משפט

אזי מדידות.
.
∫

fgdµ ≤ (
∫

fpdµ)
1
p (

∫
gqdµ)

1
q :Hölder ïשוויוÎאי (1)

.(
∫

(f + g)pdµ)
1
p ≤ (

∫
fpdµ)

1
p + (

∫
gpdµ)

1
p מינקובסקי: ïשוויוÎאי (2)

⇐= תמיד כמעט fp = 0 ,A = 0 íא .B = (
∫

gqdµ)
1
q ,A = (

∫
fpdµ)

1
p ïנסמ (1) הוכחה.

íא íג êכ .íמתקיי ïשוויוÎוהאי ,
∫

fg = 0⇐= תמיד כמעט fg = 0⇐= תמיד כמעט f = 0
13.0 < A, B < ∞ להניח אפשר ïלכ ברור. ,(êההיפ (או A = ∞Îו B > 0 íא .B = 0

.∃α, β 6= 0 αfp = βgq í"íא ïשוויו íמתקיי ,A, B < ∞ í13א
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המידה תורת 1íשוויוניÎאי 1.10

0 < x ∈ X עבור íא .
∫

Gqdµ = 1 ,
∫

F pdµ = 1 íמתקיי .G = g
B ,F = f

A נגדיר
1
p + 1

q = 1íמתקיי .G(x) = e
t
q ,F (x) = e

s
p Îש êכ s, t ∈ Ríקיימי אזי ,F (x), G(x) < ∞

F (x)G(x) ≤ 1
pF (x)p + 1

q G(x)q כלומר, .e
s
p + t

q ≤ 1
pes + 1

q et ïלכ קמורה, h(r) = erÎו
,ïכ íא .x ∈ X לכל

1
AB

∫
fgdµ =

∫
FGdµ ≤

∫
1
p
F (x)p +

1
q
G(x)qdµ =

1
p

+
1
q

= 1

.
∫

fgdµ ≤ AB = (
∫

fpdµ)
1
p (

∫
gqdµ)

1
q êולפיכ∫

f(f + g)p−1dµ ≤ הלדר, ïשוויוÎאי לפי .(f + g)p = f(f + g)p−1 + g(f + g)p−1 (2)∫
g(f+g)p−1dµ ≤ (

∫
gpdµ)

1
p (

∫
(f+g)(p−1)qdµ)

1
q Îו (

∫
fpdµ)

1
p (

∫
(f+g)(p−1)qdµ)

1
q

אז .(p = (p− 1)q ïולכ p + q = pq אז 1
p + 1

q = 1)

(*)
∫

(f + g)pdµ ≤ (
∫

(f + g)pdµ)
1
q [(

∫
fpdµ)

1
p + (

∫
gpdµ)

1
q ]

ïלכ .íמתקיי שהוא ברור להוכיח, שיש ïשוויוÎבאי ∞ הוא ïימי óאג או 0 הוא שמאל óאג íא
ïלכ קמורה, היא .t 7→ tp בפונקציה ïנתבונ .∞Îמ ïקט ïימי óואג 0Îמ גדול שמאל óאג כי נניח
לחלק ïנית (*)Îב ïלכ .

∫
( f+g

2 )p) ≤ 1
2 (

∫
fpdµ +

∫
gpdµ) < ∞ אז .( f+g

2 )p ≤ 1
2 (fp + gp)

.(
∫

(f + g)pdµ)1−
1
q = 1

p ≤ (
∫

fpdµ)
1
p + (

∫
gpdµ)

1
p נקבל .(

∫
(f + g)pdµ)

1
q Îב

.‖f‖p = (
∫
|f |pdµ)

1
p מדידה. f : X → C ,1 ≤ p < ∞ יהי נורמתpÎהגדרה.

,Lp(µ) = L′p(µ)/ ∼ אז .L′p(µ) = {measurable f : X → C : ‖f‖p < ∞} Lp(µ)הגדרה.

תמיד. כמעט f(x) = g(x) íא f, g ∈ L′p(µ) לפונקציות f ∼ g כאשר

íא .S = {α ∈ [0,∞) : µ(g−1((α,∞]) = 0} נגדיר .g : X → [0,∞] תהא מהותיהגדרה. íסופרמו

נגדיר .g של המהותי íהסופרמו נקרא β .β = inf S נגדיר אחרת, ;β = ∞ נגדיר ,S = ∅
.L∞(µ) = {f : X → C : ‖f‖∞ < ∞} אז .‖f‖∞ = ess sup |f |L∞(µ) ,∞Îנורמת

fg ∈ L1(µ) אזי ,g ∈ Lq(µ) ,f ∈ Lp(µ) ,1 ≤ p, q ≤ ∞ עבור 1
p + 1

q = 1 íא :41 משפט

.‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q íומתקיי

.fg ∈ L1(µ) ובפרט הלדר, ïשוויוÎאי זה ,1 < p < ∞ עבור הוכחה.

ïולכ ,x כל לכמעט |f(x)g(x)| ≤ ‖f‖∞|g| מקרה), אותו ,p = 1 (ועבור p = ∞ עבור
.‖fg‖1 =

∫
|f(x)g(x)|dµ ≤ ‖f‖∞

∫
|g(x)|dµ = ‖f‖∞‖g‖1

f + g ∈ ובפרט ,‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p ,f, g ∈ Lp(µ) ,1 ≤ p ≤ ∞ עבור :42 משפט

.Lp(µ)

ïשוויוÎמהאי נובע ,p = ∞ או p = 1 עבור מינקובסקי. ïשוויוÎאי זהו 1 < p < ∞Îל הוכחה.

.|f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)|

,α ∈ C ,f ∈ Lp(µ)Îל :C מעל וקטורי מרחב הוא (1 ≤ p ≤ ∞) Lp(µ)Îש לב íנשי
.‖αf‖p = |a|‖f‖p
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íשוויוניÎאי המידה1.10 תורת 1

d(f, g) = íמגדירי כאשר ,1 ≤ p ≤ ∞ כל עבור íשל מטרי מרחב הוא Lp(µ) :43 משפט

.‖f − g‖p

(fn0 := 0) {fni
} תתÎסדרה קיימת .Lp(µ)Îב קושי סדרת {fn} .1 ≤ p < ∞ נניח הוכחה.

.g =
∑∞

i=1 |fni+1 − fni
| ,gk =

∑k
i=1 |fni+1 − fni

| נגדיר .‖fni+1 − fni
‖p < 1

2i Îש êכ
.(‖gk‖ ≤

∑k
1 ‖fni+1 − fni‖ ≤ 1) gk ∈ L1(µ) מינקובסקי, ïשוויוÎמאי

f(x) =Îב הטור ïולכ ,x כל לכמעט g(x) < ∞ ïולכ
∫
|g|pdµ ≤ 1 ,gp

k עבור פאטו מלמת
הטור בו x ∈ X כל עבור תמיד; כמעט (בהחלט) מתכנס fn1(x) +

∑∞
i=1(fni+1(x)− fni

(x))

תמיד. כמעט f(x) = limi→∞ fni(x) ,ïכ íא .f(x) = 0 נגדיר מתכנס, אינו
יהי .‖f−fn‖p = d(f, fn) n→∞−→ 0 כלומר ,LpÎב {fn} של גבול והיא f ∈ Lp(µ) כי נראה
‖f − fm‖p

p = כלשהו. m > N יהי .‖fn − fm‖p < ε n,m > N שלכל êכ N íקיי ;ε > 0

.f − fm ∈ Lp(µ) ïולכ פאטו), למת (לפי
∫
|f − fm|pdµ ≤ lim inf

∫
|fni

− fm|pdµ ≤ εp

.‖f − fm‖p
m→∞−→ 0 ïוכ f ∈ Lp(µ) ïלכ

הקבוצות את נגדיר .L∞(µ)Îב קושי סדרת {fn} תהא יותר: פשוט ïהטיעו ,p = ∞ עבור
,Bn,m = {x : |fn(x) − fm(x)| > ‖fn − fm‖∞} ,Ak = {x : |fn(x)| > ‖fk‖∞}
במידה מתכנסת {fn} ,E של íהמשלי ועל ,µ(E) = 0 אז .E =

⋃
k∈N Ak ∪

⋃
n,m∈N Bn,m

.f ∈ L∞(µ) ,f חסומה לפונקציה שווה
.íמקו בכל כמעט המתכנסת תתÎסדרה יש Lp(µ)Îב קושי סדרת לכל כי הוכחנו בפרט,

לכל íשמתקיי êכ ‖ · ‖ : Lp(µ) → R∗ פונקציה מוגדרת Lp(µ) הווקטורי המרחב על
α ∈ CÎו f, g ∈ Lp(µ)

;f = 0 í"íא ‖f‖ = 0 .1

;‖f + g‖ ≤ ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖ .2

;‖αf‖ = |α|‖f‖ .3

.d(f, g) = ‖f − g‖ למטריקה ביחס íשל מטרי מרחב Lp(µ) .4

C מעל וקטורי מרחב נורמה; נקראת הראשונות התכונות שלוש את המקיימת פונקציה הגדרה. êבנ מרחב

.êבנ מרחב נקרא מתקיימת הרביעית שהתכונה êכ נורמה íע

〈·, ·〉 : H ×H → C שקיימת êכ C מעל וקטורי מרחב הוא C מעל H הילברט מרחב 10.12.2008הגדרה. הילברט מרחב

– התכונות את המקיימת
;〈x, y〉 = 〈y, x〉 (1)

;〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 (2)
;(〈x, λy〉 = λ〈x, y〉 ïומכא) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉 (3)

;R 3 〈x, x〉 ≥ 0 (4)
.x = 0 í"íא 〈x, x〉 = 0 (5)

נדרוש ;H על מטריקה מתקבלת וממנה ,‖x‖2 = 〈x, x〉 נורמה מגדירה 〈·, ·〉 הפנימית המכפלה
זו. למטריקה ביחס íשל HÎש
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המידה תורת מרוכבות1 מידות 1.11

,x ∈ H שלכל êכ 0 < M ∈ R íקיי íא íחסו ייקרא ϕ : H → C לינארי פונקציונל הגדרה.

(.‖x‖ = 1Îש êכ x ∈ H עבור התנאי את לבדוק (מספיק .|ϕ(x)| ≤ M‖x‖

.íמסוי y0 ∈ H עבור ϕ(x) = 〈x, y0〉 מהצורה הוא ϕ íחסו לינארי פונקציונל כל :44 משפט

לינארי. פונקציונל היא x 7→ 〈x, y0〉 הפונקציה y0 ∈ H לכל הפנימית, המכפלה מתכונות
14.|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ :õשוורÎקושי ïשוויוÎאי בגלל íחסו הוא

מרוכבות מידות 1.11

מניה ïב óאוס כל שעבור êכ λ : M→ [0,∞] פונקציה היתה λ מידה מידה. מרחב (X,M) יהי
חיוביות. מידות נקרא כאלה למידות .µ(

⋃
Ei) =

∑
µ(Ei) ,Ei ∈M זרות מדידות קבוצות של

סדר (בכל התנאי íשמתקיי êכ µ : M → C פונקציה היא (X,M) על מרוכבת מידה מרוכבתהגדרה. מידה

בהחלט). הטור של ההתכנסות בפרט ïלכ שנבחר, íיÎEi

|µ(E)| ≤ ,E ∈ M שלכל êכ λ חיובית מידה נחפש ,(X,M) על µ מרוכבת מידה ïבהינת
(.λ = |µ| לקחת מספיק (לא .λ(E)

לבגÎרדוןÎניקודים משפט 1.12

E ∈M קבוצה כל עבור íא (α � µ או α ≺ µ) µ למידה ביחס בהחלט רציבה α מידה בהחלטהגדרה. רציפות 15.12.2008

.α(E) = 0 íג ,µ(E) = 0Îש êכ

שלכל êכ A,B ∈ M ,X = A
∐

B המרחב של פירוק יש íא ניצבות α, β מידות ניצבותהגדרה.

.α(E) = 0 ,E ⊆ B ולכל β(E) = 0 ,E ⊆ A

נניח .X Mבמרחב Îσאלגברה על חיוביות מידות µÎו λ תהיינה :(íניקודיÎïרדוÎלבג) 45 משפט

אזי .λ(X), µ(X) < ∞
,λ = λa + λs ,λs ⊥ µ ,λa ≺ µÎש êכM על יחידות λs ,λa חיוביות מידות קיימות (א)

(.µÎל ביחס λ של לבג פירוק הוא (λa, λs)) .λa ⊥ λs

נקראת h) .λa(E) =
∫

E
hdµ ,E ∈ M שלכל êכ h ∈ L1(µ) יחידה פונקציה קיימת (ב)

(.µÎל ביחס λa של íניקודיÎïרדו נגזרת

כי נובע .λs, λ
′
s ⊥ µ ,λa, λ′a ≺ µ כאשר λ = λa + λs = λ′a + λ′s נניח (א) יחידות: הוכחה.

.α = 0 ïולכ ,α ⊥ µÎו α ≺ µ אזי .α = λa − λ′a = λ′s − λs

.E ∈ M לכל λa(E) =
∫

E
h1dµ =

∫
E

h2dµÎש êכ פונקציות h1, h2 ∈ L1(µ) נניח (ב)
Fn = {x : h2(x) > יהיו .µ(En) = 0Îש ברור .En = {x : h1(x) > h2(x) + 1

n} יהיו

ïולכ 0 ≤ 〈x + ty, x + ty〉 = 〈x, x〉 + 2t〈x, y〉 + t2〈y, y〉 ממשי. הילברט מרחב H כי נניח 14הוכחה:

.4〈x, y〉2 ≤ 4‖x‖2‖y‖2 כלומר, – b = 2〈x, y〉 ,c = ‖y‖2 ,a = ‖x‖2 כאשר ,b2 − 4ac ≤ 0
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íניקודיÎïרדוÎלבג משפט המידה1.12 תורת 1

מתלכדות h2Îו h1 ïלכ .{x : h1(x) 6= h2(x)} =
⋃∞

n=1 En ∪
⋃∞

n=1 Fn אז .h1(x) + 1
n}

.L1(µ)Îב íכאיברי h1 = h2 ïולכ ,íמקו בכל Îµכמעט
.íהקיו להוכחת ניגש

|
∫

fdλ| ≤ אזי f ∈ L2(ϕ) íא .M על חיובית חסומה מידה זו .ϕ = λ + µ מידה נגדיר
∀f ∈ L2(ϕ) Ψ(f) = ïנסמ .

∫
|f |dλ ≤

∫
|f |dϕ ≤ (

∫
|f |2dϕ)

1
2 (

∫
12dϕ)

1
2 =

√
ϕ(X)‖f‖L2(ϕ)

∀f ∈Îש êכ g ∈ L2(ϕ) פונקציה קיימת ïלכ .íחסו הוא כי הראינו לינארי. פונקציונל זהו .
∫

fdλ

.L2(ϕ) Ψ(f) =
∫

fgdϕ

הנוחות. íלש ,R מעל L2(ϕ)Îל נתייחס

חיובית ממידה קבוצה לכל íא מדידה. פונקציה g ,(C)RÎב סגורה קבוצה S תהא :1.45 למה

תמיד. Îϕכמעט g(x) ∈ S אזי , 1
ϕ(E)

∫
E

gdϕ ∈ S íמתקיי 0 < ϕ(E)

.Ei = {x : g(x) ∈ B(αi, ri)}וניקח קבוצהפתוחה) SC(זו =
⋃∞

i=1 B(αi, ri) הוכחה.
1

ϕ(Ei)

∫
Ei

g(x)dϕ = tÎב ïנתבונ ,0 < ϕ(Ei) íא .i לכל ϕ(Ei) = 0 כי להראות מספיק
:t 6∈ S ïולכ t ∈ B(αi, ri) כי ונראה

| 1
ϕ(Ei)

∫
Ei

gdϕ− αi| = | 1
ϕ(Ei)

∫
Ei

(g(x)− αi)dϕ|
≤ 1

ϕ(Ei)

∫
Ei
|g(x)− αi|dϕ

≤ 1
ϕ(Ei)

∫
Ei

ridϕ = ri

,0 ≤ λ ≤ ϕÎש היות .E ∈MÎל f = χE תהא כעת,

ϕ(E) ≥ λ(E) =
∫

χEdλ = Ψ(χE) =
∫

χEgdϕ =
∫

E

gdϕ

.x כל לÎϕÎכמעט 0 ≤ g(x) ≤ 1 ïולכ ∀E ∈M 0 ≤ 1
ϕ(E)

∫
E

gdϕ ≤ 1 ïלכ
êכ ϕÎל ביחס 0 ממידה קבוצה על g את לשנות ïנית תמיד. כמעט רק מוגדרת gÎש נזכור
B = {x : ,A = {x : 0 ≤ g(x) < 1} נגדיר .x ∈ X לכל 0 ≤ g(x) ≤ 1 íשיתקיי

.λs(E) = λ(B ∩ E)Îו λa(E) = λ(A ∩ E) נגדיר .X = A
∐

B אז .g(x) = 1}
.λ = λa + λsÎש ברור

.(B ∈ M íמתקיי) f = χB נציב 15.
∫

(1− g)fdλ =
∫

fgdµ íמתקיי f ∈ L2(ϕ) לכל
.λs ⊥ µ ïולכ ,µ(B) =

∫
B

gdµ =
∫

B
(1− g)dλ = 0 אז

.E ∈MÎו n ∈ N לכל f = (1+g+ . . .+gn)χEÎל בפרט íמתקיי ïהשוויו ïלכ חסומה; g

.
∫

E
(1−gn+1)dλ =

∫
(1−g)(

∑n
i=0 gi)χEdλ =

∫ ∑n+1
i=1 giχEdµ =

∫
E

∑n+1
i=1 gidµ אז

(n → ∞ (כאשר óשוא שמאל óאג ïלכ .1 − gn+1 ↗ 1 ,A על ;1 − gn+1 = 0 ,B על
0 ≤ h(x) = נגדיר המונוטונית. ההתכנסות ממשפט ,

∫
E∩A

1dλ = λ(E ∩ A) = λa(E)Îל
קיבלנו .

∫
E

hdµÎל óשוא ïימי óאג המונוטונית, ההתכנסות ממשפט אז ;limn→∞
∑n+1

i=1 gi(x)

h ∈ L1(µ) ïומכא
∫

X
hdµ = λa(X) < ∞ נקבל E = X עבור בפרט, .λa(E) =

∫
E

hdµ כי
.λa ≺ µÎו

.
R

(f − fg)dλ =
R

fgdµ ïומכא
R

fdλ =
R

fgdϕ =
R

fgdλ +
R

fgdµ כי 15זאת

24



המידה תורת 1íניקודיÎïרדוÎלבג משפט 1.12

משפטבהנחהשλÎחיובית להסיקאותו ïנית וחסומות. מידותחיוביות אתהמשפטעבור הוכחנו
וחיובית. Îσסופית µÎו מרוכבת16 או חסומה

íהתנאי אזי מרוכבת. λ חיובית, µ ,M Îσאלגברה על חסומות מידות λ ,µ תהיינה :46 משפט

.|λ(E)| < ε אזי µ(E) < δ íשא êכ δ > 0 קיימת ε > 0 לכל (2) ;λ ≺ µ (1) :íשקולי íהבאי

,En קבוצה קיימת n שלכל êכ ε > 0 íקיי :íמתקיי לא (2) כי נניח ברור. (1)⇐= (2) הוכחה.
.An ↘ A אז .A =

⋂∞
n=1 An ,An =

⋃∞
i=n Ei נגדיר .|λ(En)| > ε êא µ(En) < 1

2n

ïולכ |λ|(An) < ∞ נובע מרוכבת, λÎש היות .µ(A) = 0 ïלכ ,µ(A) ≤ µ(An) ≤ 1
2n−1 → 0

.íמתקיי לא (1) ïלכ .|λ|(A) = lim |λ|(An) ≥ ε

.(λ(A) =
∫

A
1
xdx) dλ = 1

xdx ,dµ = dx חסימות). לדרוש (חשוב דוגמה

|h(x)| =Îש êכhקיימתפונקציהמדידה אזי .MאלגברהÎσ תהאµמידהמרוכבתעל :47 מסקנה 17.12.2008

פולארי). (פירוק dµ = hd|µ| Îש êכ x ∈ X לכל 1

Ar = {x ∈ נגדיר .dµ = hd|µ|Îש êכ h ∈ L1(|µ|) קיימת ,íניקודיÎïרדו ממשפט הוכחה.

.Ar של בתÎמניה חלוקה Ej תהא .X : |h(x)| < r}∑∞
j=1 |µ(Ej)| =

∑∞
j=1 |

∫
Ej

hd|µ||
≤

∑∫
Ej
|h|d|µ|

≤
∑∫

Ej
rd|µ|(Ej)

עבור אז .|µ|(Ar) = sup
∑
|µ(Ej)| ≤ sup

∑
r|µ|(Ej) = r|µ|(Ar) ונקבל sup ניקח

.x כל לכמעט |h(x)| ≥ 1 ïולכ ,|µ|(Ar) = 0 ,r < 1

|h(x)| ≤ ïולכ
∣∣∣ 1
|µ|(E)

∫
E

hd|µ|
∣∣∣ = |µ(E)|

|µ|(E) ≤ 1 אזי ,|µ|(E) > 0Îו E ∈ M íא ,êמאיד
.íמקו בכל כמעט 1

.íמקו בכל 1 שיהיה êכ לשנות ïנית ,íרוצי íוא ,x ∈ X כל כמעט עבור |h(x)| = 1Îש קיבלנו

|λ|(E) = אזי .λ(E) =
∫

E
gdµ ,g ∈ L1(µ) Mותהא על חיובית מידה µ תהא :48 מסקנה

.
∫

E
|g|dµ

:hÎב נכפול .gdµ = dλ = hd|λ|Îש êכ x לכל |h(x)| = 1Îש êכ h פונקציה קיימת הוכחה.

ïלכ .x כל לכמעט hg(x) ≥ 0 ,E ∈ M לכל |λ|(E) ≥ 0Îש היות .hgdµ = hhd|λ| = d|λ|
.h(x)g(x) = |g(x)|

A,B ∈ קבוצות קיימות אזי .(X,M) על ממשית מידה µ תהא :(ïהא של (הפירוק 49 משפט

.µ−(E) = −µ(B ∩ E) ,µ+(E) = µ(A ∩ E) ,A ∩B = ∅ ,X = A ∪BÎש êכM

íומתקיי חסומות חיוביות מידות λ±i =
|λi|±λi

2
Îש êכ מסומנות ממשיות מידות עבור λ = λ1 + iλ2 אז 16כי

נובע. הדרוש λ±i Îו µ עבור ומהמשפט ,λi = λ+
i − λ−i
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Lp(µ) על íלינאריי íפונקציונלי המידה1.13 תורת 1

.h(x) ∈ {±1} ממשית; h ïולכ ממשית µ .|h| = 1 ïולכ dµ = hd|µ| ïלכ .µ ≺ |µ| הוכחה.
íנשי .A∩B = ∅ ,A∪B = X אז .B = {x : h(x) = −1} ,A = {x : h(x) = 1} נגדיר
µ+(E) =

∫
E

dµ+ =
∫

E
( 1+h

2 )d|µ| = אז .dµ+ = ( 1+h
2 )d|µ| ïולכ µ+ = |µ|+µ

2 Îש לב
ïשכ)

∫
E∩A

( 1+h
2 )d|µ| +

∫
E∩B

( 1+h
2 )d|µ| =

∫
E∩A

1d|µ| =
∫

E∩A
hd|µ| = µ(E ∩ A)

.µ−Îל íג êכ .(x ∈ BÎל 0 ,x ∈ AÎל ( 1+h
2 )(x) = 1

Lp(µ) על לינאריים פונקציונלים 1.13

|
∫

fgdµ| ≤ ,fg ∈ L1(µ) הלדר, ïשוויוÎמאי .g ∈ Lq(µ) ,f ∈ Lp(µ) , 1p + 1
q = 1 יהיו

,f 7→
∫

fgdµ ,Ψg : Lp(µ) → C ההעתקה כלומר, .
∫
|fg|dµ ≤ (

∫
|f |pdµ)

1
p (

∫
|g|qdµ)

1
q

17.‖Ψg‖ ≤ ‖g‖qÎו ,íחסו לינארי פונקציונל היא
,Lq(µ) ⊆ (Lp(µ))∗ קיבלנו .íהחסומיíהלינארייíהפונקציונלי אתמרחב (Lp(µ))∗Îב ïנסמ

.Ψg הפונקציונל íע g את íמזהי כאשר
,1 < p < ∞Îל ;íנוספי íתנאי íדרושי ,p = 1 עבור כללי; ïבאופ ïשוויו ïאי ,p = ∞ עבור

.ïשוויו íמתקיי

לינארי פונקציונל לכל אזי . 1p + 1
q = 1 ,1 ≤ p < ∞ יהי Îσסופית. מידה µ תהא :50 משפט

.∀f ∈ Lp(µ) Ψ(f) =
∫

fgdµÎש êכ g ∈ Lq(µ) יחידה פונקציה קיימת Lp(µ) על Ψ íחסו
íהחסומי íהלינאריי íהפונקציונלי למרחב איזומטרי Lq(µ) כלומר, .‖Ψ‖ = ‖g‖q ,ïכ על יתר

.Lp(µ) על

כי האפס, העתקת אינה f 7→
∫

fgdµ אזי g 6= 0 íא כי להראות די היחידות, להוכחת 22.12.2008הוכחה. ∫
f(g1 − אז

∫
fg1dµ = Φ(f) =

∫
fg2dµÎש êכ g1, g2 ∈ Lq(µ) פונקציות שתי היו íא

.f ∈ Lp(µ) לכל g2)dµ = 0

µ({x : g(x) < או µ({x : g(x) > 1
n} = An) > 0Îש êכ n íקיי ,g 6= 0 íא

ïולכ µ(An) < ∞ כי לב íנשי .µ(An) > 0 כי הכלליות הגבלת בלי נניח . 1n} = Bn) > 0

וסתירה.
∫

χAn
gdµ ≥ 1

nµ(An) > 0 אז .χAn
∈ Lp(µ)

פונקציה היא λ .λ(E) = Φ(χE) נגדיר .µ(X) < ∞ ראשית נניח כנדרש: g íקיו נוכיח
מדידות. קבוצות של הÎσÎאלגברה ,M על אדיטיבית

Îσאדיטיבית. היא λ :1.50 למה

‖χE − χAk
‖p = אז .Ak =

∐k
i=1 Ei ,E =

∐∞
i=1 Ei זרות, מדידות קבוצות Ei יהיו

מידה λ ïלכ .λ(Ak) = Φ(χAk
) → Φ(χE) = λ(E) ,Φ מרציפות .(µ(E \ Ak))

1
p → 0

,(Lp(µ)Îב χE ≡ 0 í"íא µ(E) = 0 (כי λ(E) = 0 אזי µ(E) = 0 íא כי וברור מרוכבת,
Φ(χE) =

∫
E

gdµ =Îש êכ g ∈ L1(µ) פונקציה קיימת ,íניקודיÎïרדו ממשפט .λ ≺ µ כלומר
,L∞(µ)Îב f לכל íג ïלכ פשוטה. פונקציה לכל Φ(f) =

∫
fgdµ אז מדידה. E לכל

∫
χEgdµ

.‖Ψ‖ = sup0 6=f∈Lp(µ)
|Φ(f)|
‖f‖p

17
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המידה תורת מכפלה1 מידות 1.14

‖f − :fi פשוטות פונקציות של שווה במידה גבול היא f ∈ L∞(µ) כל כי ,
∫

fgdµ = Φ(f)

המשפט. טענות ומתקיימות g ∈ Lq(µ) כי להראות êצרי .Φ(fi) → Φ(f)⇐= fi‖p → 0

| 1
µ(E)

∫
E

gdµ| ≤ ,µ(E) = 0íא ïלכ ,|
∫

E
gdµ| ≤ ‖Φ‖‖χE‖1 = ‖Φ‖µ(E) ,p = 1 עבור

תמיד .‖g‖∞ ≤ ‖Φ‖Îו g ∈ L∞(µ) ïלכ .x כל Îµכמעט עבור g(x) ≤ ‖Φ‖ ïומכא ‖Φ‖
.f ∈ Lp(µ) לכל

∫
fgdµ = Φ(f) íמתקיי ïולכ הלדר, ïשוויוÎמאי ‖g‖q ≥ ‖Φ‖

נגדיר .αg = |g|Îו ∀x |α(x)| = 1Îש êכ α מדידה פונקציה קיימת ,1 < p < ∞ עבור
כי לב íנשי .|f |p = |g|q íמתקיי En על .f = χEn

|g|q−1α ,En = {x : |g(x)| ≤ n}
.f ∈ L∞(µ)∫

χEn
|g|qdµ =

∫
χEn

|g|q−1αgdµ

=
∫

fgdµ = Φ(f)

≤ ‖Φ‖‖f‖p

= ‖Φ‖(
∫

En
|g|qdµ)

1
p

ההתכנסות וממשפט ,
∫

χEn
|g|qdµ ≤ ‖Φ‖q כלומר ,(

∫
χEn

|g|qdµ)
1
q ≤ ‖Φ‖ ,ïמכא

Φ(f) = ,ïכ על יתר .‖g‖q ≤ ‖Φ‖Îו g ∈ Lq(µ) ïלכ .
∫
|g|qdµ ≤ ‖Φ‖q המונוטונית,18

.Φ(f) =
∫

fgdµ ,f ∈ Lp(µ) לכל ïולכ רציפות, f Îו Φ ,L∞(µ) צפופה קבוצה על
∫

fgdµ

0 <Îש êכ מדידות קבוצות של זר איחוד X =
∐∞

n=1 Xn אזי Îσסופית. µ כי נניח כעת
,µ̃(E) =

∫
E

hdµ :µ̃ חדשה מידה נגדיר .x ∈ Xn עבור h(x) = 1
n2µ(Xn) נגדיר .µ(Xn) < ∞∫

|h
1
p F |pdµ = כי לב íנשי .Lp(µ̃) → Lp(µ) : F 7→ h

1
p F העתקה נגדיר .µ̃(X) < ∞

Ψ : Lp(µ̃ → נגדיר ,Lp(µ) חסוΦíעל לינארי פונקציונל ïבהינת .
∫
|F |pdµ =

∫
|F |pdµ̃ < ∞

êכ G ∈ Lq(µ̃) קיימת ïולכ Lp(µ̃) על íחסו לינארי פונקציונל Ψ .Ψ(F ) = Φ(Fh
1
p ) ,C∫

|g|pdµ =
∫
|G|qdµ̃ = אזי .g = h

1
q G נגדיר .∀F ∈ Lp(µ̃)

∫
FGdµ̃ = Ψ(F )Îש

‖g‖∞ = ‖G‖∞ = ‖Ψ‖ = ,q = ∞Îו p = 1 וכאשר ,1 < p, q < ∞ כאשר ‖Ψ‖q = ‖Φ‖q

,Φ(f) = Ψ(h−
1
p f) =

∫
h−

1
p fGdµ̃ =

∫
fGh

− 1
p

h dµ =
∫

fGh
1
q dµ =

∫
fgdµ ïוכ ‖Φ‖

.g הגדרתת עלÎפי

מכפלה מידות 1.14

היא המטרה ושלמות. Îσסופיות µi כי נניח מידה. מרחבי (X2,M2, µ2) ,(X1,M1, µ1) יהיו
.X1 ×X2 על µ1 × µ2 מכפלה מידת להגדיר

.B ∈M2 ,A ∈M1 ,A×B מהצורה קבוצה הוא מדיד ïמלב הגדרה.

אלגברה הוא A .íמדידי íמלבני של íהזרי íהסופיי íהאיחודי כל של óהאוס A יהי :51 טענה

קבוצות. של

עולה. הפונקציות סדרת ,E1 ⊆ E2 ⊆ . . .Îש 18היות
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מכפלה מידות המידה1.14 תורת 1

.((A×B)C = (AC×BC)∪(AC×B)∪(A×BC))AÎב הוא מדיד ïמלב משליíשל הוכחה.

(תרגיל). דומה ïבאופ – íאיחודי

מקיימת µ0 ,A איברי עבור כי נראה .µ0(A×B) = µ1(A)µ2(B) A×Bנגדיר ïמלב עבור
.µ0(

∐m
i=1 Ri) =

∑m
i=1 µ0(Ri)

.A על לקדÎíמידה יחידה הרחבה יש µ0Îל :52 טענה

לכל .µ0(A×B) =
∑∞

i=1 µ0(Ai×Bi) A×Bאזי =
∐∞

i=1 Ai×Bi íא כי נראה הוכחה.

Îσאדיטיביות óבצירו ,êמכ .(x1, x2) ∈ Aj ×BjÎש êכ יחיד j בדיוק יש x2 ∈ B ולכל x1 ∈ A

עבור המונוטונית ההתכנסות ממשפט .χA(x1)µ2(B) =
∑∞

j=1 χAj (x1)µ2(Bj) כי נובע ,µ2

.µ1(A)µ2(B) =
∑∞

j=1 µ1(Aj)µ2(Bj) χA(x1)µ2(B)נובע = lim
∑n

j=1 χAj (x1)µ2(Bj)

והיא היטב מוגדרת µ0(
∐m

i=1 Ri) =
∑m

i=1 µ0(Ri) עלÎידי AÎל µ0 שהרחבת נובע כעת
(תרגיל). קדÎíמידה

הÎσÎאלגברה µ0למידהעל יחידהµשל ישהרחבה ,Aאלגברה µ0קדÎíמידהעל ïבהינת :53 משפט

.A עלÎידי Mהנוצרת

24.12.2008 .AσÎמ קבוצות סדרת êחיתו :Aσδ ;A איברי של מניה בני íאיחודי :Aσ קבוצות; של Aאלגברה
.µ∗(E) = inf{

∑
µ0(Ei) : E ⊆

⋃
Ei, Ei ∈ A} נגדיר

.Ex2 = {x1 : (x1, x2) ∈ E} ,Ex1 = {x2 : (x1, x2) ∈ E} ïנסמ ,E ∈M עבור

Îµ2מדידה, x2 7→ µ1(Ex2)והפונקציהx2 Îµ1מדידהלכל Ex2היא Eאזי ∈ Aσδ íא :54 טענה

.
∫

X2
µ1(Ex2)dµ2(x2) = (µ1 × µ2)(E)

,x2 ∈ BÎב ϕA×B(x2) = µ(A) זה, במקרה בדיד. ïמלב E = A × B עבור íמתקיי הוכחה.

מדידה. – אחרת 0

מדיד; Ex2 =
∐∞

i=1 Ex2
i .Ei = Ai × Bi ,E =

∐∞
i=1 Ei íנרשו ,E ∈ Aσ עבור

.ϕE(x2) =
∑∞

i=1 ϕEi
(x2)

,(µ1×µ2)(nF ) =
∫

X2
µ1(nF x2)dµ2(x2) ,n לכל .nF =

⋃n
i=1 Ei ,nF x2 =

⋃n
i=1 Ex2

i נגדיר
.(µ1×µ2)(E) =

∫
X2

µ1(Ex2
i )dµ2(x2) המונוטונית ההתכנסות ממשפט ,nF ↗ EÎש והיות

E1 ⊇ יורדת מונוטונית סדרה קיימת אז .(µ1 × µ2)(E) < ∞ ונניח E ∈ Aσδ תהא כעת,
.(íאיברי של סופי êלחיתו מסגירותה (וזאת Ei ∈ Aσ כאשר

⋂∞
i=1 Ei = E ,E2 ⊇ . . .

,fj(x2) = µ1(Ex2
j נגדיר .(µ1 × µ2)(E1) < ∞Îש להניח הכלליות הגבלת בלי ïנית

19.µ1(Ex2
j ) < ∞ ,x2 לכל כי נניח .Ei ∈ Aσ מדידה, Ex2 =

⋂∞
1 Ex2

i .f(x2) = µ1(Ex2)

מדידה. f ïולכ מדידה, fj כל .f(x2) = limj→∞ fj(x2) אז
.
∫

X2
f(x2)dµ2(x2) = lim

∫
fj(x2)dµ2(x2)íקיי ïולכ פונקציות, סדרהמונוטוניתלאעולהשל fj(x2)

X2 = ,X1 =
S∞

j=1 Fj נכתוב Îσסופיות; מידות אלו כי נזכור .µ1(X1), µ2(X2) < ∞ כאשר íמתקיי 19זה

כללי, ïובאופ ,E ⊆ Fj × Gj íא מתקיימת הטענה סופיות. ממידות Gj ⊆ Gj+1 ,Fj ⊆ Fj+1Îל
S∞

j=1 Gj

נובעתממשפטההתכנסותהמונוטונית. הטענה .jE = E∩(Fj×Gj) כאשר
R

µ1(jEx2 )dµ2(x2) = µ1×µ2(jE)
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המידה תורת מכפלה1 מידות 1.14

E ∈ M תהא :ïקט בהבדל ,E ∈ M קבוצה כל עבור íג מתקיימת לעיל הטענה :55 טענה 29.12.2008∫
X2

µ1(Ex2)dµ2 = íומתקיי Îµ1מדידה היא Ex2 ,x2 ∈ X2 כל לÎµ2Îכמעט אזי מדידה.
.(µ1 × µ2)(E)

.0 ממידה E כי ראשית נניח הוכחה.

.(µ1 × µ2)(F ) = 0Îו E ⊆ F Îש êכ F ∈ Aσδ קיימת :1.55 למה

עבור ïולכ ,x2 כל Îµ2כמעט עבור µ1(F x2) = 0 ,F עבור (*)Îמ .x2 ∈ X2 לכל Ex2 ⊆ F x2

.íמתקיי (*)Îו ,µ1(Ex2) = 0 ומידתה מדידה Ex2 ,x2 כל Îµ2כמעט

כללית: E ∈M עבור

.(µ1 × µ2)(Z) = 0 מקיימת Z = F \ EÎש êכ E ⊆ F ∈ Aσδ קיימת :2.55 למה

לÎµ2Îכמעט Îµ1מדידה Ex2 ïולכ Ex2 = F x2 \ Zx2 ,F x2 \ Ex2 = Zx2 ,Ex2 ⊆ F x2

.íמתקיי (*) ïולכ x2 כל לכמעט µ1(Ex2) = µ1(F x2)− µ1(Zx2) .x2 כל

אינטגרבילית. ,X1×X2 על מדידה פונקציה f תהא Îσסופיות. µ2מידות ,µ1 (פוביני): 56 משפט

;(X1, µ1) אינטגרביליתעל fx2(x1) = f(x1, x2)הפונקציהx2 ∈ X2 Îµ2כמעטכל עבור (1) אזי
על אינטגרבילית x2 7→

∫
X1

fx2(x1)dµ1(x1) =
∫

X1
f(x1, x2)dµ1(x1) הפונקציה (2)

;(X2, µ2)

.
∫

X1×X2
fd(µ1 × µ2) =

∫
X2

∫
X1

f(x1, x2)dµ1(x1)dµ2(x2) (3)

עבור המשפט את להוכיח די ,íלינאריי íצירופי תחת נשמרות המשפט שטענות היות הוכחה.

פונקציות של עולה סדרה קיימת אינטגרבילית. איÎשלילית פונקציה f תהא איÎשליליות. פונקציות
המשפט טענות את להסיק ïנית ïמכ לאחר ïשכ ,ïעבור להוכיח ומספיק ,f Îל השואפות פשוטות

המונוטונית. ההתכנסות משפט בעזרת
.íלינארייíנובעמהטענההקודמתומההערהשהטענותעוברותלצירופי פונקציותפשוטות, עבור
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