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היוונית המתמטיקה 1

היוונית הואבמילה מקורהשí"מתמטיקה" .íהביניי בימי כבר החל העיסוקבתולדותהמתמטיקה1 15.5.2008

ïהרו זאת שמתאר כפי "לחקור/ללמוד", µανθάνειν היווני בפועל שנגזרת "לימוד" µάθηµα
אנטוליוס: את בצטטו האלכסנדרוני

“no one can acquire knowledge of the subject called ‘mathematics’ unless he has

first gone through a course of instruction in it . . . ”

היוונית המתמטיקה 1

האיÎרציונלים המספרים 1.1

של תחילתה את למעשה, ,ïמסמ לפנה"ס 5Îה במאה íהיווני עלÎידי íרציונליÎהאי íהמספרי גילוי
.íמסויי דבר לעשות שאיÎאפשר הוכיחו בה הראשונה íהפע זו למתמטיקה; בהתייחסות מהפכה
המקרה [ציור] A+Bעבור = CÎש שאומר פיתגוראס, משפט זההתבססעל גילוי הדעות, לרוב
לפי ,íרציונלייÎהאי גילוי [óנוס [ציור :íשוקייÎשווה משולש עבור הוא המשפט של ביותר הפשוט
.íשוקייÎושווה ישרÎזוית משולש של וליתר לצלע 2óמשות מדד למצוא ïנית שלא הגילוי הוא זאת,

לפנה"ס(: השלישית )המאה אריסטו של בכתביו מופיעה זו לעובדה הוכחה
המקורית הטענה את íומוכיחי שקרית מסקנה íמסיקי השלילה êבדר íשמסיקי אלה "כל
ברÎהשוואה איננו ריבוע של הקוטר למשל, שלילתה; מהנחת נובע בלתיÎאפשרי כשמשהו היפותטית
ואז ,óמשות מדד שיש íמניחי íא íזוגיי íלמספרי íשווי íזוגייÎאי íשמספרי בגלל הצלע íע
íע ברÎהשוואה איננו ïהאלכסו כי והוכח ,íזוגיי íה íזוגייÎאי íשמספרי ההיסק מכלל íמסיקי

(Analytica Priora I.23) שקרית." למסקנה íמגיעי כי הצלע,
זו. עובדה התגלתה ïאכ êשכ ïלהאמי קשה זאת, íע

נחקרו כאשר התגלו íרציונליÎשהאי היא ,3 Kurt von Fritz העלה אותה אחרת, סברה
מחומש מתקבל ,íאות íמעבירי וכאשר ,íשווי בו íהאלכסוני כל המשוכלל. במחומש íארכי יחסי
íלש .(AC) ïולאלכסו (AB (הקטע לצלע óמשות מדד למצוא היא המטרה [ציור] חדש:4 משוכלל

האוקלידי. íבאלגורית íמשתמשי ,êכ
B′CÎול ABÎל óמשות מדד כעת, [שרטוט] :|AB| = |AB′|Îש êכ AC על B′ נקודה נחפש
.|AC ′| = |B′C|Îש êכ AB′ על C ′ íמחפשי כלומר, [ציור] :êבתהלי êנמשי 5.AC את ימדוד
ïולכ ,|AC ′| = |C ′D| íמתקיי íאול ,B′C ′Îו AC ′ עבור óמשות מדד למצוא היא כעת הבעיה

בעיה. לאותה חזרנו :íיסתיי לא íלעול êהתהלי
מוצק. איננו זו לסברה ההיסטורי הבסיס

אמריקה. íודרו הודו ,ïסי כמו ,íבעול íאחרי íמאיזורי במתמטיקה ïנדו לא 1המערבית;
.íשל íחלקי במספר מהצלעות אחת כל שימדוד סרגל 2דהיינו,

The Discovery of Incommensurability by ,46–242 עמ' Annals of Mathematics 46 (1945)Î3ב

.Hippasus of Metapontum

.72◦Îב סיבוב – סימטרייה מטעמי זאת 4כל
הוכח! – |AB| = |AB′| מתקבל ,íהאלכסוני êחיתו נקודת להיות B′ את íמגדירי íא כי 5נעיר
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íרציונליÎהאי íהמספרי היוונית1.1 המתמטיקה 1

כאשר t = 1
a1+r1

עלÎידי המוגדר משולב, כשבר היא 0 < t < 1 לכל הטבעית ההצגה
ביטוי óלבסו íמקבלי .r1 עבור êהתהלי על íוחוזרי )0 < r < 1( r1 = 1

t − [ 1t ]Îו a1 = [ 1t ]
רציונלי.6 t íא ורק íא סופי הפיתוח .(ai ≥ 1) t = 1

a1+
1

a2+
. . .

מהצורה

פשוט": "הכי האיÎרציונלי המספר ,ïכ íא הוא, המשוכלל במחומש ïלאלכסו הצלע של היחס
ïשכ ,ïכא מתקבל והוא ,1 = a1 = a2 = . . . שעבורו זה הוא ביותר הפשוט המשולב השבר
לנקודת בו וחזרנו המשולב השבר פיתוח êלתהלי זהה שביצענו êשהתהלי והיות 1

2 = |AB|
|AC| < 1

t2 + t − 1 = 0 כלומר ,t = 1
1+t ולמעשה t = 1

1+ 1

1+
. . .

כלומר, מתקבל. זה מקרה ההתחלה,

7.t = −1+
√

5
2 Îו

סדרה שמתאר מסמירנה, ïלתיאו íרציונליÎהאי íהמספרי גילוי את מייחס 8Wilbur Knorr

מהזוג íמיוצרי אלה íמספרי ."ïאלכסו ו"מספרי צלע" "מספרי קורא הוא íלה íמספרי זוגות של
בסדרה .

(
1
1

)
,
(
2
3

)
,
(
5
7

)
,
(
12
17

)
:dn+1 = dn + 2snÎו sn+1 = sn + dn הנוסחאות עלÎידי (1, 1)

íמתקיי זו,
d2

n+1 − 2s2n+1 = (dn + 2sn)2 − 2(sn + dn)2

= d2
n + 4dnsn + 4s2n − 2s2n − 4sndn − 2d2

n

= 2s2n − d2
n

= (−1)(d2
n − 2s2n)

.
√

2
2 Îל íקירובי íנותני הללו הזוגות ïבי íהיחסי

íהמספרי את מסביר ,ïאפלטו כתבי על בפירושו לספירה), החמישית המאה (אמצע פרוקלוס
íמוסיפי כאשר והוא, אלכסוניíוצלעות, הבאעל אתהמשפטהאלגנטי הפיתגוראיíהציעו :êכ הללו

חדש. ïואלכסו חדשה צלע íמקבלי ,ïהאלכסו íפעמיי את לצלע íומוסיפי הצלע את ïלאלכסו
:10 טענה לאוקלידס, "היסודות" של השני לספר מפנה הוא

(2a+ b)2 + b2 = 2a2 + 2(a+ b)2

:9 טענה íג מופיעה לצידה .((2a+ b)2 − (a+ b)2 = 2a2 − b2 :íמקוד הזהות למעשה, (זו,

(2a− b)2 + b2 = 2a2 + 2(a− b)2

מקטינה êא ,ïהסימ התחלפות על ששומרת רקורסיה íמקבלי שוב íאגפי íמעבירי íא ,ïכא íוג)
אלו? טענות בניסוח אוקלידס מטרת היתה מה .(íהמספרי את

האלו.9 íהמשפטי את אוקלידס הוכיח íשבאמצעות íבשרטוטי ïנתבונ זו, טענה ïלבחו כדי
[01.2 [ציור

ביותר. íהטובי íהרציונליי íהקירובי את לקבל ïנית זו הצגה קטימת עלÎידי ,ïכÎ6כמו

.1, 1
2
, 2
3
, 3
5
, 5
8

. . . פיבונאצ'י: סדרת מתקבלת הזה, המשולב השבר קטימת 7עלÎידי
American Math-Îב íשפורס ,Rational Diameters and the DIscovery of IncommensurabilityÎ8ב

.ematical Monthly 1998 pp421–9

íהשרטוטי בחשיבות ïשד ספר כתב Reviel Netz .íהשרטוטי את íמכילי לנו íשידועי היד כתבי שכל ïלציי 9יש

.íהיווניי íהמתמטיי íבכתבי
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היוונית המתמטיקה 1íחרוטיי íחתכי 1.2

עבורו ,|AF |2Îל שווה שמאל óאג פיתגוראס, משפט ולפי ,b = DF Îו 2a + b = AD ,ïכא
מתקבל ïומכא ,|EF |2 = 2(a+ b)2Îו |AE|2 = 2a2 êא .|AF |2 = |AE|2 + |EF |2 íמתקיי

הדרוש.
[9.2 [ציור

לב íנשי êא ,|AF |2 = |HF |2 + |AH|2 = (2a − b)2 + b2 = |AE|2 + |EF |2 ,ïכא
הדרוש. ומתקבל ,|EF |2 = 2a2Îו |AE|2 = 2(a− b)2Îש

]ציור[ בהרבה: íפשוטי íבשרטוטי הבעיות את לפתור ïנית קנור, שמראה כפי שני, מצד
מופיעותההוכחות. בו אתההקשר ïישלבחו êכíלש אוקלידסהוכחהמסובכת? ïנות מדוע ,ïכíא
גיאומטריתלבעיותריבועיות גירסה זוהי ולמעשה ,íריבועי ישנíעודמשפטיíדומיíעל השני בספר
למשל, יתדות, בכתב .x+y íוסכומ xy íמכפלת נתונה כאשר yÎו x íמספרי למצוא יש בו מהסוג

פתרונות. íע כנ"ל בעיות הרבה íמוצאי
של íסכו ïנתו" מהצורה שני מסדר בעיות לפתור שיטות היו íוהבבלי íהשומרי אצל ,ïכ íא 22.5.2008

הלוחות (מאות) לפי אלה שיטות אחר לעקוב ïנית ."íהמספרי שני את מצא ;íומכפלת íמספרי שני
שנמצאו.10

."yÎו x את מצא ;x − yÎו x2 + y2 ïנתו" מהסוג בעיות ïלפתרו מתאימות II.9,10 הטענות
וצלע ïאלכסו למספרי הנוסחה שאת íג ïטוע קנור טבעית. êכÎכלÎהלא הבנייה קנור, ïטוע ,ïמכא
íשמתאימי íמספרי íמקבלי ,a = dÎו b = s íמציבי íא זה: בציור התבוננות עלÎידי גילו
ïשכא ïטוע קנור הצלעות; ארכי את למדוד ïנית לא רקורסיה, שיש êכ לפי יותר. ïהקט למשולש

.íרציונלייÎהאי את íהיווני גילו

חרוטיים חתכים 1.2

השלישית במאה אוקלידס, של בזמנו כבר .íהחרוטיי íהחתכי תיאוריית את íג פיתחו íהיווני
ספר כתב אפולוניוס והמעגל. הפרבולה ההיפרבולה, האליפסה, של íתכונותיה את הכירו לפנה"ס,

שלו). (כנראה תוצאות הרבה íע ,êכ על íשל
למשל, .íגופי מיני כל של íונפחי íשטחי לחשב הצליח לפנה"ס, השלישית במאה ארכימדס,

המיתר: ïובי הפרבולה ïבי הכלוא השטח את לחשב ידע הוא בה, ומיתר פרבולה ïבהינת
.C êדר הפרבולה11 לציר המקביל CM ישר íמעבירי .(AC = CB) המיתר את íחוצי

.DÎב הפרבולה íע שלו êהחיתו נקודת את íמסמני

.ADB המשולש שטח 4
3 Îל שווה לפרבולה המיתר ïבי השטח :1 משפט

íהראשוני ïבי היה אוקלידס השומרית. המתמטיקה את כלל הכירו לא íשהיווני ïלציי יש
אוקלידס, בזכות ברנסנס, היטב íמוכרי היו ארכימדס של ספריו לשונות. להרבה תורגמו שספריו

EMXIF היתר. ïבי

.ïבפתרונ êהצור ברור שלא בעיות ïבפתרו ביתÎספר תלמידי להוגיע ïיומי עתיקת מסורת הנראה ככל 10זו
EMXIF סימטרייה ציר יש שלו חרוט, íע מישור êחיתו עלÎידי נוצרת 11פרבולה
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íחרוטיי íחתכי היוונית1.2 המתמטיקה 1

12.íוחסומיíחוסמיíמצולעי עלÎידי קירובהשטח ארכימדס–שיטתהמיצוי: שיטתההוכחהשל
.na > bÎש êכ n íקיי b אחר גודל לכל אז ,0Îמ שונה a גודל íא ארכימדס: אקסיומת

óקל על אותו מצאו – íשני כמאה לפני עד ידוע היה שלא ארכימדס של ספר השיטה": "על
.Heiberg עלÎידי נעשה הספר של הוודאי זיהויו .íבירושלי מחדשבכנסייתהקבר עליו וכתבו שנמחק
êלמש שוב היד כתב íנעל לאנגלית), íתורג (ואז לגרמנית íבתרגו הספר את הוציא שהוא לאחר

במרילנד. כלשהו óלאוס ותרמוהו פומבית במכירה מכרוהו אותו, מצאו ואז שנה, 90Îכ
בה. הספרייה על אחראי שהיה באלכסנדריה, íהמלומדי מגדולי ארתוסטנס, עבור נכתב הספר
íדברי êל לשלוח רוצה אני עכשיו . . . שמצאתי íהמשפטי את êל שלחתי ïמזמ" כתב: ארכימדס

." . . . íנוספי
המיצוי. שיטת על ידע דמוקריטוס שכבר ïטוע .הוא את הוכיח אאודוקסוס ארכימדס, לפי

íע מוט יש íא מכניקה: על מתבססת הפרבולה שטח בדבר למשפט ארכימדס של ההוכחה
.aw = bv íמתקיי íא יתקבל משקל שיווי משקלות,

המשולש. שטח íפעמיÎ4 את שני ומצד אחד, מצד הפרבולה את "שוקל" ארכימדס
.AB למיתר Dמקביל בנקודה המשיק

נקודה T יותר, כללי ïבאופ .DE = CDÎש êכ E בנקודה CD הישר את êחות BÎב המשיק
TS היחס .RÎו SÎב êהחיתו נקודות את íומסמני לציר שמקביל הישר את íמעלי שרירותית13;

.ABÎלAT ליחס שווה TRÎל
נמצא RT של המרכז .GÎב שמרכזו êכ מקבילה בצורה אותו íונשי ST êבאור קטע ניקח
ïשנשע GB למוט ביחס משקל בשיווי RT Îו S′T ′ הפרבולה, מתכונות .RT הישר על Q בנקודה
בשיווי נמצא לשקול שרצינו הפרבולה של הקטע ,ïמכא .íמקבילי TQÎו FA כי ,F הנקודה על
כולו המשולש ;íהתיכוני במפגש הוא משולש של הכובד שמרכז ידוע .ABH המשולש íע משקל
.ADB המשולש 4

3 כנגד שוקל הפרבולה של הקטע ,ïמכא הפרבולה. של מהקטע שלושה פי שוקל
האינטגרציה. ניצני את זו בהוכחה לראות ïנית

."íמשפטי לגלות êדר" רק אלא הוכחה, לא שזו ïטע שארכימדס ïלציי יש
π(r2 + h2) = πR2 אז .πh2 מהחרוט, שני, מצד .πr2 ששטחו r ברדיוס עיגול יש h בגובה

אותו. íהחוס הגליל נפח 2
3 Îל שווה הכדור נפח ,ïמכא גובה. בכל

שווה êחת כל êאור íא אינפיניטסימלי): ïחשבו לפני (שנוסח Cavalieri ïעיקרו את מזכיר זה
כאשר לחרוט הכדור את להעביר הוא ïכא עושה באמת מהשארכימדס .íשווי íשטחיה ,íהגופי ïבי

הכדור. כשטח ששטחו מעגל הוא הבסיס
זה? את הכיר מי

ספר בתי כמה היו קטנה; מאוד היתה íהיווני בתקופת íהמתמטיקאי של שהקהילה מסתבר
ורטוריקה שירה לימדו בו íמקו בכל לא אבל באלכסנדרייה, בספרייה ומרכז הקטנה ובאסיה ïביוו
ולמערב. íלערבי íומש íלביזנטי עברה המתמטיקה דבר של בסופו זאת, íע מתמטיקה. íג לימדו

זו. בשיטה (óההיק חצי íפעמי רדיוס הוא השטח (כלומר, והיקפו מעגל שטח ïבי הקשר את היתר, ïבי ,í12מוכיחי
ששורטט. כמו ,CÎל A ïבי דווקא 13לאו
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היוונית המתמטיקה 1íהמספרי תורת 1.3

המספרים תורת 1.3

.íשלמי íמספרי של תכונות הוא עניינה ההלניסטי. íבעול íהמספרי תורת של מקורה 29.5.2008

הבאות: הטענות בפרט, זו. לתורה íמיוחדי אוקלידס של מספריו כמה
("מודד") מחלק ראשוני ומספר – מספר íנותני ,íאות íכופלי כאשר ,íמספרי שני íא :30.VII

.íהמקוריי íהמספרי אחד את מחלק הראשוני המספר אזי – המכפלה את
ראשוני. מספר עלÎידי מתחלק ראשוני שאיננו מספר :31.VII

הוא טבעי מספר כל :íהמספרי תורת של היסודי המשפט את להוכיח ïנית אלו טענות משתי
.íראשוניי íמספרי של סדר, כדי עד יחידה, מכפלה

ודאי. לא זה êא אותו, שהכיר נראה היסודי. המשפט את ïמציי אינו óוא מוכיח איננו אוקלידס
איננו הוא íג íא .n1Îב מתחלק ראשוני שאיננו n כזו: היא המשפט בהוכחת העיקרית הנקודה

הראשונה. בטענה שימוש êתו מוכחת היחידות בראשוני. מתחלק הוא אזי ראשוני,
1Îמ החל ïאותíונסכ 2 אתהחזקותשל נציג íא :36.IX אוקלידס: נוספתשמוצאיíאצל בנייה
כלומר, .íמושל מספר נקבל האחרונה, בחזקה íהסכו את ונכפול ראשוני מספר ïית íשהסכו עד
.n 6= di | nÎל

∑
di = n כלומר, – íמושל n = p2k−1 ראשוני, 1 + 21 + . . .+ 2k = p íא

.íמושלמי íמספרי 1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28Îו 1 + 2 + 3 = 6 למשל,
מספר íשא הוכיח ,18Îה במאה אוילר, ;íמושל הנ"ל מהצורה מספר שכל מראה רק אוקלידס

ראשוני. 2k − 1 כאשר (2k − 1)2k−1 מהצורה הוא אזי íמושל הוא זוגי
לקורא. כתרגיל מושארת איÎזוגי íמושל מספר יש íהא הבדיקה

קומבינטוריקה 1.4

מאוד היתה ההלניסטית בתקופה הקומבינטוריקה שרמת חשבו ,íשני מעשר יותר קצת לפני עד
פלוטארכוס, של כמהשורותמסתוריותבכתביו אולíהיו ידיעותבנושא. כêשלאשרדו êסמÎעל בסיסית,
טענותפשוטות 10Îכריסיפוסאומרשמספרהטענותהמורכבותמ" :êכ ארוחתערב בתיאורשל שכתב
103,049 ïישנ החיובי שבצד שהראה עלÎידי הזו הטענה את סתר ïאכ היפארכוס .ïממיליו יותר הוא

".310,952 השלילי ובצד מורכבות, טענות
אלו. íמספרי של íפשר מה ידוע היה לא ,1997 עד

שרדר מספר הוא ïהראשו שהמספר לב íש ïבוושינגטו D. Hough íבש אוניברסיטה תלמיד
Stanley של בספרו הציטטה את מצא הוא טענות. בעשר שמדובר כתוב ïשכ ,ïמעניי דבר – העשירי

תמוה. נותר השני המספר בנושא. אליו וכתב
שרדר מספר הוא S(n) כאשר ,310954 = S(11)−S(10)

2 Îש íאנשי כמה לב שמו כשנה, לאחר
במקור. שמופיע המספר ïאכ וזה פלוטארכוס של כתביו בהעתקת טעות שהיתה להיות יכול .nÎה

.Δυo היתה במקור המילה ואילו ,Δ עלÎידי נכתב 4Îש êלכ קשור זה אולי
עלÎידי כזה למספר להגיע קל לא יותר: עמוקה משמעות ישנה התגלית מאוחרי ,êכ או êכ
יעילה היתה לא זו חישוב ששיטת ודאי כלשהי. חישוב שיטת היתה כנראה האפשרויות. כל ספירת
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ïהרו השימושית: האסכולה היוונית1.5 המתמטיקה 1

íשידיעותיה מעידה הללו íלמספרי הגיעו íשהיווני העובדה íעצ êא המודרניות, שהיטות כמו
גבוהות.14 יחסית היו בקומבינטוריקה

שרדר? מספרי íמה
íהדרכי מספר את íמייצגי שמו על íהקרויי íהמספרי .19Îה מהמאה מתמטיקאי היה שרדר
למשל, .(S(1) = 1 íומגדירי) íשניי לפחות íמקיפי כאשר ,íשוני íסימני n íבסוגריי óלהקי

.(x(xx) ,(xx)x ,(xxx) ïה (האפשרויות S(3) = 3 ,((xx) = ((x)(x)) (כי S(2) = 1

.S(n) =
∑

i1+...+ik=n,k≥2 S(i1)S(i2) . . . S(ik) לחישוב: הרקורסיבית הנוסחה
f(x) = S(1)x+ אחתהדרכיíהיאלהגדיר יוצרות. פונקציות לחשבאתS(n)עלÎידי יותרקל
מדי: גדול לא nÎו ïקט מספיק xÎכש שמתכנס חזקות (טור S(2)x2 + S(3)x3 + . . .+ S(n)xn

.S(n) ≤ 100n עלÎידי למשל S(n) את íלחסו ïנית ïלכ ,íביטויי מאשר íסוגריי יותר ïאי לבטח
לפונקציה). התכנסות רדיוס שיש אומר כזה íחס

f(x)2 = S(1)S(1)x2 + (S(1)S(2) + הרקורסיבית: הנוסחה את לבטא ננסה כעת,
לראות קשה לא וכו'. f(x)3 = S(1)3x3 + (3S(1)2S(2))x4 + . . .Îו S(2)S(1))x3 + . . .

.f(x) = x+ f(x)2 + f(x)3 + . . . כי
,z − z2 = x− xz + z2 ,ïמכא .z = x+ z + z2 + . . . = x+ z2

1−z אז .f(x) = z נכתוב

.z = (1+x)−
√

(1+x)2−8x

4 את לפתח êשצרי íמקבלי .2z2 − (1 + x)z + x = 0 או
(1 − t)

1
2 =

∑∞
0

( 1
2
n

)
(−t)n = 1 − 1

2 t −
1
8 t

2 − . . . − (1 − t)k = בפיתוח ניעזר
15.

∑k
0

(
k
j

)
(−t)j

(1 + (כי f(x) = x +
∑∞

2 S(n)xn = 1
4 [1 + x − (

∑∞
0

( 1
2
n

)
(−6x + x2)n)] ,ïמכא

.(x)2 − 8x = 1− (6x− x2)

לפחות מתפצל קדקוד כשכל íמישוריי íלעצי האפשרויות מספר גíאת íמתארי שרדר מספרי
.íפעמיי

טענות, 10 של íסוגריי באמצעות óלצירו íהדרכי ïה פשוטות טענות 10Îמ המורכבות הטענות
מתייחסת כשהשלילה – בהתחלה שלילה הטענות עשר של למחרוזת íמוסיפי – S(10)+S(11)

2 ועבור
óלהקי íהדרכי כל אז מתלכדות. íהדרכי שתי אחת, טענה רק יש íא הראשונה; המורכבת לטענה

הנ"ל. המספר את ïנות שנשללה הראשונה הטענה íע הראשונות הטענות עשר את

הרון השימושית: האסכולה 1.5

5.6.2008 במאה – ïהרו וארכימדס, אוקלידס של והוכחות) אקסיומות על (התבססות לתיאורטיות בניגוד
משולש, לשטח ïהרו נוסחת מוכרת: דוגמה יותר. השימושית המתמטיקה את ייצג – לספירה IÎה
שארכי משולש ïבהינת הוכחה): íע – "מטריקה" בספרו הופיעה אותה, גילה לא כנראה שהוא óשא

.
√
S(S − a)(S − b)(S − c) הוא המשולש ושטח S = a+b+c

2 ïנסמ ,a, b, c צלעותיו

íשה אומר לא íידיעותיה לגבי שלנו הידיעה חוסר אותו: מצאנו לא íא íקיי לא íמסוי שדבר מלהסיק להיזהר ê14צרי

ידעו. לא
.
`k

j

´
=

k(k−1)···(k−j+1)
j!

עלÎידי מוגדר השברי הבינומי í15המקד

10



íהביניי בימי המתמטיקה העברית2 המתמטיקה 1.6

a, b, c, d שצלעותיו אíמרובע :ïנוסחתהרו מכלילהאת הודו) ,8Îנוסחתברמגופטה(מהמאהה
.
√
S(S − a)(S − b)(S − c)(S − d) הוא המרובע ושטח S = a+b+c+d

2 ïנסמ במעגל, íחסו

העברית המתמטיקה 1.6

íעמודי מספר ïב חיבור זהו המידות. משנת הוא בעברית ביותר íהקדו הידוע המתמטי החיבור
,30Îה בשנות .íהערביי íלמונחי íמהמונחי בחלק íמסוי ïדמיו לו שיש ייחודי, במינוח שמשתמש
ïוטע לספירה השלישית או השנייה למאה אותו êתיאר הוא החיבור. של מהדורה לאור הוציא õגנ ש.
היתר, ïבי לשוני ניתוח על בהתבסס ,ïטע צרפתי בÎïעמי גד ,1960Îב .íהערבי על השפיע שהחיבור

.êהפו ההשפעה ïושכיוו השמינית, או השביעית מהמאה שהחיבור

הביניים בימי המתמטיקה 2

שמיים גרמי תנועת 2.1

המעגל של סיבובים 2.1.1

Rα(eit) = ei(α+t) = עלÎידי המוגדרת היחידה) מעגל S1Îכש) Rα : S1 → S1Îב ïנתבונ
.αÎב סיבוב זהו .eiαeit

.(Rα)q = Rαq = id אזי α = p
q 2π מחזורית: ההעתקה אזי ,2π של רציונלית כפולה α íא

שונות. (Rα)nz0 הנקודות כל אזי ,2π של רציונלית כפולה איננה α íא

צפופה (Rα)nz0 הסדרה ,z0 לכל אזי ,2π של רציונלית כפולה איננה α íא (קרונקר): 2 משפט

זו. מצורה נקודות נמצא z1z2 קטע בכל כלומר במעגל,

במאמר כבר הופיע המשפט ,d = 1 עבור המשפט; של Îdמימדית ≥ 1 גירסה ניתנה ,1887Îב
ברור (לא ïמזמ ידוע הפשוט שהמשפט מעיר הוא כאשר הכללה, íע EMXIF1842Îמ דיריכלה של

בזה). ïהתכוו למה

íמקיימי íשלמי u0, . . . , um íשא êכ θ1, . . . , θn íממשיי íמספרי íנתוני (הכללה): 3 משפט

íשלמי íקיימי ,s íשל לכל אז 16.ui = 0 ,0 ≤ i ≤ m לכל אזי u0 +u1θ1 + . . .+umθm = 0

.0 < |u0 + u1θ1 + . . .+ umθm| < 1
sm Îש êכ |ui| ≤ 2s

.0Îל מתקרבות θ1 של שכפולות אומר זה ,m = 1 כאשר דוגמה.

íעוברי ,1 ≤ i ≤ mÎל ,íיÎaiÎה כאשר a0 +a1θ1 + . . .+amθm íהביטויי על נסתכל הוכחה.

כל עבור כאלה; íשוני íביטויי (2s)m íישנ .(−s,−s+ 1, . . . ,−1, 1, . . . ,+s) íהמספרי על
נחלק כעת, ."íה"יוני אלו .0 < a0 +a1θ1 + . . .+amθm < 1 íשהסכו êכ a0 ניקח כזו, בחירה

.íהתאי למספר שווה íהיוני מספר ."íה"תאי אלו . 1
(2s)m êבאור íלקטעי (0, 1) הקטע את

אחד, בתא íיוני שתי יש íא

.íתלוייÎבלתי 1, θ1, . . . , θm אזי ,Q מעל וקטורי כמרחב R על íמסתכלי íא 16כלומר,
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משוואות ïפתרו 2.2íהביניי בימי המתמטיקה 2

0 < |(a0 + a1θ1 + . . .+ amθm)− (a′0 + a′1θ1 + . . .+ a′mθm)| < 1
(2s)m

. 1
(2s)m Îל 0 ïבי íסכו יש אחרת, .

אורזמי ניקול 2.1.2

שלושה, êכÎואחר ,íשניי ïבי המפגש בנקודות ïהתעניי הוא .íשמיי גרמי תנועת ניתח אורזמי ניקול
אסטרולוגיות. השלכות בעל חישוב – קבועה מעגלית בתנועה íשמסתובבי íגופי

ïביניה óמשות מדד íע שונות במהירויות íנעי íגופי שני íשא מברר הוא ,ïהראשו בספר
רציונלי.) המהירויות שיחס היא I ספר בכל (ההנחה פגישה. נקודת תהיה אזי רציונלי), יחס (כלומר,

.íאחרי íבזמני íמקו באותו ייפגשו בהכרח íה אזי כעת, íנפגשי íגופי שני íא :(I.4) 4 טענה

כאשר אזי המהירויות. יחס Va

Vb
= p

q ויהי המהירויות Va, Vb יהיו .(íמודרניי íבסימוני) הוכחה

מפגש. נקודת לאותה יחזרו íוה ,íשלמי íסיבובי p יעבור b ,íשלמי íסיבובי q יעבור a

רציונלי: איננו המהירויות יחס בו במקרה ïד הוא השני, בספר
ההנחהשיחסהמהירויות אתנקודתהמפגשהשנייה. eÎוב נקודתהמפגשהראשונה בdÎאת ïנסמ
חזרות מספר "לאחר :π של רציונלית כפולה איננה ed הקשת של שהזווית êלכ שקולה איÎרציונלי
נקודת ïבי הקשת .g נופלתבקשתdeבנקודה ונקודתהמפגש בשלומותו, óהוק המעגל ,deהקשת של
מפגש נקודות ïבי קשת תישאר שלא עד הלאה, êוכ צורה, באותה êתיחת והשלישית השנייה המפגש

17.dgÎמ גדול שארכה
תהיה לא קטנות. ויותר יותר לקשתות המעגל את êויחתו ad infinitum êיימש הזה êהתהלי"

עתידיות." מפגש נקודות תכיל לא שהיא êכ במעגל קטנה êכÎכל קשת
,êכ íלש הוכחה; זוהי íהא היא השאלה .íקוד שהוזכר קרונקר משפט של בהיר ניסוח ïכא יש

.ïכא מופיע êכÎכל לא זה .0Îל íשואפי הקשתות שארכי שיראה ïמנגנו דרוש
– geÎמ ïקט dgÎש במקרה טיפל הוא ראשית, :êכ בהוכחה החסר את למלא ניסה פלאטו ïפו
נקודות ïבי קשת של המקסימלי êהאור בו למצב דבר של בסופו íמגיעי ,êהתהלי על íחוזרי íא
כאשר íג קורה דומה דבר מחצי. ביותר המקסימלית הקשת êהאור את הקטנו êכ .dg באמת הוא
êבאור היא המקסימלית הקשת ,íסיבובי של סופי מספר שאחרי למסקנה ומוביל ,geÎמ גדול dg

. 12deÎמ ïקט
דיוק: מידת באותה זה כל על באמתחשב אורזמה íא רב ספק למלאאתהחסר. ïנית כזו בצורה
ïקט שהגודל מראה שהוא êכ (עלÎידי 0Îל מתכנסת שהסדרה הוכחה ארכימדס, אצל כמו ,ïכא ïאי

זמנו. את íהקדי בהחלט הוא זאת, íע .(2 פי

משוואות פתרון 2.2

íוהבבלי íהשומרי ,íשני אלפי לפני כבר ושנייה. ראשונה ממעלה משוואות לפתור íלומדי ïבתיכו
לבעיה לגשת êאי ידעו לא העתיק íבעול שורש. הוצאת עלÎידי שנייה ממעלה בעיות לפתור ידעו

.êמכ íמתעל כנראה אורזמה יותר; גדולה ge ואז ,de הקשת לחצי מעבר g בהכרח לא ïשכ איÎדיוק, ïכא 17יש
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íהביניי בימי המתמטיקה משוואות2 ïפתרו 2.2

שלישית. ממעלה כללית
ההסתברות), תורת Cardano(מאבות כמו íמתמטיקאי עלÎידי êדר פריצות היו ,16Îה במאה

ורביעית. שלישית ממעלה משוואות ïלפתרו êדר שמצאו ועוד, Ferroro ,Tartaglia

לעסוקבמשוואות כשהחלו בעיותמתמטיות. ïבפתרו התעסקו באיטליה, באוניברסיטאותהראשונות,
.êדר באותה ïפתרו למצוא שבלתיÎאפשרי התברר אשר עד – נעצרה ההתקדמות חמישית, ממעלה
,(y − s)2 + a(y − s) + b = 0Îש êכ x = y − s הזזה ונחפש x2 + ax+ b = 0Îב ïנתבונ 12.6.2008

y2 = as−b−s2 אזי ,0 = 2s−aÎש êכ s ניקח íא .y2−(2s−a)y+s2−as+b = 0 כלומר
ריבועי. שורש להוציא אלא ברירה ïואי

לראשונה .x3 + px = qÎל להגיע ïאופ באותו אפשר ,x3 = a 3 ממעלה משוואה עבור
קביעות היתה לא íשני ïבאות .(1545) Ars Magna קרדנו של בספר כללי ïפתרו êלכ íהתפרס
קרדנו פרסוíהספר, לפני íשני מספר .íמלומדי ïבי תחרויות היו ïלכ באוניברסיטאותהאיטלקיות,
שיגלה כדי עליו כבד õלח הפעיל הוא ;3 ממעלה בעיות ïלפתרו כללית êדר שTantagliaÎמצא שמע
ïתכנíימי íבאות יפרסíאתהשיטה. להבטיחשלא õנאל קרדנו אבל לו, גילה ïהואאכ .êאתהדר לו
של íהכתבי ïשבי גילה הוא .3 ממעלה למשוואה ïהפתרו את בו לכלול ורצה הנ"ל הספר את íלפרס
וקרדנו השיטה, על בעלות היתה לא לטרטליה ,ïכ íא הכלל. נמצא מת, שכבר ,Scipio del Fero

שמו. על שקרויה הנוסחה, את íפרס
יהיו שבה למשוואה להגיע כדי ,íנוספי íמשתני הכנסת היא המשוואות ïלפתרו האסטרטגיה
המשתנה(. הזזת עלÎידי הריבועי החלק את íמאפסי( x3 + px = q במשוואה ïנתבונ .3 חזקות רק

נקבל .x = u− v להציב ננסה
(u− v)3 + p(u− v) = q

u3 − 3u2v + 3uv2 − v3 + p(u− v) = q

u3 − v3 − 3uv(u− v) + p(u− v) = q

u3 − v3 + (u− v)[p− 3uv] = q

,íתקועי אנו ולכאורה ,u3 − v3 = q אז .p = 3uvÎש êכ vÎו u נבחר הביטוי את לפשט כדי
ידעו íהבבלי שכבר ïפתרו נכנס ïוכא ,u3v3 = p3

27 íמתקיי vÎו u של הבחירה êשמתו לב íנשי êא
.íמספרי שני של והפרש מכפלה –

(s+ t)2 = s2 + 4st+ t2 = ואז s2 − 2st+ t2 = q2 ,ïכ íא .st = p3

27 ,s− t = q ïנסמ

.s+ t = ±
√
q2 + 4p3

27 ,ïכ íא .q2 + 4p3

27

.x = u− v = 3

√
q
2 + 1

2

√
q2 + 4p3

27 −
3

√
q
2 −

1
2

√
q2 + 4p3

27 נקבל

אבל מדומה, מספר נקבל כזה, במקרה שורש; להוציא נוכל לא שלילי, q2 + 4p3

27 כאשר בעיה!
למשוואה. ממשי ïפתרו ïעדיי

,ïכ íא .40 íומכפלת 10 íשסכומ íמספרי שני למצוא כמו íתרגילי ïפתרו על מדבר קרדנו
,x2 = −15 ,ïכ íא .(5 + x)(5 − x) = 25 − x2 = 40 כותב הוא .uv = 40 ,u + v = 10

íשא מספר ïשאי ïטוע קרדנו .5 +
√
−15Îו 5 −

√
−15 íה íהמספרי .x = ±

√
−15 כלומר
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משוואות ïפתרו 2.2íהביניי בימי המתמטיקה 2

ïהפתרו הזה התרגיל עבור למעשה, 18.êכ הכתיבה את משאיר אבל ,−15 נקבל בריבוע אותו נעלה
.40 = (

√
65− 5)(

√
65 + 5) :íקיי הממשי

מפרארי. לוקח הוא אותו רביעית, ממעלה למשוואה ïהפתרו את מצטט קרדנו ספר, באותו
a < למצוא êאי (כלומר, êמתמש ביחס íמספרי לשלושה 10 את לחלק ïנית êאי שאל Colla

האמצעי המספר את ïנסמ הזו: הבעיה את פתר פרארי .( ba = c
b Îו a + b + c = 10Îש êכ b < c

x4 +6x2 + ïומכא x3

x +x+ x3

6 = 10 íמקבלי êמכ .x
3

6 הוא ïוהאחרו 6
x הוא ïהראשו ואז ,xÎב

לריבוע: íנשלי .x4 + 12x2 + 36x = 6x2 + 60x נקבל :íהאגפי לשני 6x2 óנוסי .36x = 60x

.(x2 + 6)2 = 6x2 + 6x

íג כללי, ïבאופ ריבועית. משוואה íומקבלי שורש íמוציאי היינו ריבוע, היה הימני óבאג אילו
:y פרמטר הוסיפו הקודמת, בבעיה כמו ,ïכא

נרצה .(x2+6+y)2 = (x2+6)2+y2+2y(x2+6) = (6x2+60x)+y2+2y(x2+6)

התנאי .= (6+2y)x2 +60x+(y2 +12y) נתוב ïלכ ,íמושל ריבוע יהיה ïימי óבאג הביטוי íשג
את íפותרי 19.3600 = 4(y2 + 12y)(6 + 2y) íשיתקיי הוא íמושל ריבוע יהיה זה שביטוי êלכ
ריבועית משוואה íומקבלי שורש íמוציאי ;íמושל ריבוע הוא ïימי óשאג êכ y íומוצאי המשוואה

.x עבור
בעזרתו לריבוע השלמה פרמטר, הוספת שמאל, óבאג לריבוע השלמה – íה íהשלבי ,íלסיכו

ריבועית. משוואה ïפתרו ,ïימי óבאג
האנליזה זה. ïבכיוו האלגברה פותחה לא מאז íאול ,1540 בסביבות הוכחו אלה ïפתרו דרכי
ומעלה 5 ממעלה משוואות לפתור כיצד השאלה אבל וכיוצ"ב, íסימני של פיתוח היה התקדמה,

פתוחה. נותרה
מאחורי שעומד שמה וגילה השיטות את שניתח לגראנז', היה בנושא למחקר רבות íשתר מי
יותר. נמוכה ממעלה משוואות שמקיימות íהשרשי של פונקציות מציאת הוא ïלפתרו האפשרות
של סימטריות פונקציות íמבטאי íהמקדמי ;x3 + ax2 + bx + c = 0 למשוואה מתייחס הוא

.c = −r1r2r3 ,b = r1r2 + r2r3 + r3r1 ,a = −(r1 + r2 + r3) :r1, r2, r3 íהשרשי
r21 + r22 + r23 = :íהשרשי של החזקות íסכו עבור נוסחאות íקוד עוד ניתחו íואחרי ïניוטו

.(íעצמ íהשרשי ידיעת ללא לחישוב ïנית) a2 − 2b

ïנית שלא 19Îה המאה בתחילת הוכיח אבל אשר עד הובילה הסימטריות הפונקציות גישת
פונקציות חיפוש של ההבנה .íשרשי הוצאת עלÎידי חמישי מסדר כללית משוואה של ïפתרו למצוא

.17Îל המעגל את לחלק êבהמש לגאוס איפשרה íלשרשרי
19.6.2008 (בסביבות 16Îה במאה ורביעית שלישית ממעלה משוואות של ופתרונות ופררי קרדנו על דיברנו

וכו'. axn + bxn−1 הוכנסו: לנו íהמוכרי íהאלגבריי íהסימוני ,íהשני במרוצת .(1545
דקרט êא שטח, כאל íארכי למכפלת התייחסו íהיווני :íקווי ארכי של באלגברה מטפל דקרט
ab = כלומר ,ae = c

b íמקבלי ,íמקבילי íהישרי íא למכפלה: להגיע שמאפשרת לבנייה לב íש

,5∅ : P×m : 15 היא שלו הכתיבה אז .P×Îכ ïמסומ ושורש ,−15Îלm : 15 הוא שלו ïהסימו למעשה, הרחב; ï18במוב

.5m : P×m : 15

.b2 − 4ac = 0 íמתקיי ,ax2 + bx + c = 0Îל 19כלומר,
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íהביניי בימי המתמטיקה משוואות2 ïפתרו 2.2

.c היא ab המכפלה אזי כיחידה, e נקבע íוא ,ec
.Girard היה שורש יש íלפולינו שתמיד ïשט (כנראה) ïהראשו ,17Îה המאה בראשית

:ïניוטו נוסחאות ואת íפולינו לשרשי סימטריות פונקציות הזכרנו
íפולינו של íשרשי r1, r2, . . . , rdÎש נניח

xd − σ1x
d−1 + σ2x

d−2 − . . .+ (−1)dσn =
d∏

i=1

(x− ri)

.(σd = r1r2 . . . rd עד σ2 =
∑

1≤i<j≤d rirj ,σ1 =
∑d

1 ri (כאשר
íוא ,σ1, σ2, . . . , σd íבביטויי íפולינו הוא r1, . . . , rd íבמשתני סימטרי íפולינו כל משפט:

.íשלמי íמקדמי החדש íלפולינו íג ,íשלמי íמקדמי המקורי íלפולינו

sk =
∑d

i=1 r
k
i דוגמה.

ïנתבונ .σ0 = 1 íמגדירי כאשר ,
∏d

i=1(x − ri) =
∑d

j=0(−1)jσjx
d−j = p(x)

ונקבל t = 1
x Îל משתנה óנחלי עכשיו .p

′(x)
p(x) =

∑d
1

1
x−ri

=
P

(−1)j(d−j)xd−j−1P
(−1)jσjxd−j Îב

Îש לב íנשי שמאל: óאג את נפתח .
∑

1
1−rit

=
Pd

0(−1)j(d−j)σjtPd
0(−1)jσjtj = A(t)

B(t)

d∑
i=1

1
1− rit

=
d∑

i=1

∞∑
k=0

(rit)k =
d∑

k=0

(
d∑

i=1

rk
i )tk =

∞∑
k=0

skt
k

קיבלנו .B(t)
∑∞

0 skt
k = A(t) אז

(1−σ1t+σ2t
2 + . . .)(d+ s1t+ s2t+ . . .)2 = d− (d− 1)σ1t+(d− 2)σ2t

2 + . . .

,d = d ïומכא ,d + (−dσ1 + s1)t + (dσ2 − σ1s + s2)t2 + . . . נקבל שמאל óבאג
(כלומר dσ2 − σ1s1 + s2 = (d − 2)σ2 ;(s1 = σ1 (כלומר dσ1 − s1 = (d − 1)σ

כללית. נוסחה לכתוב קל .(s2 = σ2
1 − 2σ2

1770/1 ,Lagrange 2.2.1

קרדנו של íפתרונותיה את עמוקה בצורה ניתח יחידה;20 שרשי של טובה הבנה כבר היתה בזמנו
ופררי.

íשא óבנוס לב íש לגראנז' . ... x3 + px + q = 0 של íשרשי a, b, c íשא לב íש קרדנו
מקבלת a, b, c של הזו הפונקציה ,ω 6= 1 ,ω3 = 1 כאשר R = (a + ωb + ω2c)3Îב íמתבונני

:íהשרשי של תמורות íמבצעי כאשר íשוני íערכי שני רק
R = (ω(a+ ωb+ ω2c))3 = (ωa+ ω2b+ c)3 = (ω2a+ b+ ωc)3

Îו (ω3 = 1 (כי
S = (a+ ω2b+ ωc)3

לא תמורה כל כי ,íהשרשי של סימטריות פונקציות ïה RSÎו R + S אבל תמורות), שתי (ועוד
,R + S = ±(−27)q קרדנו: לנוסחאות íחוזרי .qÎו p íבמקדמי íביטויי אלו .íאות תשנה

וכו'. שלישי שורש íמוציאי ,S ,R עבור íפותרי .RS = ±(−3)p3

האפשרויות .u = ab+cd על נסתכל .a, b, c, díהשרשיíממעלהרביעיתעíבפולינו ïנתבונ כעת
íפולינו כשרשי íאות לחשב ïנית .w = ad+bc ,v = ac+bd ïה הזו מהצורה íלביטויי האחרות

ודהÎמואבר. אוילר אחרי 20פעל
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משוואות ïפתרו 2.2íהביניי בימי המתמטיקה 2

íהמספרי .(x−u)(x−v)(x−w) = x3−(u+v+w)x2+(uv+uw+vw)x−uvw :3 ממעלה
(x−a)(x−b)(x−כתיבה עלÎידי a, b, c, díהשרשי ïבהינת íלחשב ïנית ïלכ ,íסימטרייu, v, w
ïנית ,u, v, w של íערכ מה íיודעי íא .p, q, rÎב והתבוננות c)(x− d) = x4 + px2 + qx+ r

ïנית r = abcdÎו ab+cdמידיעת אתהמשוואההמקורית: לפתור וקל íאתמכפלותהשרשי לבודד
(a+ b) + (c+ d) = 0 מהו íיודעי אנו כעת, ריבועית; משוואה ïפתרו עלÎידי cdÎול abÎל להגיע
.ab(c+d)+cd(a+b) = ab(−(a+b))+cd(a+b) = −qÎו שמתאפס) השלישי, íהמקד (זה

21.(ab 6= cd íא) −q
ab−cd = a+ b לקבל נוכל ïלכ ,cdÎו ab íמה íיודעי כבר אנו

פונקציותשלהשרשיíשמקבלות מציאת משוואותהואעלÎידי ïהראהשהמפתחלפתרו לגראנז'
ולגלואה לאבל איפשרו אלו תובנות .íהשרשי של התמורות כל על íכשעוברי ïקט íערכי מספר

.íשרשי הוצאת בעזרת משוואות לפתור איÎאפשר כללי, ïשבאופ להראות

Gauss 2.2.2

משוואות ïפתרו ניתח היתר ïבי בו ,Disquitiones Arithmeticae íבש ספר íפירס ,1801Îב
Îלגיאו חוזר ריבועי שורש בהוצאת ïהעניי .íריבועיי íשרשי הוצאת בעזרת xn − 1 = 0 מהצורה
המעגל ריבוע הקלאסיות: הבעיות שלוש ומחוגה. סרגל בעזרת בבניות שעסקה היוונית, מטרייה
בניית íבעצ (זוהי הקובייה את להכפיל ;(ïנתו מעגל לשטח בשטחו ששווה ריבוע למצוא (כלומר,
האחרונות הבעיות שתי של הדוÎמימדית הגירסה שוות. זוויות לשלוש נתונה זווית לחלק ;( 3

√
2

זווית). חציית המקורי; הריבוע ïאלכסו על חדש ריבוע בניית עלÎידי – הריבוע (הכפלת ידועות היו
êא – לעשות ידעו íהיווני íשג מה ומחוגה, סרגל עלÎידי שורש להוציא שאפשר לב íש דקארט

. קטע êאור íע זה את קישר

;x5−1 = x4 +x3 +x2 +x+1 = 0 הבעיה íבעצ זו מחומש: לבנות למשל, ידעו, íהיווני
y2 = x2 +2+ 1

x2 ואז ,y = x+ 1
x ïנסמ .x2 +x+1+ 1

x + 1
x2 = 0 íומקבלי x2Îב íמחלקי

לחלק ïנית p íראשוניי אלו עבור לשאלה מצטמצמות הבנייה שאלות .y2 + y − 1 = 0 íומקבלי
לבנות ïנית למשל, וריבוע, משולש עלÎידי שהרי ומחוגה, סרגל עלÎידי íשווי íחלקי pÎל המעגל את

החלוקה.22 את לבצע ïנית 22a

+ 1 מהצורה íראשוניי שעבור גילה גאוס צלעות. 12 ïב מצולע

íשרשי הוצאת סדרת עלÎידי xp − 1 = 0 את לפתור ïנית ,22p

+ 1 = p íא :Gauss משפט

.íריבועיי

p = 24 + 1 = 17 דוגמה.

מורכב. יותר זה אבל ,ïכא íג יחידה שרשי íע íביטויי על הסתכל 21לגראנז'
25m + 1 = (2m)5 + 1 = למשל, איÎזוגי: íגור ïאי mÎל íא רק ראשוני 2m + 1 מהצורה שמספר הראה 22פרמה

גילה וילר אבוי! êא ראשוני, 232 +1Îש חשב פרמה .(x5 +1 = (x+1)(x4 −x3 +x2 −x+1 (כי (2m +1)(. . .)

.21+1, 22+1, 24+1, 28+1, 216+1 מלבד íנוספי פרמה ראשוניי íידועי לא .4294967297 = 641·6700417Îש
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íהביניי בימי המתמטיקה משוואות2 ïפתרו 2.2

המספרים מתורת נחוץ רקע מעט

íבעצ שאנו íהפולינו .ρ, ρ2, . . . , ρ16 íה íהשרשי כל .1 6= ρ ,x17− 1 של שורש ρ עלÎידי ïנסמ
ציקלוטומי. íפולינו – x16 + x15 + . . .+ 1 הוא לפתור íמנסי

Φn(x) = זהו ,n עבור עלÎשוíשהíמחלקיíאתהמעגל: êכíנקראי íציקלוטומייíפולינומי
rk 6= 1 êא rn = 1íאn מסדר שורשפרימיטיבי r .

∏
{rj : primitive n−th root of unity}(x−rj)

íה íהפרימיטיביי íהשרשי ;−i,+1,−1, 1 íה íהשרשי ,x4−1 עבור למשל, .1 ≤ k < n לכל
להוכיח ïנית .Φ1(x) = x− 1 ,Φ2(x) = x+ 1 דוגמאות: עוד .Φr(x) = x2 + 1 ïולכ−i,+i

ראשוני. p עבור Φp(x) = xp−1 + xp−2 + . . .+ 1 כי

שורש כל כי ,íשרשי כל íה ri כאשר (xn − 1) =
∏n

1 (x − ri) :íשלמי Φi מקדמי
פרימיטיבי.23

x6 − 1 = (x3 + 1)(x3 − 1) = (x + לדוגמה, :xn − 1 = Φn(x)
∏
{d|n,d<n} Φd(x)

.1)(x2 − x+ 1)(x− 1)(x2 + x+ 1) = Φ2Φ6Φ1Φ3

.íמתוקניÎíשלמי íמקדמי Φd íלפולינו באינדוקציה,

.n =
∑

d|n ϕ(d) .(a, n) = 1Îש êכ íיÎaÎה מספר – ϕ(n) היא Φn של המעלה

íעוברי g, g2, . . . , gp−1Îו (g, p) = 1Îש ïבמוב g פרימיטיבי שורש יש ראשוני p לכל כתרגיל,
(.xn − 1 של לפירוד דומה ïהפתרו) .p מודולו 1, 2, . . . , p− 1 íהמספרי כל על

.nÎב מתחלק a− b íא a ≡ b (mod n) :n מודולו קונגרואנציות 26.6.2008

.ap−1 ≡ 1 (mod p) אזי ,a 6≡ 0 (mod p)Îו ראשוני p íא (פרמה): 5 משפט

íמושל מספר יש íהא פרמה את שאל פרניקל :1640 ,FrénicleÎל פרמה עלÎידי שנכתב מכתב
הראשוניות את לברר êצרי היה ראשוני. 2p−1 כאשר 2p−1(2p−1) יותר, או ספרות íעשרי בעל
,2q−1 ≡ 1 (mod q) אבל ראשוני. q íהא לברר êוצרי 237 ≡ 1 (mod q) כלומר, .237 − 1 של
מהצורה להיות êצרי q כלומר ,74k = q − 1 אז .q − 1 את לחלק חייב 37Îש לראות קל êכ íוא

.74k + 1

השווה "מספר 6 :12 מאה עזרא, ïאבDickinson — History of the Theory of Numbers

לספר שלו בפירוש (נמצא בזאת). טעה êא) אחד íמושל ישמספר מספר מערכת שבכל ïטע בחלקיו".
אהיה".) אשר "אהיה ג': פרק שמות,

על התבוססה פרמה למשפט אוילר של ההוכחה טעה. êא המשפט, את שהוכיח כתב פרמה
.
(

p
k

)
= p!

k!(p−k)! :pÎב íמתחלקי 1 ≤ k ≤ p − 1Îל
(

p
k

)
íהבינומיי íהמקדמי שכל העובדה

.(a+1)p−(a+1) ≡ ap−a (mod p) ïולכ (a+1)p−ap−1 ≡ 0 (mod p) ,a לכל ,ïמכא
ap−a = (ap−1−1) ≡ 0 (mod p) ,a לכל באינדוקציה, ïולכ מתאפס, ïימי óאג ,a = 1 כאשר

.aÎב לחלק אפשר a 6≡ 0 (mod p) íוא

íא k < n עבור קורה לא וזה ,n את תחלק אותו שתאפס הראשונה שהחזקה êצרי פרימיטיבי, יהיה לא ששורש 23כדי

ראשוני. n
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משוואות ïפתרו 2.2íהביניי בימי המתמטיקה 2

ad′ 6≡ 1 ,1 ≤ d′ < d לכל אבל ,ad ≡ 1 (mod p) íא d êלמערי êשיי a :íמגדירי ïמכא
לכתוב ואפשר (p − 1, d) = e < d לאו, íא כי ,p − 1 את מחלק dÎש íמוכיחי .(mod p)

.ae = au(p−1)+vd = (ap−1)u(ad)v ≡ 1 (mod p) ואז ,íשלמי vÎו uÎל u(p−1)+vd = e

íשרשי íנקראי אלה íמספרי) .p− 1 êלמערי íששייכי íמספרי למצוא אפשר ,p לכל :6 משפט

(.íפרימיטיביי

כמה נשאל ,p מודולו a0, a1, . . . , ad−1 íהמספרי d ïמבי .d êלמערי êשיי aÎש נניח הוכחה.

êלמערי íשייכי יהיו dÎל זר f Îש êכ af Îש êכ חזקות רק האלו, החזרות ïמבי .d êלמערי íשייכי
(af )d′ = (ad)e′ ≡ ,d של כפולה נקבל dÎמ הקטנה f כפולה עלÎידי ,(f, d) = e > 1 íא כי ,d
êכ 1 ≤ e < dÎה מספר ϕ(d) אוילר של ïהסימו את נזכור íא ïלכ .d′ < d ,1 (mod p)

את íפותרי íמספרי ϕ(d) היותר לכל a1, a2, . . . , ad−1 החזקות ïשבי קיבלנו ,(e, d) = 1Îש
.ad−1 ≡ 1 (mod p)

או ψ(d) = 0 קיבלנו .d êלמערי íושייכי pÎמ íהקטני íיÎaÎה מספר את ψ(d) עלÎידי ïנסמ
a, a2, . . . , ad−1 xd−1נמצאיíברשימה ≡ 1 (mod p)הפתרונותלמשוואה כל כי ,ψ(d) = ϕ(d)

כי פתרונות, d היותר לכל יש xd ≡ 1 (mod p) ולמשוואה ,d − 1 íומספר íשוני íכול כי
.0, 1, . . . , p−1Îב íשוני פתרונות k היותר לכל akx

k+ak−1x
k−1+. . .+a0 ≡ 0 (mod p)Îל

לכל ψ(d) ≤ ϕ(d)Îו
∑

d|p−1 ϕ(d) = p − 1 .ad−1 ≡ 1 (mod p) לקבל íמעונייני אנו
הדרוש. נובע ïמכא .

∑
d|p−1 ψ(d) = p− 1Îו ,d | p− 1

1
12 ,

2
12 = 1

6 ,
3
12 = 1

4 ,
4
12 = 1

3 ,
5
12 ,

6
12 = 1

2 ,
7
12 ,

8
12 = 2

3 ,
9
12 = 3

4 ,
10
12 = דוגמה.
5
6 ,

11
12 ,

12
12 = 1

12 = ϕ(12) + ϕ(6) + ϕ(4) + ϕ(3) + ϕ(2) + ϕ(1)

x17 − 1 = 0 במשוואה íמתענייני .17 = 222
+ 1 למשל ,22k

+ 1 מהצורה pÎש נניח כעת
שורש z עלÎידי ïנסמ .x17 − 1 = (x − 1)(x16 + x15 + . . . + x + 1) .íמרוכבי íבמספרי
גאוס .a < 17 עבור xa − 1 = 0 לא êא x17 − 1 את שפותר z כלומר היחידה, של פרימיטיבי

.1, 10, 15, 14, 4, 6, 9, . . . כותב הוא .17 מודולו 10 הפרימיטיבי בשורש בוחר

η2 = z10 +z14 + ,η1 = z1 +z15 +z4 +z9 +z16 +z2 +z13 +z8 :íמחזורי שני íנרשו
.η1η2a.......η1η2 = 4η1 + 4η2 = −4 .η1 + η2 = −1 אז .z6 + z5 + z7 + z3 + z11 + z12

,η′2 = z15 + z9 + z2 + z8 ,η′1 = z + z4 + z16 + z13 ,η1, η2 = 1
2 (−1 ±

√
17) אז

,η′3 + η′4 = η2 ,η′1 + η′2 = η1 ,η′4 = z14 + z5 + z3 + z12 ,η′3 = z10 + z6 + z7 + z11

η′1η
′
2 = η′1 + η′2 + η′3 + η′4 = −1

zp−1 = המשוואה את לפתור ïנית לא 22k

+1 = p מהצורה איננו p כאשר כי הראה לא גאוס
זאת הראה Wantzel .(êההפו ïהכיוו את הראה (הוא íריבועיי íשרשי הוצאת של סדרה עלÎידי 0

.1837Îב
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íהביניי בימי המתמטיקה משוואות2 ïפתרו 2.2

לנדאו 2.2.3

זויתכלליתלשלושה לחלק נמצאההוכחהקצרהלכêשאיÎאפשר ,28.6.1897 לנדאו, הכתביíשל ïבי
Theorie der Geometrischen ,L. Bieberbach של בספר ומחוגה: סרגל עלÎידי íשווי íחלקי

.íהיווני של הקלאסיות הבעיות שתי על הגולל את סותמת זו תוצאה .Kenstracktionen

בסביבות Lambertהראה .π של לחישוב קשורה המעגל: ריבוע – íהיווני הבעיההשלישיתשל
ומחוגה. סרגל בעזרת בנייה עלÎידי לקבלו ïנית íהא השאלה על ענה לא êא רציונלי, איננו πÎש 1770
íאינ πÎו e =

∑∞
0

1
n! Îש הראו LindensamÎו Hermite ,19Îה המאה של íהשמוני בשנות

.íהרציונלי מעל אלגברית משוואה íשו íפותרי íאינ כלומר ,íאלגבריי íמספרי
אלגברי. אינו

∑∞
1

1
10n! Îש הוכיח ,1840 בסביבות ליוביל,

קבוע íהא רציונלי? πe íהא :íמספרי ואלגבריות רציונליות בדבר פתוחות שאלות הרבה יש
אלגברי? γ = lim(lnn−

∑n
1

1
k ) אוילר

יותר גבוהה או 5 ממעלה שלמשוואות להוכיח שאיפשרה התורה את פיתחו וגאוס אבל רופיני, 3.7.2008

כללי. ïפתרו ïאי
p = 22k

+ 1) íחלקי pÎל המעגל מחלוקת הנובעות לחלוקות שפרט הוכחה, ללא כותב, גאוס
היה זאת שהוכיח ïהראשו .íשוני íחלקיmÎל המעגל את לחלק אפשר אי זווית, וחציית ראשוני)

.1837 ,Wantzel

íחלקי לשלושה זווית לחלק שאיÎאפשר êלכ ("חדשה") הוכחה 28/6/1897Îב ïנת E. Landau

ומחוגה. סרגל בעזרת íשווי
(1) ïנתו êמאור לקבל ïשנית íישרי של íארכי בונה ומחוגה סרגל בעזרת בנייה כל בבסיס,
במאה כבר זאת הראה (דקארט ריבועי שורש והוצאת (÷ ,× ,− ,+) ïהחשבו פעולות ארבע עלÎידי
שני êחיתו או וישר מעגל êשחיתו מהעובדה נובעת íמתקבלי כאלו íביטויי שרק העובדה .(17Îה

ריבועיות. משוואות ïפתרו הוא íמעגלי
והנוסחאות ,x = sin ϕ

3 מציאת בעיית זו ,a = sinϕ ïבהינת ,íחלקי לשלושה זווית לחלק
y1, y2, . . . , ys íגדלי לסדרת אונו תוביל בנייה .4x3− 3x+ a = 0Îל מובילות הטריגונומטריות
איננו yi+1 êא .y1, . . . , ys, aÎב רציונלית פונקציה Pi כאשר ,y2

i+1 = Pi(y1, . . . , ys, a) כאשר
.y1, . . . , ys, a עלÎידי הנוצר Q מעל בשדה

P (a, y1, . . . , ys−1)Îב βÎו α כאשר x = α + βys בצורה מתקבל ïפתרו דבר, של בסופו
את פותר α − βys íג בהכרח אז .(a, y1, . . . , ys−1 עלÎידי שנוצר Q מעל השדה (בסימוניו,
BÎו A כאשר 0 = f(α + βys) = A + Bys ,f(x) = 4x3 − 3x + aÎל המשוואה:
,P (a, y1, . . . , ys−1)Îב נמצא היה ys ואז ,ys = −A

B אזי ,B 6= 0 íא .P (a, y1, . . . , ys−1)Îב
α + βys 6= ïולכ β 6= 0 ïולכ f(α − βys) = A − Bys = 0 íג אז להנחה. בניגוד
המשוואה. של שורש הוא −2α ïולכ ,0 הוא f(x) = 0 של íהשרשי שלושת íסכו .α − βys

,α′, β′ ∈ P (y1, . . . , yi, a) α′+β′yi+1כאשר מהצורה αהיה אילו .α ∈ P (y1, . . . , ys−1, a)

של íשרשי ארבעה íמקבלי והיינו שורש, הוא α′ − β′yi+1 íשג íמקבלי היינו צורה באותה אז
שורש ïאי f(x)Îשל לראות קל אבל .aÎב רציונלי ביטוי −2α ïולכ אפשרי, בלתי זה .f(x) = 0
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אינפיניטסימלי ïחשבו 3

.a של רציונלית פונקציה שהוא

משתנה óנחלי ;8x3 − 6x + 1 = 0 ⇐⇒ 4x3 − 3x + 1
2 = 0 ,a = 1

2 עבור דוגמה.

ïפתרו לה היה íא) íהרציונלי מעל איÎפריקה משוואה זו .u3−3u+1 = 0 ונקבל 2x = uÎל
קורה). אינו וזה גאוס, של הלמה לפי ,íבשלמי ïפתרו כבר לה היה ,íברציונלי

tan−1 x הפיתוחשל ההוכחהמתבססתעל רציונלי. LambertהוכיחשπÎאיננו בסביבות1770,
Liouville זאת. להוכיח ידעו לא êא דומות, טענות היו ,ïכ לפני íשני מאות כללי. משולב כשבר
בכמה זאת הוכיח הוא .íשלמי íקדמי íע אלגברית משוואה óא íפותרי íשאינ íמספרי שיש גילה

:ïמה אחת ;íדרכי

אזי ,2 ≤ n ממעלה íהשלמי מעל פריקה אי משוואה פותר (איÎרציונלי) x íא :(1851) 7 משפט

.|pq − x| >
1

Aqn íמתקיי ((p, q) = 1) p
q Aולכל > 0 íקיי

θ−
∑n

1
1

10k! = כי אלגברי, איננו θ = 1
10 + 1

102 + . . .+ 110n! + . . . כמו מספר דוגמה.

את סותר שזה לראות וקל ,|θ −
∑n

1
1

10k! | ≤ 2
10(n+1)! כלומר , 1

10(n+1)! (1 + 1
10 + . . .)

המשפט.

f(p
1 ) = ,f של שורש הוא x0 íא אז .f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a0Îש נניח הוכחה.

(מאיÎפריקות כפול שורש איננו x0Îש בגלל . f( p
q )

f ′(ξ) = p
q − x0 ïולכ f(x0) + f ′(ξ)(p

q − x0) = 0

.|f ′(ξ)|ÎלA ïתחתו íחס íומקבלי 0 6= f ′(x0) ,(f
.|p−q
− x0| ≥ 1

A ·
int
qn ≥ 1

Aqn אז ;íשל zÎל z
qn = an(p

q )n +an−1(p
q )n−1 + . . .+a0 כעת,

Siegel .(n2 ) הקבוע את שיפר 1900Thue .|pq −θ| ≥
c

qn אז ,n ממעלה אלגברי θ :Liouville

.ε > 0 לכל |pq − θ| ≥
c

q2+ε : 1955 ,Roth .
√
nÎל הוריד 1925

אלגברי. איננו πÎש 1878Îב הוכיח Lindemann אלגברי. איננו eÎש 1872Îב הראה Hermite

אינפיניטסימלי חשבון 3

פרבולה מתחת השטח לחישוב ארכימדס של בשיטה נמצאת האינפיניטסימלית החשיבה ראשית
.íלישרי חלוקתה באמצעות

–Barrow .17Îה המאה מראשית החל íהמתמטיקאי את העסיקו וכו' íשטחי חישוב גזירות,
המודרני שניסוחו היסודי, המשפט גיאומטריתשל גירסה ניסח כבר – בקיימברידג' ïניוטו של קודמו
הפורמלי. הפיתוח את התחילו בלתיÎתלוי, ïבאופ ,õולייבני ïניוטו .

∫ b

a
f ′(t)dt = f(b)−f(a)הוא

היו תמיד לא היסודות כאשר ,íפורמליי íבפיתוחי התמקדו ועוד אוילר ברנולי, ,18Îה במאה
.íדי íברורי

ברנולי). (למעשהמספר
∑∞

n=1
1

n2k = rational·π2kÎש מצא אוילר ;
∑

1
nk <∞ ,k ≥ 2Îל

.
∑∞

n=1
1

n2 = π2

6 לדוגמה,
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אינפיניטסימלי ïחשבו 31781-1848 בולצאנו, ברנרד 3.1

The Proof that Eu- שכותרתו במאמר איÎרציונלי
∑∞

1
1

n3 Îש Aperyהוכיח ,70Îה בשנות
בחקר נוספות התקדמויות היו ïהאחרו בעשור .(íמאוחרי íפיתוחי על êהסתמ (לא ler Missed

איÎזוגי. kÎל
∑

1
nk

1781-1848 בולצאנו, ברנרד 3.1

מקבלת רציפה פונקציה íשא המשפט את למדי מדויקת בצורה הוכיח בו ïספרו íפרס ,1817Îב
.(íהביניי êער (משפט íביניה מתאפסת היא אזי íושליליי íחיוביי íערכי

ממשי. שורש תמיד יש איÎזוגית ממעלה אלגברית למשוואה משפט:
המשפט. את להוכיח ניסה בולצאנו אינטואיטיבית; בצורה זאת נימקו 18Îה במאה

– חלשה נקודה ,7 óבסעי
Fn+rxÎוFnx ïישהתכונהשההפרשביF1x, F2x, . . . , Fnx, . . . , Fn+rxíגדלי אíלסדרת משפט:
אליו יתקרבו הסדרה שביטויי יחיד קבוע êער יש אזי גדול, מספיק nÎו r לכל ïנתו גודל מכל ïקט

רחוק. מספיק íממשיכי íא קרבה דרגת בכל
íקירובי לתת ïהיאשנית ,íבמילי ההוכחה, יחיד. גודל יש שלסדרתקושי בעצíאומר זה משפט
חלשה, נקודה זו הזה. לגבול ששווה ממשי גודל íקיי ïולכ יחיד, הגבול ïולכ לגודל ויותר יותר íטובי

הזו. התכונה את íשמקיי כמשהו הממשי הישר בניית את מפתח איננו הוא כי
íע זאת íומדגי רציונלי, יהיה שהגבול אפשר ויותר, יותר íשמתקרבי שלמרות מעיר בולצאנו

.( 1
10 + 1

102 + . . . =
1
10

1− 1
10

= 1
9 הוא (הגבול 0.1, 0.11, . . .

ïכ אבל x משתנה של íערכי כל עבור מתקיימת איננה M תכונה íא משפט: ,12 óבסעי
לומר ïשנית אלו ïבי גדול הכי שהוא U íקיי אזי ,íמסוי uÎמ íהקטני íהערכי כל עבור מתקיימת

.x < U לכל מתקיימת שהתכונה íעליה
,(−∞, u) ⊂ EÎש êכ u íוקייE 6= R Eמקיימת ⊂ R קבוצה íשא אומר íבעצ זה משפט

.(−∞, u′) 6⊂ E ,u′ > U לכל êא (−∞, U) ⊂ EÎש êכ U íקיי אזי

לכל íמתקיי Mאיננו Îש êכ D > 0 יש ,x לכל לא êא x < u לכל íמתקייM Îש גלל הוכחה.

m לכל íא ;m = 0 עבור ïנכו איננו זה .x < u+ D
2m לכל íמתקייM íהא נשאל .x < u+D

.u = U אזי ,ïנכו איננו זה
המשפט את שמקיימת סדרה יוצר זה .x < u + D

2m לכל íמתקיי M Îש êכ m יש אחרת,
.7 óמסעי

איננו Mמתקיימת" תכונת עבורו ביותר גדול מספר יש אזי ...M íא" שהניסוח מעיר הוא
מהקבוצה. חלק להיות חייב לא íשהסופרמו ïכיוו ,ïנכו

קצת] [חסר 10.7.2008

ïבי x לכל (או x לכל ברציפות משתנות ,ϕxÎו fx ,α של פונקציות שתי íא :(15 óסעי) 8 משפט

... fα íוא ,([α, β] βÎו α
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החלקיות הנגזרות ïשוויו משפט אינפיניטסימלי3.2 ïחשבו 3

M α = x < a + ω שלכל êכ מספיק ïקט ω > 0 יש .M התכונה – fx < ϕx ... הוכחה.
עבור כי מתקיימת, איננה הנ"ל התכונה β עבור זאת, לעומת .(ϕ ,f של הרציפות (בגלל מתקיימת
התכונה, את íשמקיי גדול Uהכי יש מהמשפט ïולכ ,f(β+ω) > ϕ(β+ω) ,ïקט ωמספיק < 0

.fU = ϕU íמתקיי U שעבור לראות וקל

íהm,n, . . . , r שבה a+ bxm + c6n+ . . .+ pxr מהצורה פונקציה כל :(17 óסעי) 9 משפט

רציפה. היא íחיוביי íשלמי íמספרי

fx = xn + axn−1 + bxn−2 + . . . + px + q מהצורה פונקציה íא :(18 óסעי) 10 משפט

אחד ממשי שורש לפחות יש fx = 0 למשוואה אזי ,x = β עבור ושלילית x = α עבור חיובית
.βÎו α ïבי

.βÎו α סימני לפי íלמקרי מפוצלת הוכחה.

החלקיות הנגזרות שוויון משפט 3.2

f(x, y) = y2 arctan x
y− למשל, נגדיות: דוגמאות מיני ישכל .fxy = fyx לאתמיד כי נעיר ראשית

íמתמטיקאיóא עíזאת, דומה). משהו (או g(x, y) = xy x2−y2

x2+y2 או ,(0, x2בנקודה(0 arctan y
x

êהמשי 19Îה במאה óוא הנגדיות, מהדוגמאות שהתעלמו הוכחות נתנו וכאוילר כברנולי íמכובדי
כהלכה. המפשט את והוכיח íנכוני íתנאי ניסח õשוור אשר עד הדבר,

,x + Δx ,xÎב íבמשיקי ïוהתבונ íעקומי משפחת על הסתכל ברנולי ,18Îה המאה בתחילת
,yα′ ,yα

ïנות הוא דוגמאות כי íא חזקות, טורי על רק ולא בכלל רציפות פונקציות על מדבר בולצאנו
פיתוח יש f שלפונקציה הניח כאשר המשפט את 1772Îב הוכיח לגראנז' חזקות; טורי עלÎידי רק
íמתקיי אז כי לברור, המשפט את הופכת זו הנחה .f(x, y) =

∑
cn,mx

nym חזקות כטור
הפונקציות כל לא אבל הטור. גזירת עלÎידי נגזרות לקבל ïנית – fyx(0, 0) = c11 = fxy(0, 0)

כאלה. ïה
CoursÎב פורמאליות. על הקפידו 19Îה במאה ,íהחישובי על היה הדגש בה 18Îה למאה בניגוד
אזי משתנה, בכל ורציפה íמשתני כמה של פונקציה f íשא ïטוע הוא ,(182X) קושי של d’analyse

f(x+ α, y+ ,íאינפיניטסימלי α, β, γ כאשר כלומר, :íמשתני כמה של כפונקציה íג רציפה f
אינפיניטסימלי. β, z + γ, . . .)− f(x, y, z, . . .)

היא ïנות שהוא ההוכחה
f(x+ α, y + β, z + γ1, . . .)− f(x, y, z, . . .) = f(x+ α, y, z, . . .)− f(x, y, z, . . .)

+f(x+ α, y + β, z, . . .)− f(x+ α, y, z, . . .)

+f(x+ α, y + β, z + γ, . . .)− f(x+ α, y + β, z, . . .)

+ . . .

זה êא קבוע, αÎכש 0Îל óשוא f(x + α, y + β, z, . . .) − f(x + α, y, z, . . .) íאמנ אבל
ידיעת את íג מקנה בהכרח לא íהצירי ïבכיוו ההשתנות (ידיעת משתנה αÎכש המצב בהכרח לא
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אינפיניטסימלי ïחשבו 3íטריגונומטריי íטורי 3.3

הפונקציה עבור למשל, :íהאחרי íבכיכווני ההשתנות

f(x, y) =


xy

x2+y2 (x, y) 6= 0

0 x = y = 0

מתאפסת, האלו íהישרי ïבכיוו הכיוונית הנגזרת כלומר , ax2

x2+ax2 = a
1+a2 ,y = ax íהישרי על

מתאפסת). אינה היא x = 0 ,y = 0 שעל בעוד
,1867Îב ,óלינדלו במפורש. ïלציי נגזרותשונותבלי רציפות על êמסתמ ,1823Îמ זו בהוכחה קושי,
:íהבאי íהתנאי תחת הראשונה המדויקת ההוכחה את 1873Îב ïנת õשוור נגדיות. דוגמאות ïנת

íכול fx, fy, fxy, fyx íא ההגדרה íבתחו (x, y) לכל fxy(x, y) = fyx(x, y) :11 משפט
24.íבתחו íורציפי íקיימי

Δh,kf = (f(x+ h, y + k)f(x+ h, y))− (f(x, y + k)− f(x, y)) = (f(x+ הוכחה.

ההפרש. את לראות íדרכי שתי יש כלומר, .h, y+k)−f(x, y+k))−(f(x+h, y)−f(x, y))

.F (x + h) − F (x) :x של כפונקציה הביטוי על ונחשוב y, y + k את נקבע ,ïמביניה בראשונה
0 < θ < 1 íקיי ,ïכ íא .F (x + h) − F (x) = hF ′(x + θh) ,íהביניי êער משפט לפי
íפע נשתמש .Δh,kf = h[fx(x + θh, y + k) − fx(x + θh, y)]Îש êכ (y, y + kÎב (התלוי
ïלכ .0 < θ′ < 1 ,= hkfxy(x+ θ(y, k)h, y+ θ′(x+ θh, y)k) :íהביניי êער במשפט נוספת

.Δh,k

hk = f(x+ θh, y + θ′k)
Dhk

hk = fyx(x+לנוסחה Δh,kfמביאאותנו השנייהלכתיבת êהדר על êדומהבהסתמ ïחשבו
.0 < ϕ,ϕ′ < 1 ,ϕh, y + ϕ′k)

.fxy(x, y) = fyx(x, y) נובע מרציפות
הנגזרת .lim(h,k)→(0,0)

Δh,kf
hk = 0 ïלכ .Δh,kf ≡ 0 ,f(x, y) = u(x) + v(y) íא
f ′′(x) = limh→0

h(x+h)−2f(x)+f(x−h)
h2 , f(x+h)−f(x)

h הראשונה

טריגונומטריים טורים 3.3

ïזמ=L ∂2y
∂t2 = α2 ∂2y

∂x2 17.7.2008

משתנה של כלליות פונקציות f Îו ϕ עבור f(x + α) + ϕ(x − αt) :) 1752( d’Alembert

אחד.
.y =

∑
an sin(nπx

l ) cos(nπα(t−βn)
l ) אחרת: צורה מצא D. Bernoulli כבר

u(x)
(u′′(x) = uv′′ = α2u′′v ∂2y

dt2 = u(x)v′′(t) ∂2y
∂x2 = u′′(x)v(t) .y = u(x)v(t)

.u(x) = sinKx הפתרונות: אחד .u+K2u′′ = 0 אז α2 v(t)
v′′(t) = −K2

התחלה. תנאי – y(x, 0) =
∑
an sin(nπ

l x) ,t = 0 כאשר
.∂y
∂t = C ∂y

∂x2 íהחו למשוואת והגיע íהחו התפשטות את חקר פורייה
:f(x)זוגיתÎפונקציהאי למשל, טריגונומטרי? לרשוíפונקציהשרירותיתכסכוíטור ïנית íהא

?an íמה ,ïכ íוא ,f(x) =
∑∞

1 an sinnx íהא

בלבד. fxy של ורציפות íקיו להניח שמספיק íג מוכיח 24הוא
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íטריגונומטריי íטורי אינפיניטסימלי3.3 ïחשבו 3

,íידועי bk עבור לכתוב, ïנית

∞∑
0

bkx
2k+1 =

∞∑
1

an(
∞∑

k=0

(−1)k (nx)2k+1

(2k + 1)!
) =

∞∑
k=0

(
∞∑

n=1

ann
2k+1)(−1)k x2k+1

(2k + 1)!

משוואות מערכתאינסופיתשל זו .k = 0, 1, 2, . . .Îל bk = (−1)k

(2k+1)!

∑∞
n=1 ann

2k+1 ,ïכ íא
Nהמשוואות רקעל Nולהסתכל Îבíלקטו פורייהמציע .an íידועיÎהלאíלינאריותעבורהמקדמי
שמאל óאג את משנה הוא .k = 0, 1, . . . , N − 1 ,bk = (−1)k

(2k+1)!

∑N
n=1 ann

2k+1 הראשונות
.an = 1

π

∫ π

−π
sinnxf(x)dx כאינטגרל למקדמיan(N)íומזההאתהגבול ביטוי Nומקבל עבור

íהתנאי של פירוט ïנות הארדי ,Divergent Series בספרו בספרו. הצדקות ïנת לא פורייה
.íהצעדי את להצדיק ïנית íבה

f(x) =íמתקייíהא .êכan להגדיראת ïנית−π, π פונקציהרציפהאיÎזוגיתעל עבור ,ïכíא
מתכנס? íהסכו íהא ובפרט, ,

∑∞
1 an sinnx

זאת שהראה ,1829 דיריכלה, היה חיובית התשובה ïאכ íמסוימי íשבתנאי שהוכיח ïהראשו
גזירה. f Îל

וגíדומגאותלפונקציות ניתנהבעבודההזאת,25 פונקציה"כללית" של לאינטגרל ïרימ ההגדרהשל
.[0, 1] בקטע רציונלית נקודה בכל רציפות ïשאינ אינטגרביליות

1
2b0+b1 cosx+b2 cos 2x+b3 cos 3x+. . . a1 sinx+a2 sin 2x+a3 sin 3x+. . .

Ω = A0 + A1 + . . . הטור את ïנסמ .An = an sinnx + bn cosnx ,A0 = 1
2b0 נגדיר

מתכנס. שהטור ïהיכ רק שמוגדר ,f(x) êהער ואת
לאפס, íשואפי bnÎו an íשג מניח הוא êבהמש .An → 0 íלהתקיי êצרי יתכנס, שהטור כדי

זאת: מבטיח שממילא הבא, המשפט את הכיר לא כנראה ;An → 0 ,x שלכל מבטיח וזה

.0Îל íשואפי bn íוג an íג אזי ,x לכל 0Îל óשואAn(x) íא :(1870 ,Cantor) 12 משפט

.(f(x) של השני (האינטגרל F (x) = C + C ′x+ A0
x2

2 − A1 − A2
4 − A3

9 − . . .− An

n2

רציפה. פונקציה F (x)
F (x−2α)−2F (x)+F (x+2α)

4α2 = A0 +A1( sin α
α )2 +A2( sin 2α

2α )2 + . . . = ∗ ,α > 0Îל
sinn(x+2α) = sinnx cos 2α+sinn(x−2α) = sinnx cos 2α−cosnx sin 2α נחשב:

−2 sinnx = −2 sinx cosnx sin 2α

2 cos 2α−2 =2w cos 2α = 2 cos2 α−2 sin2 α = 2−2 sin2 α 2(sinnx)(cos 2α−1)

−4 sin2 α

A0 + A1 + íא כלומר מתכנס, הטור íשא מראה ïרימ .( sin nα
nα )2 → −1 ,α → 0 כאשר

.α→ 0 כאשר f(x)Îל óשוא ∗ אזי ,. . .+An → f(x)

לפונקציות טובה זו הגדרה .
R 1
0 f(x)dx = limn→∞

1
n

Pn−1
k=0 f( k

n
) – קושי של בהגדרה השתמשו אז 25עד

רציפות.
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אינפיניטסימלי ïחשבו 3íטריגונומטריי íטורי 3.3

(סכימת íוג limn→∞
1
n

∑n
1 ui = u צ'זארו) (סכימת íג אזי limn→∞ un → uíא תרגיל:

.limr↗1(1− r)
∑∞

0 rnun = u אבל)
הטור. התכנסות את íהמבטיחי íתנאי קיבל ïרימ ïמכא

bnÎו an íהמקדמי שכל גורר זה íהא ,A0 +A1 + . . .+An → 0 x לכל íא קנטור: שאלת
היחידות.) שאלת íבעצ (זו ?íמתאפסי

כמשפט íקוד (צוטט 0Îל íשואפי לפחות íשה הראה הוא מההוכחה, כחלק חיובית. התשובה
האסטרטגיה: .limn→∞ an sinnx+bn cosnx = 0 ,x ∈ (−π, π) לכל :êלכ ההוכחה √קנטור).
a2

n + b2n( an√
a2

n+b2n
sinnx+ נכתוב .bn′k → 0 ,an′k

→ 0Îש êסדרהכÎישתת ,nk סדרה∞→ ïלהראותשבהינת

למצוא ïנית) bn√
a2

n+b2n
cosnx) =

√
a2

n + b2n(cos θn +sin θn) =
√
a2

n + b2n sin(nx+θn)

.(1 הוא íהריבועי íסכו כי כזו θ
Nגדול, עבור .| sin(n′kx0 +θn′k)| ≥ 1

10 Îש êכ x0Îו n′k תתÎסדרה נמצא ,nk ↗∞ ïבהינת
:êכ נראית {x ∈ (−π, π) : | sin(Nx+ θN )| ≥ 1

10} הקבוצה
שבתתÎסדרה êלכ êלדאו êצרי רק ,{x ∈ (−π, π) : | sin(10Nx + θ10N )| ≥ 1

10} íא
כל n′kÎה הקטע שעל êכ (−π, π) êבתו íקטעי של יורדת סדרה למצוא ïנית ואז n′k+1 ≥ 10n′k

האלו. íהקטעי êחיתו היא x0 הנקודה .íהקודמי לכל | sinn′i + θn′i
| ≥ 1

k íהביטויי
.a2

n + b2n → 0 אזי ,an sinnx+ bn cosnx→ 0 x לכל íשא המשפט את הוכיח קנטור בזה
להוכיח כיצד לדעת êצרי היה הוא היחידות, משפט את להוכיח כדי כעת,

F (x)c1x+ הגדיר ïרימ ,a2
n+b2n → 0Îבהנחהש הוכיח: ïכעתקנטורמצטטאתהמשפטשרימ 24.7.2008

ומגדיר שווה במידה מתכנס הזה הטור .(íחסומי íיÎaiÎה) c0 −
∑∞

1
an

n2 sinnx + bn

n2 cosnx

limα→0
F (x−α)−2F (x)+F (x+α)

α2 = 0 כי גוררת המקורי הטור התכנסות .F רציפה פונקציה
.x לכל

להוכיח כיצד לדעת êצרי היה הוא היחידות, את להוכיח כדי כעת,
,limh→0

F (x+h)−2F (x)+F (x−h)
h2 = 0 ,x שלכל íמתקייF (x) רציפה פונקציה עבור íא טענה:

.F (x) = c+ c′xÎש êכ íקבועי íקיימי בהכרח אזי
íשבעצ הטענה, של הוכחה לקנטור ïנת הוא עזרתו. את לבקש õלשוור ופנה בהוכחה, נתקע הוא

יותר: חזקה טענה מוכיחה

כאשר קמורה. F אזי ,limα→0
F (x−α)−2F (x)+F (x+α)

α2 ≥ 0 ,x ולכל רציפה F íא :13 טענה

לינארית. להיות חייבת היא ïולכ קעורה, íג היא מתאפס, הגבול

.F (u+θ
2 ) ≤ F (u)+F (θ)

2 הוא קמירות של פירושה הוכחה.

Fפולינוíמהצורה Îל óנוסי .F (u0+θ0
2 ) > F (u0)+F (θ0)

2 Îש êכu0 < θ0 íנניחבשלילהשישנ
.G(u0+θ0

2 ) > 0 ïוכ θ0Îוב u0Îב G(x)מתאפס = F (x) + εx2 + bx+ cÎש êכ εx2 + bx+ c

(u0, θ0)הפתוח Gמקבלתמקסימוíבקטע .θ0 ,u0Îב Fמתאפסת Îש êכ Fפונקציה Îל הוספנו
.2ε ≤ limα→0

G(w−α)−2G(w)+G(w+α)
α2 íמתקיי זו בנקודה .íמקסימוw יהי ומתאפסתבקצוות. היאחיוביתבאמצע כי

,G(w+ α)−G(w) ≤ 0ÎוG(w− α)−G(w) ≤ 0 (כי סתירה íמקבלי ,ïקט מספיק α עבור
.(íמקסימו wÎש êמכ
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íטריגונומטריי íטורי אינפיניטסימלי3.3 ïחשבו 3

:1872ÎבMathematische AnnalenÎב הואפרסíאותו שהוכיחאתהמשפטהזה, קצתאחרי
."íטריגונומטריי íמטורי משפט של הרחבה "על

הבנייה (זו íרציונליי של סדרות של כגבולות íהממשיי של הגדרה ïנת הוא ,ïהראשו óבסעי
íשל מטרי מרחב יש (X, d) מטרי מרחב שלכל במשפט היא המודרנית שגירסתה המפורסמת

.(X̂ÎבX את ïלשכ ïשנית êכ יחיד (X̂, d̂)

מתכנס שהטור êלכ 1
2b0 +

∑
An(x) הטור על ההנחה את להחליש ïשנית הראה השני, óבסעי

íהפתוחי íבקטעי אז הכלל, ïמ יוצאות נקודות כמה יש íא סופי: נקודות מספר למעט ,x לכל 0Îל
אחת, לינארית לפונקציה "מתיישר" שזה להראות כדי שונות. לינאריות פונקציות שיש נובע ,ïביניה
26.x לכל 0 = limα→0

F (x−α)−2F (x)+F (x+α)
α אזי a2

n + b2n → 0 íשא בטענה השתמש הוא
−F (x−α)−F (x)

−α + לפרקאתהסכוíולקבל ïנית (שהרי ומשמאלמשתוות ïמימיxÎב הנגזרת ,êלפיכ
.(F (x+α)−F (x)

α → 0

לגבול, שמתכנסת אינסופית נקודות קבוצת יש íא נקודות. של סופי מספר עבור óתק זה ïטיעו
íא" מהצורה כללי משפט חיפש קנטור לוותר? אפשר נקודות כמה על êא עליה. íג לוותר אפשר
(הקבוצה ."íמתאפסי íהמקדמי כל אזי ,E בקבוצה שאיננו x לכל lim

∑N
1 An(x) = 0 הטור

יחידות.) קבוצת נקראת E

.íהסודרי למושג קנטור את הובילה ההכללה

íלגדלי זאת להרחיב רצה הוא êכÎאחר .(zahlen) íהרציונליי íהמספרי íע התחיל קנטור
הוא הישר, על נקודה על לדבר רוצה כשהוא .(íרציונליי של מתכנסות סדרות (כלומר, íמספריי
שלכל êבכ שימוש êתו) íברציונליי סדרות של בגבולות ïומתבונ íהרציונליי את הישר על íממק
הוא הישר על לנקודות הישר). על יחידה נקודה קיימת – מתכנסת סדרה לכל כלומר, – מספרי גודל

.punkte קורא

גבול נקודת הישר. על קבוצה כלומר נקודות, קבוצת P תהא גבול: נקודת מגדיר קנטור כעת,
.P Îמ נקודות óאינסו יש (x− h, x+ h) שלה סביבה שבכל x נקודה היא P של (grenzpunkt)

Pמתקבלת (ν) íא .P ′ÎנגזרתמP ′′ הקבוצה .P ′ Pמהוותקבוצהשנקראת של גבול נקודות כל
וכו'. ν − 1 מטיפוס היא P ′ הקבוצה ."ν מטיפוס "קבוצה P Îל נקרא ,íצעדי ν אחרי

הבא: המשפט את מוכיח הוא במאמר

íהמקדמי כל אזי ,ν מטיפוס P בקבוצה שאיננה x נקודה לכל 0Îל מתכנס הטור íא :14 משפט

.an, bn = 0

.∀x lim F (x−α)−2F (x)+F (x+α)
α = 0 הוא הבסיס כאשר ,íבשלבי ההוכחה

נקודות את מכילה P המקורית הקבוצה של הגבול נקודות קבוצת כי לעובדה לב íש קנטור
להגדיר íג אפשר ,∞Îה אחרי .P∞ =

⋂
P (ν) נגדיר .P ′ ⊃ P ′′ ⊃ . . . הסדרה של הגבול

.ïהראשו∞Îה אחרי לספור ïשנית ïלרעיו הגיע קנטור ïכא .P∞+1 = (P∞)′

.α2 לא ,α יש במכנה ï26כא
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אינפיניטסימלי ïחשבו 3Cantor-Bendixon משפט 3.4

אינסופי P β êא סופי PαÎש êכ (0, 1)Îב P קבוצה יש בÎïמניה α סודר שלכל להוכיח קשה לא
.β < α לכל

.{1, 2, 3, . . . , }íשהואהסודרהמתאיωÎל סודריíמעבר להגדיר ההכללההביאהאתקנטור ,ïכíא 31.7.2008

.P ′(ω) = P (ω+1) ,P (v)Îה כל של êחיתו P (ω)

u1, u2, . . לרשוíאותíכסדרה. איÎאפשר כלומר, מניה– ïאיíהממשייíהוכיחשלמספרי 1873Îב
íהאלגבריי íשלמספרי הראה הוא מאמר באותו כלשהו. (α, β) בקטע íהממשיי כל את שתכלול
של (משפט למנות אפשר íהאלגבריי íהמספרי את – "íאלגבריי "לא íמספרי יש ïולכ מנייה, יש

ליוביל).

,α′ = u1 נגדיר .(α, β) בקטע íהמספרי כל íה u1, u2, . . . כי נניח :ïנת שקנטור ההוכחה
β′′ = ui2 Îו ,(α′, β′) בקטע נמצא α′′Îש êכ u1 אחרי ïהראשו uiÎה את α′′Îכ ניקח .β′ = ui1

α′ < α′′ < íקטעי סדרת ונקבל êכ êנמשי .(α′, β′) בקטע ונמצא α′′Îמ שגדול ïהראשו המספר
.. . . < β′′ < β′

íוא) ברשימה איננה [a, b] בקטע נקודה שכל היא הטענה .b = limβ(ν) ,a = limα(ν) יהי
בה. íבוחרי היינו ברשימה, היתה היא íא בקטע): שלא נקודה זו אז ,a = b

קבוצה כל íהא טבעית: שאלה .óהאינסו את לחקור השאיפה את קנטור אצל חיזקה זו הוכחה
שיער קנטור כולו? הקטע íע חח"ע בהתאמה נמצאת או כסדרה לרשימה ניתנת או E אינסופית

פתוחה. בעיה זו íהיו עד סגורות. קבוצות עבור זאת והוכיח (óהרצ (השערת המצב שזה

Cantor-Bendixon משפט 3.4

,E של הצטברות נקודת היא EÎב נקודה כל íא מושלמת תיקרא íממשיי של E קבוצה הגדרה:

.E′ = E כלומר, .êולהיפ

מניה. בת וקבוצה מושלמת קבוצה איחוד היא RdÎבE סגורה קבוצה כל

שעלÎשמו ,Mittag-Leffler עלÎידי בתחילה êשנער ,Acta Mathematica vII, 1883Îבíפורס
.íבשטוקהול למתמטיקה íמתקד ïמכו קרוי

והוכחה, ïנכו ניסוח נגדית, דוגמה ïנת הוא טעותבניסוחהמשפט; על העמידאתקנטור ïבנדיקסו
קנטור. של השיטות על שמבוססת

P ′ את אזי בתÎמניה), איננה P ′ (כלומר, השני מהסוג עצמה P ′Îל íא המקורי: קנטור משפט
,R הבאות: Rהתכונות ,SÎול (R ∪ S (כלומר, P (1) ≡ R+ S כאיחוד יחידה בצורה להציג ïנית
בÎïמניה סודר γ כאשר נקודות), בה ïאי (כלומר, 0 ≡ R(γ)Îל íמגיעי גזירה של חוזר êתהלי לאחר
לעומת ,S .(reductibel) "פריקה" היא Rכזאת בÎïמניה); – שני או – סופי – ïראשו מטיפוס (סודר

.(perfecte) מושלמת נקראת והיא S(1) = S מקימת זאת,

הנגדית: הדוגמה

נקודה לכל קנטור. קבוצת של בבנייה íשמשמיטי íהקטעי באמצע נקודות E1סדרת íלוקחי
קנטור קבוצת היא C כאשר ,P ′ = E1 ∪ C ,E2 = P íא .E2 מתכנסת, סדרה íמצרפי כזאת
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ïרימ השערת על íמילי כמה 4

E′1 = C מושלמת. קבוצה C .(en ∈ {0, 2}) {
∑∞

1
en

3n } = C מהצורה íהמספרי כל קבוצת –
.ïכÎíג

D(R,R(γ)) =Îש êכγ íוקייP (1) = R+S לטענה אתהניסוחהמקורי ïתיק בסוóמאמרו קנטור
.(A+B = זר איחוד ,M(A,B) = איחוד הקבוצות; שתי êחיתו) 0

עצמה. אותה RdÎול RnÎל – עצמה אותה íהקטעי לכל

(זו .R מעצמת היא מניה, בת איננה íא ,RÎל חלקית קבוצה שכל שיער, ולמעשה שאל, קנטור
(.óהרצ השערת

.RÎב סגורות קבוצות עבור óהרצ השערת את מוכיח Cantor-Bendixon משפט

את הוכיח ïסוסלי :êואיל 1916 התיאורית, הקבוצות תורת פותחה ,óהרצ השערת בעקבות
הפתוחות) הקבוצות עלÎידי הנוצרת RÎב קבוצות של (Îσאלגברה בורל קבוצות עבור óהרצ השערת

אנליטיות. קבנוצות ,ïסוסני מערכות המצאת עלÎידי

ואתאקסיומתהבחירהלאקסיומות óאתהשערתהרצíמוסיפיí1938-40שאÎב Gōdelהוכיח

נגיע לא ההוספה, לפני לסתירה הגענו לא íא אזי ,(ZF) צרמלוÎפרנקל של הקבוצות תורת של
ההוספה. לאחר לסתירה

.óלהשערתהרצ להיותתשובה שחייבת ïהואטע ,What is the Continuum HypothesisÎב

לסתירה נגיע לא הבחירה אקסיומת ואת óהרצ השערת את נשלול íא íג :P. Cohen ,1963
חדשה.

תורת של צרמלוÎפרנקל באקסיומות íתלוייÎבלתי הבחירה ואקסיומת óהרצ השערת כלומר,
הקבוצות.

רימן השערת על מילים כמה 4

.8 = π(20) ,4 = π(8) ,π(n)Îב íמספר את נכנה íא .n עד íישנ íראשוניי כמה ספר Gauss

.π(n) ≈ n
log קירוב: וקיבל יחסית íגדולי íיÎnÎל זה את חישב גאוס

ראשוני. מספר נמצא 2nÎל n ïבי ,n שלכל שיער ,1840 בסביבות ברטרנג,

C1
n

log n ≤ π(n) ≤ ,n שלכל êכ C1, C2 íקבועי íשישנ הוכיח (1860 (סביבות óצ'ביש
.1Îל שווה הגבול אזי גבול, יש π(n)

n
log n

למנה íשא והראה ,C2
n

log n

מבוססת שהיתה ,êלכ אנליטית הוכחה ïנת אוילר .íראשוניי óאינסו שיש הוכיח כבר אוקלידס
íלמספרי יחיד פירוק יש n שלכל êכ על מתבסס – 27.

∏
p

1
1− 1

pz
=

∑∞
1

1
nz = ζ(z) הטור על

המכפלה íג ïולכ
∑

1
n = +∞ הטור ,z ↘ 1 כאשר .Rz > 1 כאשר מתכנס הטור .íראשוניי

.íראשוניי של סופי מספר יש íא אפשרי שאינו מה מתבדרת,
∏

p
1

1− 1
p

מהנוסחה והראה וכו', Γ(z) ,ζ(1− z)Îו ζ(z) ïבי הקשר עבור פונקציונלית נוסחה פיתח ïרימ
íהאפסי שכל נדע íשא והראה ,C בכל אנליטית (מרומורפית) כפונקציה ζ(z) את להגדיר שאפשר

.B2k ∈ QÎל ζ(2n) = B2kπ2kÎש מצא íג 27אוילר
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ïרימ השערת על íמילי כמה 4

אתההתנהגות נדע הפונקציונלית), בנוסחה הסימטרייה (ציר 1
2 = R(z) הישר נמצאיíעל ζ(z) של

מדויקת. מאוד בצורה π(n) של
êכ עלÎידי limn→∞ π(n)/ n

log n = 1 ïשאכ הוכיחו 1895 בסביבות Hadamard, Poussin

.1 = R(z) הישר על íאפסי ζ(z)Îל ïשאי שהראו
.ïרימ השערת ⇐⇒ ε > 0 לכל π(n) = n

log n +O(n
1
2+ε)
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