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íהמספרי תורת 1

המספרים תורת 1

Z של תכונות 1.1

.N = {1, 2, . . .} ,Z = {0,±1,±2, . . .} נעסוק: ïבה הקבוצות 18.5.2008

נאמר (ואז r = 0 כאשר ,∀a, b ∈ Z ∃q, r ∈ Z : a = qb + r אוקלידי: חוג הוא Z
.|r| < |b| או (b | aÎש

ראשי. הוא ZÎב אידיאל כל :1 טענה

,(ra ∈ I ,a ∈ IÎו r ∈ Z ולכל ,a ± b ∈ I ,a, b ∈ I לכל (כלומר, אידיאל I C Z íא הוכחה.

íע a ∈ I נבחר אחרת, .a = 0 ניקח ,I = {0} íא .I = aZÎש êכ a ∈ Z íשקיי להראות êצרי
או וגמרנו) a | c (ואז r = 0 כאשר c = aq + r ,ïואכ :a | c ,c ∈ I שלכל ונוכיח מינימלי |a|

.a לבחירת בסתירה ,|r| < |a| אבל r = c− aq ∈ I

או a = ±1 אזי ,a, b ∈ Z íע p = ab וכאשר p 6= ±1 íא ראשוני נקרא p ∈ Z ראשוניהגדרה. מספר

.b = ±1

כאשר n = p1p2 · . . . · plÎכ לכתיבה ïנית n ∈ Z כל האריתמטיקה): של (היסודי 2 משפט

סדר שינוי ולאחר m = l אזי ,n = q1 · . . . · qm íא יחידה: זו וכתיבה ,íראשוניי p1, . . . , pl

.i = 1, . . . , l לכל pi = ±qi

שלילי). nÎל íג ונסיק חיובי, nÎל) n על באינדוקציה – íקיו הוכחה.

óהואמחלקמשות d ,a, b ∈ Z ïבהינת המקסימלי: óבמחלקהמשות נשתמש היחידות, êמקסימלילצור óמשות מחלק

aÎש נאמר ,gcd(a, b) = 1 íא) .c | d אזי ,c | b íוג c | a íוא d | bÎו d | a íא íשלה מקסימלי
(.íזרי bÎו

.ïסימ עדÎכדי יחיד והוא ,d מקסימלי óמשות מחלק íקיי a, b ∈ Z לכל :1.2 למה

.I = {xa+yb : x, y ∈ Z}Îב כלומר ,bÎוa עלÎידי הנוצר באידיאל נסתכל א'). êדר) הוכחה

אזי ,c | a, b íא ;a, b ∈ I כי ,d | bÎו d | aÎש ברור .I = dZÎש êכ d íקיי ïלכ אידיאל, זה
.íכלשה x0, y0 ∈ ZÎל d = x0a + y0b כי c | d

.d = x0a + y0bÎכ לכתיבה ïנית bÎו a של המסימלי óהמשות שהמחלק נובע לעיל מההוכחה

:d = gcd(a, b) = (a, b) למציאת אוקלידס1 של íהאלגורית באמצעות ב'). êדר) הוכחה

נכתוב

אוקלידס. של íהאלגורית באמצעות gcd(a, b) לחישוב הנדרשות הפעולות מספר על טובה הערכה מצאו 1תרגיל:
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íהראשוניי íהמספרי מניית 1.2íהמספרי תורת 1

a = q1b + r1 |r1| < |b|
b = q2r1 + r2

r1 = q2r2 + r3

...

rn−2 = qnrn−1 + rn

rn−1 = qn+1rn + 0

.rn = gcd(a, b) כי ïונטע
כתרגיל. – gcdÎה יחידות הוכחת

.p | b או p | a אז p | abÎו ראשוני p íא :2.2 למה

p | a ואז d = ±p או ,íזרי íוה d = ±1 ïולכ d | p .gcd(p, a) = dÎב נסתכל הוכחה.

,p | b ïולכ p | ab .b = x0ab + y0pb ואז 1 = x0a + y0p אז .íזרי íשה נניח ïלכ וגמרנו.
וגמרנו.

p1 | q1 . . . qm :l על באינדוקציה .p1p2 · . . . ·pl = q1q2 · . . . ·qm היחידות: את עכשיו נוכיח
נקבל ïולכ p1 | q1 סדר, שינוי לאחר .qi íהראשוניי אחד את מחלק p1 (m על (באינדוקציה ïולכ

.êונמשי p1Îב íנצמצ .p1 = ±q1

הראשוניים המספרים מניית 1.2

.íראשוניי íמספרי óאינסו יש (אוקלידס): 3 משפט

ïנתבונ .(l ∈ N) p1, p2, . . . , pl íה íהראשוניי íהמספרי כל אזי שלא; נניח א'). êדר) הוכחה

ברשימה. לא íמה אחד óשא íראשוניי íגורמי למכפלת Nמתפרק .N = p1 · . . . ·pl +1 במספר

שימושית ההוכחה שיטת זאת, íע .íהראשוניי כמות על טובה הערכה נותנת לא הזו ההוכחה
אחרות: דומות לטענות íג

.4n + 3 מהצורה íראשוניי óאינסו יש :4 טענה

במספר נסתכל .(l ∈ N) p1, p2, . . . , pl זו, מצורה íראשוניי של סופי מספר רק שיש נניח הוכחה.

מהצורה íשכול ïייתכ לא .íראשוניי מכפלת Nהוא ≡ 3 (mod 4) אזי .N = 4p1 · . . . · pl− 1

N ≡ −1 כי ,q 6= p1, . . . , pl ,q ≡ 3 (mod 4) ,q | N ראשוני יש ïולכ p ≡ 1 (mod 4)

.i = 1, . . . , l לכל (mod pi)

יותר: כללי ïבאופ

p ≡ aÎש êכ p íראשוניי óאינסו יש אזי ,gcd(n, a) = 1Îו n, a ∈ Z íא (דיריכלה): 5 משפט

.(mod n)
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íהמספרי תורת 1íהראשוניי íהמספרי מניית 1.2

מרוכבות). פונקציות ללא הוכחה (כלומר, אלמנטרית הוכחה ïאי זה למשפט
.p ≡ 5 (mod 6)Îש êכ p íראשוניי óאינסו שיש הוכח תרגיל: דומה, ברוח

a ∈ A לכל íא פתוחה תיקרא A ⊆ Z קבוצה :Z על טופולוגיה נגדיר (פירסטנברג). הוכחה

לב íנשי פתוחה. קבוצה היא אריתמטית סדרה כל .a + dZ ⊆ AÎש êכ 0 6= d ∈ Z íקיי
סדרות של (סופי) איחוד הוא אריתמטית סדרה של íהמשלי כי סגורה, íג היא אריתמטית שסדרה

וסגורה. פתוחה pZ ,p ראשוני לכל בפרט, ⋃אריתמטיות.
p prime pZ íג íראשוניי של סופי מספר יש íא ïולכ סגורה, pZ .X = Z \

⋃
p prime pZ

פתוחה. לא X = {±1} אבל פתוחה. X ïולכ סגורה,

יותר: מעט טובה הבאה ההוכחה כלל. הערכה נותנת לא זו הוכחה

לכתיבה ïנית n טבעי מספר שכל לב íנשי .íראשוניי של l סופי מספר שיש נניח ג'). êדר) הוכחה

כל גדול; מאוד N Îב נסתכל .p2 - a ,p ראשוני לכל כלומר ,íמריבויי חפשי a כאשר n = ab2Îכ
האפשרויות מספר .íשוני íראשוניי מכפלת aÎו b ≤

√
N כאשר כנ"ל ab2Îכ לכתיבה ïניתn ≤ N

מספיק. גדול N כאשר סתירה זו .2l ≥
√

N êולפיכ 2k
√

N ≥ N ïלכ ,2l היותר לכל הוא aÎל

להסיק ïנית מההוכחההאחרונה .xÎמ íהקטני (íהחיוביי) íהראשוניי בπ(x)Îאתמספר ïנסמ
הבאה: המסקנה את

π(x) ≥ log2 x
2 = ln x

2 ln 2 :6 מסקנה

.π(x) ln 2 ≥ 1
2 lnx ïולכ 2π(x) ≥

√
x בפרט, הוכחה.

מתבדר.
∑

p prime
1
p :7 טענה

.
∑

p>pl

1
p < 1

2 Îו
1
p1

+ . . .+ 1
pl

+
∑

p>pl

1
p =

∑
p

1
p Îש êכ l íקיי מתכנס, הטור íא הוכחה.

.xp Îל שווה או Îמ ïקט p בראשוני íומתחלקי xÎמ íהקטני íהשלמי מספר גדול. x ∈ N יהי
יותר או באחד íומתחלקי xÎמ íהקטני (íהחיוביי) íהשלמי מספר את N(x)Îב ïנסמ íא ïלכ
êולפיכ ,N(x) ≤

∑
p>pl

x
p = x

∑
p>pl

1
p ≤ 1

2x נקבל ,plÎמ íהגדולי íהראשוניי ïמבי
יותר :p1, . . . , plÎב רק íמתחלקי xÎל 1 ïבי íהשלמי ממחצית למעלה כלומר, .x−N(x) ≥ x

2

ארגומנט .p1, . . . , pl ïמבי íשכול íלראשוניי íמתפרקי [1, . . . ,K = x]Îב íהשלמי ממחצית
ומתקבלת ,2l

√
K ≥ K

2 ,ïכ íא .2l
√

KÎל שווה או Îמ ïקט אלו של íשמספר מראה íלקוד דומה
גדול. מספיק KÎל סתירה

.limx→∞
π(x)

x/ ln x = 1 כלומר ,π(x) ∼ x
ln x :(íהראשוניי íהמספרי) 8 משפט 25.5.2008

יותר. חלשות תוצאות נראה אנחנו עומק; הרבה זה למשפט

.a · x
ln x ≤ π(x) ≤ b · x

ln x ,2 ≤ x ∈ R שלכל êכ bÎו a íקבועי íקיימי (צ'בישב): 9 משפט

.E(x) ≤ cx
1
2 lnxÎש êכ c ∈ R קבוע íקיי :ïרימ השערת .E(x) = |π(x)− x

ln x | ïנסמ סיפור.
היא .ζ(s) =

∑∞
n=1

1
ns – זיתא פונקציית באמצעות ïרימ השערת מנסחיíאת בדרÎêכלל למעשה,
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íהראשוניי íהמספרי מניית 1.2íהמספרי תורת 1

מרוכב. s לכל המוגדרת לפונקציה מרומורפית (יחידה) הרחבה לה יש .Re s > 1 כאשר מתכנסת
.Re z = 1

2 אזי 0 ≤ Re z ≤ 1Îו ζ(s) של שורש z ∈ C íשא היא ïרימ השערת
האריתמטיקה.3 של היסודי למשפט שקול וזה ,ζ(s) =

∏
p(1−

1
1−ps ) פורמלי,2 כטור :10 טענה

êכ 0 < a′, b′ ∈ R íקיימי אזי 4.θ(x) =
∑

x≥p prime ln p ïנסמ ,0 ≤ x ∈ RÎל :11 משפט
5.a′x ≤ θ(x) ≤ b′xÎש

.θ(x) ≤ b′xÎש êכ b′ קבוע íקיי :1.11 למה

ראשוני בכל מתחלק
(
2n
n

)
Îש ברור .

(
2n
n

)
= (2n)!

n!n! = n+1
1 · n+2

2 · . . . · 2n
n íמתקיי הוכחה.

.n < p ≤ 2n

íלוגרית נוציא .22n = (1 + 1)2n =
∑2n

i=0

(
2n
i

)
>

(
2n
n

)
>

∏
n<p≤2n p שני, מצד

כעת, .2n ln 2 >
∑

n<p≤2n ln p = θ(2n)− θ(n) ונקבל
θ(2m) = (θ(2m)− θ(2m−1))+

(θ(2m−1)− θ(2m−2)) + . . .+

(θ(4)− θ(2)) + (θ(2)− θ(1))

≤ 2 ln 2(2m−1 + 2m−2 + . . . + 22 + 2 + 1)

= 2 ln 2 · 2m−1
2−1

≤ 2 ln 2 · 2m

θ(x) ≤ θ(2m) ≤ 2 ln 2 · 2m ≤ 2 ln 2 · 2x = b′x נקבל ,2m−1 ≤ x ≤ 2m עבור
.b′ = 4 ln 2 כאשר

נקבל המשפט, של זה מחלק כבר

.π(x) ≤ b · x
ln x Îש êכ b íקיי :12 מסקנה

b′x ≥ θ(x)

≥
∑

√
x<p≤x ln p

≥
∑

√
x<p≤x ln

√
x

= 1
2 lnx

∑
√

x<p≤x 1

= ( 1
2 lnx)(π(x)− π(

√
x))

הוכחה.

,x ≥ 2Îשל (בדוק π(x) ≤ 2b′ · x
ln x +π(

√
x) ≤ 2b′ · x

ln x +
√

x ≤ 2(b′+1) x
ln x כלומר,
(.
√

x ≤ 2 · x
ln x

אבל pt | m íא ordp(m) = t ∈ {0, 1, . . .} נאמר ,m ∈ N ראשוני, pÎל :1.12 למה
6.tp = b ln n

ln p c כאשר ,ordp(n!) = bn
p c+ b n

p2 c+ . . . + b n
ptp c אז .pt+1 - m

להתכנסות. לדאוג 2בלי

.(1− q)−1 =
P∞

i=0 q
i 3רמז:

.π(x) =
P

p≤x 1 דומה: ïבאופ להציג ïנית π(x) את íשג רק 4נעיר

.limx→∞
θ(x)

x
= 1 5למעשה,

.btc = maxn∈N{n ≤ t} 6כזכור,
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íהמספרי תורת 1íראשוניי לגבי פתוחות בעיות 1.3

(
2n
n

)
≥ 2n :2.12 למה

,ordp(
(
2n
n

)
) = ordp((2n)!)− 2ordp(n!) =

∑sp

j=1(b 2n
pj c − 2b n

pj c) ≤ sp :3.12 למה

.sp = b ln 2n
ln p c כאשר

.π(x) ≥ a · x
ln x Îש êכ a קבוע יש :13 מסקנה

בשני íלוגרית נוציא .2n ≤
(
2n
n

)
=

∏
p≤2n pordp((2n

n )) ≤
∏

p≤2n p
ln 2n
ln p נחשב: הוכחה.

,ïמכא .n ln 2 ≤
∑

p≤2n
ln 2n
ln p · ln p = ln 2n

∑
p≤2n 1 = ln 2n · π(2n) ונקבל íהאגפי

.π(2n) ≥ ln 2 · n
ln 2n = ln 2

2 · 2n
ln(2n)

כללי. xÎל להוכחה לעבור ,íכקוד אפשר, x = 2nÎל מההוכחה

.θ(x) ≥ a′xÎש êכ a′ íקיי :1.13 למה

θ(x) =
∑

p<x ln p

≥ (π(x)− π(
√

x) ln
√

x

≥ (a · x
ln x − b ·

√
x

1
2 ln x

) · 1
2 lnx

= 1
2 (ax− 2b

√
x

≥ a′x

הוכחה.

(.b = 8 ln 2 + 2 ,a = ln 2
2 ) .íמתאי a′Îל

ראשוניים לגבי פתוחות בעיות 1.3

למשל: .íהמספרי בתורות באמת הקשות לבעיות íמגיעי וכפל, חיבור íכשמערבבי

?n2 + 1 מהצורה íראשוניי óאינסו יש íהא .1

.íראשוניי שני של íסכו הוא זוגי מספר כל :êגולדבא השערת .2

?2n + 1 מהצורה íראשוניי כלומר פרמה, של íראשוניי óאינסו יש íהא .3

?2n − 1 מהצורה íראשוניי כלומר ,ïמרס של íראשוניי óאינסו יש íהא .4

?(n + 1)2Îל n2 ïבי ראשוני יש תמיד íהא êא ,2nÎל n ïבי ראשוני יש n שלכל ידוע .5

,3, 5 הזוגות íידועי .íתאומי íראשוניי íנקראי íראשוניי p + 2Îו p מעניינת: בעיה ועוד
שמועה, (ישנה ידוע. לא ?íתאומי íראשוניי óאינסו יש íהא êא ועוד, 29, 31 ,17, 19 ,11, 13 ,5, 7

(.c íביניה שהמרחק íראשוניי זוגות óאינסו íשקיימי êכ c קבוע íשקיי תוכח, בקרוב שאולי
הבא. בשבוע íלכ ïנית הכתובת את אלינו. לשלוח יש הפתרונות את

קונגרואנציות 1.4

.n | b− a íא (a ≡ b (n)) a ≡ b (mod n)Îש נאמר .n ∈ Z יהי הגדרה. 1.6.2008
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קונגרואנציות 1.4íהמספרי תורת 1

שקילות. יחס זהו
π : Z → Z/I = íהומומורפיז יש .Z/I ∼= {0, 1, 2, . . . , n− 1} .I = nZ ,Z בחוג ïנתבונ

.π(a) = π(b) í"íא a ≡ b (mod n) íמקיימי a, b ∈ ZÎו Z/nZ

ראשוני. n í"íא שדה Z/nZ :14 טענה

לעומת .0 = π(n) = π(a)π(b) ואז 1 < a, b < n ,n = ab אזי ראשוני, אינו n íא הוכחה.

שדה. Z/nZÎש êלכ סתירה וזו ,π(a), π(b) 6= 0 זאת,
לכפל: ביחס Z/nZÎב הפכי יש a 6= 0Îש êכ a ∈ Z/nZ שלכל להראות êצרי שני, מצד

לב íניש .f(x) = a · x עלÎידי f : (Z/nZ \ {0}) → (Z/nZ \ {0}) נגדיר ראשונה. הוכחה
,n - ax ïלכ .nÎב íמתחלקי לא xÎו a כי a · x 6= 0 כי לעצמו, Z/nZ \ {0} את לוקחת ïאכ f Îש

ראשוני. n כי
ax ≡ 1Îש êכx ∈ Zíקיי אזי (a, n) = 1Îוa ∈ Zíלהראותשא êצרי (בנייתית). הוכחהשנייה

זה xÎו ,ax+ny = 1Îש êכ ZÎב yÎו x יש אזי המצב, ïאכ וזה ,íזרי nÎו a íשא ראינו .(mod n)

.a של ההפכי יהיה

אוקלידס. של íהאלגורית עלÎידי קונסטרוקטיבי ïבאופ למצוא ïנית yÎו x את

:(17)−1 (mod 53) את נחשב דוגמה.

53 = 3 · 17 + 2

17 = 8 · 2 + 1

2 = 2 · 1 + 0

(17)−1 = 25 ïולכ 1 = 17− 8 · 2 = 17− 8(53− 3 · 17) = (−8)53 + (25)17 אז
.(mod 53)

.(a, n) | b í"íא ïפתרו יש ax = b (mod n) למשוואה .a, b, n ∈ Z :15 15.6.2008טענה

רשימת אזי ,ïפתרו x0 íא ;d הוא (n (מודולו הפתרונות מספר אזי פתרונות, שיש במקרה
.n′ = n

d כאשר x0, x0 + n′, x0 + 2n′, . . . , x0 + (d− 1)n′ היא הפתרונות

אזי ,d | b íא .Za + Zn האידיאל של היוצר הוא d כזכור, .d = (a, n) | b נניח הוכחה.

ax0 ≡ bÎש אומר וזה ,ax0 + ny0 = bÎש êכ x0, y0 ∈ Z íקיימי כלומר זה, באידיאל b

.(mod n)

ax0 = b + ny0 אז .ax0 ≡ b (mod n)Îש êכ x0 יש כלומר ,ïפתרו שיש נניח ,êלהיפ
את יוצר d כי d = (a, n) | b ïולכ b = ax0 + ny0 ∈ Za + Zn ïולכ כלשהו, y0 ∈ ZÎל

האידיאל.
:ïפתרו x0 + in′ íג אזי ,ïפתרו x0 íשא לב íנשי

a(x0+in′) = ax0+ian′ = ax0+i
an

d
= ax0+i

a

d
n ≡ ax0 (mod n) ≡ b (mod n)

.íשל a
d ïולכ a את מחלק d כי

מהצורה הוא ïפתרו שכל עכשיו נראה .n מודולו מזה זה íשוני אלו פתרונות dÎש לראות קל
ïלכ ,ax0 ≡ b (mod n) כי íג íיודעי .ay ≡ b (mod n) אזי .ïפתרו yÎש נניח :(n (מודולו הזו
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íהמספרי תורת אוילר1 של ϕ פונקציית 1.5

.ad (y − x0) = z n
d = zn′ ונקבל dÎב נחלק .a(y − x0) = zn אז .a(y − x0) ≡ 0 (mod n)

מהרשימה. אחד הוא (n (מודולו yÎש אומר בדיוק זה

אוילר של ϕ פונקציית 1.5

לכפל. ביחס חבורה (Z/nZ)∗ = {t ∈ Z/nZ | ∃s ∈ Z/nZ : ts = 1} :16 טענה 1.6.2008

.(t1t2)−1 = t−1
2 t−1

1 ברורה: לכפל סגירות הוכחה.

אוילר. של ϕ פונקציית ϕ(n) = #{1 ≤ a < n | (a, n) = 1} ïנסמ טבעי, n עבור ϕהגדרה. פונקציית

.|(Z/nZ)∗| = ϕ(n) :17 טענה

í"íא Z/nZÎב êהפי i האיבר .(i = i + nZ) 0, 1, . . . , n− 1 íה Z/nZ החוג איברי הוכחה.

נקבל ,ïכ íא .i · t = 1Îש êכ t íקיו פירושו êהפי i (⇐)Îו ראינו, (⇒) ïהכיוו את :(i, n) = 1

.(i, n) = 1 כלומר ,i · t + n(rt + si + rsn− rt) כלומר ,(i + rn)(t + sn) = 1 + rn

.x|G| = 1 אזי .x ∈ G סופית, חבורה G (לגראנז'): 18 משפט

.aϕ(n) ≡ 1 (mod n) אזי (a, n) = 1 íא :19 מסקנה

.12Îל íזרי 1, 5, 7, 11 רק ,1, . . . , 12 ïמבי :ϕ(12) = 4 ,n = 12Îל דוגמה.

.729 = 74·7+1 = (74)77 = 177 = 7 (mod 12) :729 (mod 12) את נחשב כעת

.
∑

d|n ϕ(d) = n ,n לכל :20 טענה

íבמכני יופיעו ,íלצמצ כשנגמור יכולתנו. ככל íונצמצ 1
n , 2

n , . . . , n
n íבמספרי נסתכל הוכחה.

יופיע ,(j, d) = 1Îו 1 ≤ j ≤ d לכל כי ,íפעמי ϕ(d) בדיוק יופיע d ïנתו מחלק .n מחלקי
ïלכ לו. שזר ממנו ïקט מספר במונה מופיע במכנה, íמקו ובכל , jd = j·n

d

d·n
d

= j·n
d

n המספר ברשימה
.
∑

d|n ϕ(d) = n הכול êבס

.ϕ(pr) = pr−1(p− 1)Îו ϕ(p) = p− 1 ראשוני, p לכל :21 טענה

pr הוא pÎל íהזרי מספר .pÎל íהזרי בדיוק íה prÎל íהזרי ,1, . . . , pr íהמספרי ïמבי הוכחה.

(a, pr) = 1 .pr − pr

p = pr − pr−1 = pr−1(p − 1) כלומר ,pÎב íהמתחלקי מספר פחות
.(Z/prZ)∗ = {1 ≤ a ≤ pr | p - a} ïלכ ,(a, p) = 1 í"íא

x ≡ a למערכת ïפתרו יש אזי ,a, b ∈ ZÎו (m,n) = 1 íא הסיני): (השאריות 22 משפט

.m · n מודולו יחיד זה ïופתרו x ≡ b (mod n) ,(mod m)

.Z/mnZ ∼= Z/mZ× Z/nZ אז (m,n) = 1 :1.22 למה
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íמושלמי íמספרי 1.6íהמספרי תורת 1

(π1, π2) : êלפיכ .íהומומורפיזמי Z/mnZ π2→ Z/nZ ,Z/mnZ π1→ Z/mZ יש הוכחה.

íא כי ערכי חדÎחד זה íהומומורפיז .íחוגי של íהומומורפיז Z/mnZ → Z/mZ×Z/nZ
a ≡ 0 כלומר ,mn | a íג ïולכ (m,n) = 1 אבל ,m | a íוג n | a אזי a 7→ (0, 0)

Z/mZ× Z/nZÎו Z/mnZÎש ïכיוו על íג הוא ערכי החדÎחד íההומומורפיז .(mod mn)

ברור כנדרש; ,(a (mod m), b (mod n)) שתמונתו x ∈ Z/mnZ íקיי ïלכ .mn מסדר
.y ≡ x (mod mn) אז ïפתרו y ∈ Z íג íשא

והוא ïפתרו יש x ≡ ai (mod ni) למשוואות אזי בזוגות, íזרי n1, . . . , nk íא :23 מסקנה

.n1 · . . . · nk מודולו יחיד

Z/nZ ∼= אז ,αi ∈ N ,íזרי íראשוניי p1, . . . , pl כאשר n = pα1
1 · . . . · pαl

l íא :24 מסקנה

.
∏l

i=1 Z/pαi
i Z

.ϕ(n) = n
∏

p|n(1− 1
p ) :25 טענה

נקבל ïלכ .(Z/nZ)∗ = (Z/pα1
1 Z)∗× . . .× (Z/pαl

l Z)∗ אז ,n = pα1
1 · . . . · pαl

l íא הוכחה.

.ϕ(n) =
∏l

i=1 ϕ(pαi
i ) =

∏l
i=1(pi − 1)pαi−1 = n

∏l
i=1(1−

1
pi

)

ϕ(12) = 12(1− 1
2 )(1− 1

3 ) = 12 · 1
2 ·

2
3 = 4 דוגמה.

ϕ(100) = 100(1− 1
2 )(1− 1

5 ) = 100 · 1
2 ·

4
5 = 40

êכ m,n ∈ N לכל íא íהמספרי תורת של פונקציה נקראת f : N → N פונקציה הגדרה. íהמספרי תורת של פונקציה

.f(mn) = f(m)f(n) מקיימת היא (m,n) = 1Îש

.íהמספרי תורת של פונקציה היא ϕ פונקציית דוגמה.

מושלמים מספרים 1.6

.σ(n) =
∑

d|n d ïנסמ n ∈ N עבור הגדרה.

;σ(6) = 1+2+3+6 = 12 ;σ(4) = 7 ;σ(2) = 3 ;σ(1) = 1 ;σ(p) = 1+p דוגמה.

.σ(28) = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 + 28 = 56

.σ(n) = 2n íא íמושל נקרא n ∈ N מספר הגדרה.

.íמושלמי íמספרי 28Îו 6 דוגמה.

íג íא נחמד היה .28 = 237 = 22(23 − 1) ,6 = 2 · 3 = 2(22 − 1)Îש לב íנשי
:íמושל 496 = 24(25 − 1) זאת, íע .σ(120) 6= 240 אבל ,íמושל היה 120 = 23(24 − 1)

31+31·31 = 32·31 הוא= íוסכומ 1, 2, 4, 8, 16, 31, 31·2, 31·4, 31·8, 31·16íה מחלקיו
.2 · 16 · 31 = 2 · 496
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íהמספרי תורת 1(Z/nZ)∗ מבנה 1.7

.íמושל מספר K = 2n−1(2n − 1) אזי ראשוני, 2n − 1 = p íא :26 טענה

íה k של íהמחלקי הוכחה.

1 + 2 + 4 + . . . + 2n−1+

+p(1 + 2 + . . . + 2n−1) = 2n−1
2−1 + p(2n − 1)

= p + p2 = p(p + 1) = (2n − 1)2n

= 2 · 2n−1(2n − 1) = 2k

ראשוני. n אזי ראשוני, 2n − 1 íא :27 למה

2p−1Îו ראשוני p כאשר 2p−1(2p−1) מהצורה הוא זוגי íמושל מספר שכל הוכיח אוילר סיפור.

איÎזוגי íמושל מספר יש בכלל íהא ידוע לא ïעדיי זאת, íע .(ïמרס של ראשוני (כלומר, ראשוני
.(ïמרס ראשוני óאינסו יש íהא שקול, ïבאופ (או, íזוגיי íמושלמי íמספרי óאינסו יש íוהא

.n2 היא מחלקיו כל שמכפלת n מספר הוא כפלית íמושל מספר הגדרה.

nÎל יש ,n = p2 מהצורה ואיננו ראשוני איננו n íא כפלית? íהמושלמי íהמספרי íמיה
מחלקיו כל אלו כפלית, íמושל המספר íא אותו. íמחלקי 1, d, n

d , n אז .d 6= n
d Îש êכ d מחלק

או (íראשוניי qÎו p) n = pq מהצורה íה כפלית íהמושלמי íהמספרי ,ïכ íא .n2 íמכפלת כי
ראשוני). p) n = p3

דומה עצמה שהשאלה êא אלמנטרית, יותר הרבה כפלית íהמושלמי íהמספרי שאלת ,ïכ íא
מאוד.

(Z/nZ)∗ מבנה 1.7

.ϕ(n) מסדר לכפל ביחס חבורה (Z/nZ)∗ = {a ∈ Z/nZ | ∃b ∈ Z/nZ : ab ≡ 1} כזכור, 15.6.2008

.(Z/pZ)∗ את יוצר a íא ראשוני) p (מודולו פרימיטיבי ייקרא a ∈ Z פרימיטיביהגדרה. איבר

.exp(G) = min{m ∈ N | ∀x ∈ G xm = 1} נגדיר אבלית. חבורה G תהא הגדרה.

תרגיל.) – exp(G) | |G| למעשה, ;exp(G) ≤ |G|)

.exp(A) = |A| í"íא ציקלית A אזי אבלית, חבורה A íא :28 טענה

.|A| מסדר איבר יש כי exp(A) = |A| אזי ציקלית A íא הוכחה.

A ∼= Cm1×Cm2×. . .×Cmr
אזי סופית, אבלית אAíחבורה כי הוכחנו íאלגברייíבמבני

íא ïלכ .exp(A) = mlÎו |A| = m1 · m2 · . . . · ml אז .2 ≤ m1 | m2 | . . . | mr כאשר
.ml מסדר ציקלית חבורה A כלומר ,l = 1 ïולכ m1 · . . . ·ml = ml הרי ,exp(A) = |A|

f(X) של שורש α ∈ F אזי f(X) ∈ F [X] íא (1) שדה. F השדות: מתורת תזכורת
íא (3) .íשרשי n היותר לכל f(X)Îל אזי ,deg f(X) = n íא (2) .X − α | f(X) í"íא
íאיברי i עבור f(αi) = g(αi)Îש êכ n ממעלה íמתוקני íפולינומי f(X), g(X) ∈ F [X]

.f(X) = g(X) אזי ,α1, . . . , αn íשוני
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(Z/nZ)∗ מבנה 1.7íהמספרי תורת 1

íכפולינומי ïולכ ,1, 2, 3, . . . , p−1íה Xp−1−1שרשיו ∈ Fp[X] נחמד). (שימוש דוגמה

íמתוקני íשניה Xp−1−1כי = (X−1)(X−2)(X−3) · . . . ·(X−(p−1)) ,Fp[X]Îב
.íשרשי p− 1 íאות íע p− 1 ממעלה íושניה

.(p− 1)! ≡ −1 (mod p) ראשוני, p לכל :(ïוילסו) 29 מסקנה

−1 ≡ (−1)(−2)·. . .·(−(p− :íהאגפי 0בשני נציב ,p > 2Îל הטענהברורה; ,p = 2Îל הוכחה.

p > 2Îכש (−1)p−1 ≡ 1 êא .−1 ≡ (−1)p−1(p − 1)! (mod p) כלומר ,1)) (mod p)

.−1 ≡ (p− 1)! (mod p) ïולכ ראשוני,

.(n− 1)! ≡ 0 (mod n) אזי ,n = p2 מהצורה ולא ראשוני לא n íא :30 טענה

pÎל ,((Z/pZ)∗, ·) ∼= (Z/(p− 1)Z,+) כלומר ,p− 1 מסדר ציקלית Z/pZ ∼= Fp :31 טענה

ראשוני.

íמקבלי יוצר: הוא 2 קשה. בעיה היא íמציאת 7.íיוצרי ϕ(10) יש (Z/11Z)∗Îל דוגמה.

מודולו פרימיטיבי 2 כלומר, .{3, 9, 5, 4, 1} יוצר: אינו 3 êא ;{2, 4, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6, 1}
לא. 3 êא ,11

ïלכ ,72 = 1Îו 52 = 1 ,32 = 1 זו בחבורה .(Z/nZ)∗ = {1, 3, 5, 7} .(n = 8) דוגמה

.(m מסדר הציקלית החבורה היא Cm (כאשר (Z/8Z)∗ ∼= C2 × C2

exp(F∗p) = m � p−1 אחרת, טענהקודמת. ציקליתלפי ואז exp(F∗p) = p−1Îש ïנטע הוכחה.

p − 1 > m יש Xm − 1 íלפולינו כלומר ,xm = 1 íהמקיימי íשוני íאיברי p − 1 יש ואז
בסתירה. ,íשרשי

ציקלית. A אזי ,F ∗ של סופית חלקית חבורה AÎו כלשהו שדה F íא יותר: חזקה טענה

ציקלית. (Z/prZ)∗ ,r ∈ N לכל אזי ,2Îמ גדול ראשוני p íא :32 משפט

טענה לפי כזה, (יש p מודולו פרימיטיבי a יהי .(Z/prZ)∗ = ϕ(pr) = (p − 1)pr−1 הוכחה.

?ap−1 (mod p2) לגבי מה .ap−1 ≡ 1 (mod p)Îש íיודעי .ap−1Îב ïנתבונ קודמת).

אבל (íקוד ולא ap−1 ≡ 1 (mod p) (כלומר p מודולו פרימיטיבי a ∈ Z יש :1.32 למה

.ap−1 6≡ 1 (mod p2)

הואפרימיטיבי :a+pÎב ïנתבונ אíלא, גמרנו. מקייíזאת– שבחרנו אaíפרימיטיבי הוכחה.

נקבל ,ïכ íא .y ∈ Z כאשר (a + p)p−1 = ap−1 +
(
p−1,1

a

)p−2
p + p2y אבל ,p מודולו

1 אינו ap−1 + (p− 1)ap−2pÎש ïנטע .(a + p)p−1 ≡ ap−1 + (p− 1)ap−2p mod p2

.(p− 1)ap−2p 6≡ 0 (mod p2)Îו ap−1 ≡ 1 (mod p2) כי זאת :p2 מודולו

מודולו b של הסדר אזי .b 6≡ 1 (mod p2) ,b ≡ 1 (mod p)Îש êכ b ∈ Z יהי :2.32 למה

.pl−1 בדיוק הוא pl

.ϕ(p− 1) הוא p− 1 מסדר חבורה של íהיוצרי מספר ;p− 1 מסדר הכפלית החבורה על נסתכל הטענה, ï7בהינת
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íהמספרי תורת גאוס1 של הריבועית ההדדיות חוק 1.8

(1+ xp)pl−1
= 1+

(
pl−1

1

)
1∗xp + . . . ≡ 1 (mod pl) אז .p - xÎו b = 1 +xp הוכחה.

,ïואכ .(1 + xp)pl−2 6≡ 1 (mod pl)Îש להראות מספיק ïלכ
.1∗ +

(
pl−2

1

)
xp + pl(∗) = 1 + pl−2xp (mod pl) 6≡ 1 (mod pl)

הוא íממקוד ap−1 של שהסדר ïמכא נסיק .íקוד שמצאנו b = ap−1 עבור הלמה את íנייש
המשפט. הוכחת את íמסיי וזה ,(p− 1)pl−1

.ap−1 6≡ 1 (mod p2) ואז בלמה, כמו a ניקח ציקלית: היא (Z/p2Z)∗ הראשונה, מהלמה
מסדר לחבורה p(p − 1) מסדר מחבורה העתקה היא π : (Z/p2Z)∗ → (Z/pZ)∗ ההעתקה
.p מודולו פרימיטיבי שהוא a ∈ Z/p2Z לנו יש .p2Îל íג זר pÎל שזר איבר כי על והיא ,p − 1

.(Z/pZ)∗ את יוצרת (Z/pZ)∗Îב a תמונת כלומר,
אבל .ap−1 6≡ 1 (mod p2)Îש êכ a את בחרנו כי íש היחידה איבר אינו אבל ap−1 ∈ ker π

מסדר איבר מצאנו 8.o(a) = p(p − 1)Îש נובע הכול êבס אותו. יוצר ap−1 ïלכ ,p מסדר ïהגרעי
ציקלית. היא ïולכ החבורה,

גאוס של הריבועית ההדדיות חוק 1.8

שפתח ,íהזמני כל המתמטיקהשל משיאי אחד זהו :1801Îב גילהאתחוקההדדיותהריבועית גאוס
.íהיו ועד 20Îוה 19Îה במאות עבודה מאוד להרבה פתח

.p−1 שF∗pÎציקליתמסדר הוכחנו .p מודולו השאריות Fpשדה = Z/pZ ;2Îמ גדול ראשוני p 22.6.2008

.F∗11 = {1, 2, 4, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6} = 〈2〉 .(p = 11) דוגמה

פתיר? a ≡ x2 (mod p) מתי נתמקד: שבה נוספת, שאלה .F∗pÎל יוצר למצוא קל תמיד לא

ïפתרו יש a ≡ x2 (mod p) למשוואה íא p הראשוני ריבועיתממודולו ייקראשארית a הגדרה.

איÎשארית). (אחרת,

íאינ íומחצית ריבועיות שאריות íהינ (p−1
2 ) איבריה מחצית זוגי, מסדר ציקלית F∗pÎש היות

ריבועיות. שאריות

לז'נדר: סמל לז'נדרהגדרה. סמל

(
a

p
) =


0 p | a

1 a ≡ x2 (mod p)

−1 a 6≡ x2 (mod p)

;(−1
p ) = (−1)

p−1
2 א. גאוס): של הריבועית ההדדיות (חוק 33 משפט

;( 2
p ) = (−1)

p2−1
8 ב.

.(p
q )( q

p ) = (−1)
p−1
2 · q−1

2 ,íזוגייÎאי íראשוניי qÎו p íא ג.

.p מסדר ציקלי ïהגרעי כי ,p מסדר הוא ïלכ טריוויאלי; ואינו ïבגרעי ap−18
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גאוס של הריבועית ההדדיות חוק 1.8íהמספרי תורת 1

a = x2 .íריבועי íה מאיבריה מחצית בדיוק אזי .m זוגי מסדר ציקלית Hחבורה תהי :34 למה

בחבורה. 2 מסדר היחידי האיבר הינו a
m
2 אזי ,íמתקיי לא זה תנאי íוא ,am

2 = 1⇐⇒

מהצורה íאיברי íה íהריבועי יוצר). g (עבור gm = 1 ,H = {1, g, g2, . . . , gm−1} הוכחה.

.1, g2, g4, . . . , gm−2 íהינ íהריבועי ïולכ a = x2 = (gk)2 = g2k

íמתקיי ואז איÎזוגי, k עבור a = gk אזי ,a 6= x2 íא .am
2 = xm = 1 אזי ,a = x2 íא

,1 אינו עצמו והוא 1 שריבועו איבר הינו a
m
2 ïולכ ,am = 1 אבל .m - km

2 כי a
m
2 = g

km
2 6= 1

בחבורה. 2 מסדר היחידי האיבר הוא ïולכ

.(a
p ) ≡ a

p−1
2 (mod p) :35 מסקנה

האיבר הוא אבל ,a
p−1
2 6= 1 אחרת, .a

p−1
2 ≡ 1 (mod p) ריבועית, שארית a íא הוכחה.

.−1 הוא זה ואיבר ,2 מסדר F∗p של היחידי

;(ab
p ) = (a

p )( b
p ) המסקנה): ïמ) 36 מסקנה

.(−1
p ) = (−1)

p−1
2 =

1 p ≡ 1 (mod 4)

−1 p ≡ 3 (mod 4)

במהשהוכחנו: ניעזר ?365 ≡ x2 (mod 101)Îל מהíהפתרונות כלומר, ?( 365
101 ) מהו דוגמה.

( 365
101 ) = ( 62

101 ) = ( 2
101 )( 31

101 ) = −1 · ( 101
31 )(−1)

100
2 · 302 = −1 · ( 8

31 ) = −1( 2
31 )3 =

−1

íמתקיי אזי ,χ 6= 1 íא כפלי9. קרקטר χ : H → C∗ ויהי סופית חבורה H תהי :37 למה

.S =
∑

h∈H χ(h) = 0

נקבל :ïהשוויו אגפי שני את בו נכפול .χ(g) 6= 1 עבורו g ∈ H ישנו ïלכ ,χ 6= 1 הוכחה.

.S = 0 ïולכ ,χ(g) 6= 1 אבל .χ(g) · S =
∑

h∈H χ(g)χ(h) =
∑

h∈H χ(gh) = S

של קרקטר הינו a 7→ ζa כי ,
∑p−1

a=0 ζa = 0 אזי ,ζ = e
2πi

p ïנסמ íא .(Fp (מחיי דוגמה

.a + b 7→ ζa+b = ζaζb :(Fp,+)
10.

∑p−1
a=1(

a
p ) = 0 ,0 6= a 7→ (a

p ) = ±1 ,(F∗p, ·)Îב

0 = ζq − 1 = (ζ − 1)(ζq−1 + . . . + ζ + 1) íמתקיי 11.ζ = e
2πi

q כאשר ,Z[ζ] בחוג ïנתבונ
,ζq−1 = −1− ζ − ζ2 − . . .− ζq−2 לכתוב ïנית ïלכ .ζq−1 + ζq−2 + . . . + ζ + 1 = 0 ïולכ
1, ζ, . . . , ζq−2 ישר: íסכו íוג קומוטטיבי חוג זהו .Z[s] = Z + Z · ζ + . . . + Z · ζq−2 ïומכא

.Z מעל בסיס íה
íהפולינו היות לעובדת שקולה Q מעל íתלוייÎבלתי 1, ζ, ζ2, . . . , ζq−2 היות עובדת כי נעיר
ïבקריטריו שימוש êתו ,2 íממבני)Q מעל ζ של המינימלי íהפולינו f(x) = xq−1 + . . .+x+1

.(ïאייזנשטיי של איÎהפריקות
.χ(h1h2) = χ(h1)χ(h2) :C∗Îל íהומומורפיז 9כלומר,

איÎשאריות. – האחרת והמחצית שראיות íה íהאיברי שמחצית אחרת הוכחה 10זו
.Levesque של בספר למצוא ïנית ïלחלוטי אלמנטרית 11הוכחה
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íהמספרי תורת גאוס1 של הריבועית ההדדיות חוק 1.8

ההצגה.) מיחידות (נובע .Z[ζ] ∩Q = Z :38 מסקנה

12.ζ = e
2πi

q ,G =
∑q−1

a=1(
a
q )ζa גאוס: íסכו

:G2 את נחשב .G ∈ Z[ζ]

G2 =
∑q−1

a=1

∑q−1
b=1(a

q )( b
q )ζa+b

=
∑q−1

a=1

∑q−1
b=1(a

q )(ab
q )ζa+ab

=
∑q−1

b=1( b
q )

∑q−1
a=1 ζ(1+b)a

=
∑q−1

b=1( b
q ) ·

q − 1 b = q − 1

−1 b 6= q − 1

(.
∑q−1

a=0 ηa = 0 הלמה, ולפי ,1Îמ שונה q מסדר יחידה שורש η = ζ1+b)
13.G2 = (−1

q )q −
∑q−1

b=1( b
q ) = (−1

q )q = (−1)
q−1
2 q ,ïכ íא

אז x, y ∈ Z íא .x − y ∈ pZ[ζ] פירושה x ≡ y (mod p) הקונגרואנציה ,Z[ζ] בחוג
הישנה. המשמעות íע מתלכד x ≡ y (mod p) ïולכ x− y ∈ pZ ïולכ ,x−y

p ∈ Z[ζ] ∩Q = Z
כעת, .(i = 1, . . . , p − 1Îל p |

(
p
i

)
Îש מהעובדה (נובע (x + y)p ≡ xp + yp (mod p)

.Gp ≡
∑q−1

a=1(
a
q )ζap (mod p)

אז .pp̄ = 1 (mod q)Îש êכ q מודולו שארית p̄ תהי

Gp =
∑q−1

a=1(
ap̄
q )ζa = ( p̄

q )G = (p
q )−1G = (p

q )G

שני, מצד .Gp ≡ (p
q )G (mod p) ïולכ

Gp = G(G2)
p−1
2

= G((−1)
q−1
2 q)

p−1
2

= (−1)
q−1
2 · p−1

2 q
p−1
2 G

≡ (−1)
q−1
2 · p−1

2 ( q
p )G (mod p)

:ḠÎב ונכפול GḠ = q כי לב íנשי .(p
q )G ≡ (−1)

p−1
2 · q−1

2 ( q
p )G קיבלנו

.(p
q )q ≡ (−1)

p−1
2 · q−1

2 ( q
p )q (mod p)

íג íה ïלכ ,±1 íה íהאגפי שני .(p
q ) ≡ (−1)

p−1
2 · q−1

2 ( q
p ) (mod p) ïלכ ,(q, p) = 1

.íשווי
נקבל íג שני, ומצד ,(1 + i)p ≡ 1 + ip (mod p) .Z[i] בחוג נשתמש :( 2

p ) את נחשב כעת
,ïכ íא .(1 + i)p = (1 + i)[(1 + i)2]

p−1
2 = (1 + i)(2i)

p−1
2 ≡ (1 + i)i

p−1
2 ( 2

p ) (mod p)

.( 2
p ) ≡ 1+ip

(1+i)i
p−1
2

=

1 p = 1, 7 (mod 8)

−1 p = 3, 5 (mod 8)

חיבורי) (קרקטר ψ(a + b) = ψ(a)ψ(b) כאשר
P

a∈F∗q
χ(a)ψ(a) מהצורה íסכו לכל íקוראי 12במתמטיקה

המקורי. גאוס íסכו לא זה אבל גאוס, íסכו כפלי) (קרקטר χ(ab) = χ(a)χ(b)Îו

.q − 1 מדרגה שדה êבתו 2 מדרגה שדה ,Q(

q
(−1)

q−1
2 q) ( Q(ζ) :ï"ח ליודעי 13הערה
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גאוס של הריבועית ההדדיות חוק 1.8íהמספרי תורת 1

:ïבאייזנשטיי שימוש בלי ,Z[ζ] ∩Q = ZÎל הוכחה עוד

Z · 1 + Z · ζ + . . . + Z · ζq−2 = Z[ζ] ⊆ Q[ζ] = Q · 1 + Qζ + . . . + Qζq−2

הגבלת בלי בסיס. α1, . . . , αd יהי .Q מעל סופי ממימד וקטורי מרחב זה בסיס, לא אלה íא íג
של íבפיתוחי íהמופיעי íהמכני לכל óמשות מכנה המשמש טבעי N יהי .α1 = 1 הכלליות,
.Z[ζ] ⊆ 1

N (Zα1⊕Zα2⊕ . . .⊕Zαd) אז .α1, . . . , αd של íלינאריי íכצירופי 1, ζ, . . . , ζq−2

1
N Z של היחידי והתתÎחוג לכפל, סגור Z[ζ] ∩Q אבל .(α1 = 1 (שהרי Z[ζ] ∩Q ⊆ 1

N Z בפרט,
.Z הינו

29.6.2008 G אזי איÎזוגי, p íשא שאמר משפט לנו היה ;(Z/pnZ)∗ = G החבורה במבנה התעניינו
;p = 2Îל נוכיח (לא .(Z/2nZ)∗ ∼= C2×C2n−2 ,p = 2Îל .(p− 1)pn−1 מסדר ציקלית חבורה

איÎזוגי.) pÎל להוכחה דומה
n íוא ריבוע, הוא איבר כל איÎזוגי, n íא ,n מסדר כפלית ציקלית בחבורה מחבורות: עובדה

.íריבועי íה החבורה מאיברי מחצית בדיוק זוגי,

.(a,m) = 1 ,a ∈ Z ויהי ,íשוניíזוגייÎאיíראשוניי piÎכשm = 2epe1
1 ·. . .·p

el

l נניח :39 טענה

מודולו ריבוע a ,i = 1, . . . , l לכל (א) íמתקיי í"íא ïפתרו יש x2 ≡ a (mod m) למשוואה אזי
e ≥ 3 íוא ,a ≡ 1 (mod 4) אזי e = 2 íא וÎ(ב) ,(x2 ≡ a (mod pi)Îל ïפתרו יש (כלומר, pi

.a ≡ 1 (mod 8) אזי

.a
p−1
2 = 1 í"íא p מודולו ריבוע a אז (a, p) = 1 ראשוני, p תזכורת:

íהמספרי ברשימת ïנתבונ איÎזוגי. ראשוני p יהי

Y = {−p− 1
2

,−p− 1
2

+ 1, . . . ,−2,−1, 1, 2, 3, . . . ,
p− 1

2
}

.pÎל הזרות p מודולו הקונגרואנציה מחלקות כל נציגי אלו

הקבוצה של Y êבתו pÎב החלוקה בשאריות ïנתבונ .(a, p) = 1Îש êכ a ∈ Z יהי (גאוס): 40 למה

אזי זו. בקבוצה השליליות השאריות מספר את µÎב ïנסמ .X = {1 ·a, 2 ·a, . . . , p−1
2 a} הבאה:

.(a
p ) = (−1)µ

.Y הקבוצה êמתו X של החלוקה שאריות את m1,m2, . . . ,m p−1
2
Îב ïנסמ הוכחה.

.{3,−5,−2, 1, 4} ïה Y ÎבX Xושאריות = {3, 6, 9, 12, 15} ,a = 3 ,p = 11Îל דוגמה.

המחלקות על תמורה זו aÎב הכפלה ïולכ (a, p) = 1 כי ,mi 6= mj אזי i 6= j íשא ïנציי
,ia ≡ −ja (mod p) ,mi = −mj íא כי ,mi = |mj | אפשרי לא íג ,ïכ על יתר .p מודולו
ïייתכ לא זה êא ,i + j ≡ 0 (mod p)Îש נובע ,(a, p) = 1Îש ומאחר (i + j)a ≡ 0 (mod p)

.1 ≤ i, j ≤ p−1
2 כי

הקבוצה בדיוק זו ïולכ ,p−1
2 Îל 1 ïובי íשוני íכול n1, n2, . . . , n p−1

2
.ni = |mi| ïנסמ

אחר. בסדר 1, 2, . . . , p−1
2

.m1m2 · . . . ·m p−1
2

= (−1)µn1n2 · . . . · n p−1
2

= (−1)µ1 · 2 · . . . · · · p−1
2 אז

18



íהמספרי תורת גאוס1 של הריבועית ההדדיות חוק 1.8

אז .a
p−1
2 ·

∏ p−1
2

i=1 i =
∏ p−1

2
i=1 (ia)

p
≡

∏
mi ≡ (−1)µ(p−1

2 )! ïולכ mi = i · a (mod p)

.(a
p ) = a

p−1
2 ותמיד ,a

p−1
2 = (−1)µ 14ïולכ a

p−1
2 (p−1

2 )! = (−1)µ(p−1
2 )!

.p ≡ ±1 (mod 8) í"íא (איÎזוגי) ראשוני p מודולו ריבועית שארית הוא 2 :41 טענה

.p2 Îמ íשגדולי 2 · 1, 2 · 2, . . . , 2 · i, . . . , 2 · p−1
2 בסדרה íהאיברי מספר íבעצ הוא µ הוכחה.

.µ = p−1
2 −mÎש ברור אז .2(m + 1) > p

2 Îו 2m ≤ p−1
2 íהמקיי íהשל m יהי

זוגי. µ = 4k − 2k = 2kÎו m = 2k ואז p−1
2 = 4k ,p = 8k + 1 íא

µ = (4k−1)−(2k−1) = 2k ,m = 2k−1 ואז p−1
2 = 8k−2

2 = 4k−1 ,p = 8k−1íא
זוגי.

.µ = 4k + 1− 2k = 2k + 1 ,m = 2k ואז p−1
2 = 8k+2

2 = 4k + 1 ,p = 8k + 3 íא
µ = 4k+2−(2k+1) = 2k+1 ,m = 2k+1 ואז p−1

2 = 8k+4
2 = 4k+2 ,p = 8k+5íא

איÎזוגי.

.(p
q )( q

p ) = (−1)
p−1
2 · q−1

2 ;íזוגייÎאי íראשוניי qÎו p הריבועית): (ההדדיות 42 משפט

.ν =
∑ p−1

2
m=1bma

p c ïנסמ .p - aÎש êכ איÎזוגי íשל aÎו איÎזוגי ראשוני p יהיו :1.42 למה

.(a
p ) = (−1)ν אזי

.íהקודמי íבסימוני ν ≡ µ (mod 2)Îש להראות êצרי הוכחה.

.pÎב ma חלוקת של השארית 1 ≤ r < pÎו ma = bma
p c · p + r

.(t + µ = p−1
2 )

∑ p−1
2

m=1 ma =
∑ p−1

2
m=1bma

p cp +
∑µ

j=1 bj +
∑t

j=1 lj

הקודמת, בהוכחה וכמו ,p−1
2 Îל 1 ïבי íנמצאי l1, l2, . . . , lt, p−b1, p−b2, . . . , p−bµ

.{1, 2, . . . , p−1
2 } הקבוצה של אחר סידור íמהווי

a(
p−1
2 · p−1

2 +1

2 ) =
∑ p−1

2
m=1bma

p c+
∑µ

j=1 bj +
∑t

j=1 lj

= p · ν + (1 + 2 + . . . + p−1
2 )− µp + 2

∑µ
j=1 bj

= p(ν − µ) +
p−1
2 ·( p−1

2 +1)

2 + 2
∑µ

j=1 bj

ïלכ ,íשל
p−1
2 · p−1

2 +1

2 Îו זוגי a− 1 .(a− 1)
p−1
2 · p−1

2 +1

2 = p(ν −µ) + 2
∑

bi ,ïמכא
.ν − µ ≡ 0 (mod 2) ïומכא p(ν − µ) ≡ 0 (mod 2) נקבל

כי להראות מספיק הלמה, עלÎפי לגמרי). אלמנטרית (עכשיו הוכחה
p−1
2∑

m=1

bmq

p
c+

a−1
2∑

m=1

bmp

q
c =

(p− 1)(q − 1)
4

הוא בו הנקודות מספר .Z = {(x, y) | 1 ≤ x ≤ p−1
2 , 1 ≤ y ≤ q−1

2 } ïבמלב נסתכל
.p−1

2 · q−1
2

של Z של התתÎקבוצה B ותהא yp < xq íע (x, y) הזוגות של Z של התתÎקבוצה A תהא
(.yp = xq ïייתכ (לא .yp > xq הזוגות

.pÎל זר ( p−1
2

)! כי íלצמצ 14מותר

19



גאוס של הריבועית ההדדיות חוק 1.8íהמספרי תורת 1

.1 ≤ y ≤ bxq
p c כלומר ,y < xq

p כלומר ,yp < xq êצרי (x, y) ∈ A לקבל כדי ,x ïבהינת

.|B| =
∑ q−1

2
y=1b

yp
q c זהה, ïבאופ .|A| =

∑ p−1
2

x=1b
xq
p c אז

659 ≡ 3 כי íג לב íונשי ,561 = 3 · 11 · 17Îש íיודעי .( 561
659 ) את לחשב íרוצי 6.7.2008דוגמה.

אז איÎזוגי. 659−1
2 ïומכא (mod 4)

( 561
659 ) = ( 3

659 ) · ( 11
659 ) · ( 17

659 )

= ( 659
3 )(−1)

659−1
2 · 3−1

2 ( 659
11 )(−1)

659−1
2 · 11−1

2 ( 659
17 )(−1)

659−1
2 · 17−1

2

= ( 2
3 )(−1)(−1

11 )(−1)( 13
17 )

= (−1)(−1)(−1)(−1)( 17
13 )(−1)

17−1
2 · 13−1

2

= (−1)4( 4
13 ) · 1 = 1

.659 מודולו ריבועית שארית 561 כלומר,

.p ≡ 1 (mod 4) í"íא זוגי) (אי ראשוני p מודולו ריבועית 1−שארית תזכורת:

.p ≡ ±1 (mod 12) í"íא ( 3
p ) = 1 איÎזוגי. ראשוני p :43 טענה

í"íא קורה זה ?(p
3 )(−1)

p−1
2 = 1 מתי .( 3

p ) = (p
3 )(−1)

p−1
2 · 3−1

2 = (p
3 )(−1)

p−1
2 הוכחה.

איÎזוגי. p−1
2 íוג (p

3 ) = −1 (ב) או זוגי, p−1
2 íוג (p

3 ) = 1 (א)
p ≡ 1 שקול, ïבאופ או, .p ≡ 1 (mod 4) íוג p ≡ 1 (mod 3)Îש אומר (א) מקרה

הסיני). השאריות משפט (עלÎפי (mod 12)

p ≡ −1 שקול, ïבאופ או, .p ≡ 3 (mod 4) íוג p ≡ 2 (mod 3)Îש אומר (ב) מקרה
הסיני). (לפי (mod 12)

.p ≡ 1, 3, 7, 9 (mod 20) í"íא ( 5
p ) = 1 :44 טענה

.íראשוניי óלאינסו ריבועית שארית a אזי .0 6= a ∈ Z יהי :45 טענה

מכפלת b = p1 · . . . · pl נכתוב כלשהו, íשל aÎו איÎזוגי חיובי íשל bÎש êכ bÎו a ïבהינת הגדרה. יעקובי סמל

יעקובי. סמל – (a
b ) = ( a

p1
) · ( a

p2
) · . . . · ( a

pl
) ונגדיר (íשוני דווקא (לאו íראשוניי

יעקובי: סמל תכונות
;a1 ≡ a2 (mod b) íא (a1

b ) = (a2
b ) .1

;(a1a2
b ) = (a1

b )(a2
b ) .2

.( a
b1b2

) = ( a
b1

)( a
b2

) .3

x2 ≡ aלמשוואה ïפתרו ïאי) b מודולו ריבועית שארית אינו a אזי ,(a
b ) = −1íא חמורה: אזהרה

( 2
15 ) = למשל, .b מודולו ריבועית שארית לא a זאת ובכל (a

b ) = 1 ïייתכ זאת, íע .((mod b)

.15 מודולו ריבועית שארית אינו 2 êא ,( 2
3 )( 2

5 ) = (−1)(−1) = 1

êבכ (נשתמש .(a
b )( b

a ) = (−1)
a−1
2 · b−1

2 אזי ,íזוגייÎואי íחיוביי íשלמי bÎו a íא :46 משפט

(.íזוגייÎאי sÎו rÎל rs−1
2 ≡ r−1

2 + s−1
2 (mod 2)Îש
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íהמספרי תורת ראשוניות1 מבחני 1.9

( 561
659 ) = ( 659

561 )(−1)
561−1

2 · 659−1
2 = ( 98

561 )∗ = ( 2·49
561 )∗ = :íלגורמי לפרק בלי דוגמה.

( 2
561 ) · ( 49

561 )∗

אז .a = 2epe1
1 · pe2

2 · . . . · pel

l נכתוב .(a
q ) = 1Îש êכ q íראשוניי óאינסו למצוא êצרי הוכחה.

,a = 2el1·. . . ls להניחשaÎהואמהצורה זהברורשאפשר êמתו .(a
q ) = ( 2

q )e(p1
q )e1 ·. . .·(pl

q )el

.íראשוניי l1, . . . , lsÎו e = 0, 1 כאשר
.q ≡ 1 (mod 8)Îש נניח .( 2

q )e( l1
q ) · . . . · ( ls

q ) = 1Îש êכ íיÎq óאינסו למצוא ,ïכ íא ,êצרי

íג נדרוש ïולכ זוגי q−1
2 ,q ≡ 1 (mod 8)Îש מאחר .( l1

q ) = (−1)
q−1
2 · li−1

2 · ( q
li

) = ( q
li

)

משפט עלÎפי .q ≡ 1 (mod 8 · l1 · . . . · ls) הכול, êבס .i = 1, . . . , s לכל q ≡ 1 (mod li)Îש
זאת. שיקיימו íיÎq óאינסו יש דיריכלה,

ראשוניות מבחני 1.9

.N = 2nÎש êכ n ∈ N íקיי אזי ראשוני, 2N + 1 íא תרגיל:

F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = פרמה. מספרי íנקראי Fn = 22n

+1 מהצורה íמספרי
ראשוניי עוד) íסת (או óאינסו יש íהא פתוחה שאלה זו êא ,íראשוניי אלה .257, F4 = 65, 537

פרמה.

.3
Fn−1

2 = −1 (mod Fn) í"íא ראשוני Fn :(Pépin של הראשוניות ïקריטריו) 47 משפט

.a
q−1
2 = (a

q ) ,(a, q) = 1 שלכל נזכור .n ≥ 1 ראשוני, q = Fn נניח הוכחה.

אז 15.Fn ≡ 22n

+ 1 ≡ 2 (mod 3)Îו 3
Fn−1

2 = ( 3
Fn

) = (Fn

3 )(−1)
Fn−1

2 · 3−1
2 = (Fn

3 )

.(Fn

3 ) = ( 2
3 ) = −1

.3
Fn−1

2 ≡ −1 (mod p) .Fn של ראשוני מחלק p יהי .3
Fn−1

2 = −1 (mod Fn) נניח כעת
.Fn − 1 = 22n

כי נעיר .3Fn−1 = 1 (mod p) ונקבל בריבוע נעלה
m = 2r ïלכ .m | 22n

אזי (Z/pZ)∗ בחבורה 3 של mהסדר כאשר íא 322n

= 1 (mod p)

,s > 0 íא .s = 2n − r ïנסמ .1 ≤ r ≤ 2n לאיזשהו

3
Fn−1

2 = 3
22

n

2 = 322n−1
= 32r+s−1

= 32r·2s−1
= (32r

)2
s−1

≡ 12s−1
= 1 (mod p)

.r = 2n ïלכ ,s = 0 ïלכ
וקיבלנו ,p − 1Îל שווה או Îמ ïקט להיות חייב זה .22n

הוא p מודולו 3 של הסדר כלומר,
.p = Fn ïלכ ,p | Fn .p ≥ 22n

+ 1 = Fn אז .22n ≤ p− 1

√
n עד íבראשוניי התחלקות לבדוק – זאת לעשות êדר שיש ברור ראשוני? n מתי כללי. n יהי

יעילה. איננה זו שיטה êא אריסטופנס), של (הנפה
.an−1 ≡ 1 (mod n) ,(a, n) = 1 לכל אזי ראשוני, n íא הכרחי: תנאי

.22k ≡ 1 (mod 3)15
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ראשוניות מבחני 1.9íהמספרי תורת 1

nÎל .n = 561 = 3 · 11 · 17 קורה: ïאופ בכל שזה êכ íראשוניי לא íיÎn íמספרי יש אבל
,a560 ≡ 1 (mod p)Îש p = 3, 11, 17 לכל להוכיח (מספיק .a לכל an−1 ≡ 1 (mod n) זה,

הסיני). לפי
an−1 = a(pi−1)ri (mod pi) = 1ri (mod pi) = ïלכ .pi−1|n−1Îו n = p1p2p3 ïכא

.1 (mod pi)

13.7.2008 ïונתבונ כלשהו n יהי .ap−1 ≡ 1 (mod p) ,1 ≤ a < p− 1 לכל אזי ראשוני, p íא כזכור,
íכול או ïולכ ,(Z/nZ)∗ של חלקית חבורה זו .{a ∈ (Z/nZ)∗ | an−1 ≡ 1 (mod n)}Îב

זאת. íמקיימי íאינ íמחצית לפחות או זאת íמקיימי

an−1 ≡ 1 ,a ∈ (Z/nZ)∗ לכל íא Carmichael מספר נקרא n איÎזוגי חיובי מספר הגדרה. קרמייקל מספר

.(mod n)

,10 | 560 ,2 | 560 ,ïואכ .561 = 3 · 11 · 17 הוא ביותר ïהקט קרמייקל מספר דוגמה.

.16 | 560

.(íריבועי חסר – square-freeהואn) p2 - n ראשוני, p לכל אזי קרמייקל, אníמספר :48 טענה

כלומר ,(Z/p2Z)∗ החבורה את שיוצר טבעי g מספר יש אזי איÎזוגי. ראשוני p2 | n נניח הוכחה.

gn−1 ≡ 1 ïלכ קרמייקל, מספר n .|(Z/p2Z)∗| = p(p − 1)Îב p(p − 1) מסדר g איבר יש
p | n כלומר .o(g) = p(p − 1) | n − 1 ïלכ .gn−1 ≡ 1 (mod p2) ובפרט ,(mod n)

בסתירה. ,p | 1 ïלכ ,p | n− 1Îו

.p− 1 | n− 1 íמתקיי p | n לכל í"íא קרמייקל מספר הוא איÎזוגי n ∈ N :49 טענה

לכל כי להראות êצרי .íשוני íראשוניי מכפלת n = p1 · · · pk הקודמת, הטענה לפי הוכחה.

את שיוצר (איבר n מודולו פרימיטיבי איבר g ∈ N יהי ,ïואכ ;pi − 1 | n − 1 ,i = 1, . . . , t

ïולכ gn−1 ≡ 1 (mod n)Îש íמתקיי .o(g) = p − 1Îו gp−1 ≡ 1 (mod p) אז ;((Z/pZ)∗

כנדרש. ,n− 1 | p− 1 ïלכ .gn−1 ≡ 1 (mod p) íג
להראות êצרי .p−1 | n−1íמתקיי p | n ולכל íשוני íראשוניי של שnÎמכפלה נניח ,êלהיפ
an−1 ≡ 1 להראות êוצרי n = p1 · · · pl .(a, n) = 1Îש êכ 1 ≤ a ≤ n יהי קרמייקל. nÎש
,an−1 ≡ a(pi−1)si ≡ 1si ≡ 1 (mod pi) íמתקיי i = 1, . . . , t שלכל íיודעי אנו .(mod n)

x ≡ 1 (mod pi) המשוואות למערכת ïפתרו הוא b = an−1 .si ∈ N ,n − 1 = (pi − 1)si

.b ≡ 1 (mod p1 · · · pt) ≡ 1 (mod n) ïולכ ,1 ≤ i ≤ tÎל

.a
n−1

2 = ( 2
a ) (mod n) ,(a, n) = 1 לכל í"íא ראשוני הוא איÎזוגי חיובי n ∈ N :50 משפט

ראינו. כבר (⇐) הוכחה.
קרמייקל, מספר nÎש אומר זה .(a, n) = 1 לכל a

n−1
2 ≡ ( a

n ) (mod n) íשמתקיי נניח (⇒)
זה íשוני íראשוניי מכפלת n = p1 · · · pt ïולכ an−1 = (a

n−1
2 )2 ≡ ( a

n )2 ≡ 1 (mod n) כי
.n− 1 = (p− 1)l ,p = p1 ניקח .pi − 1 | n− 1 מזה,
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íהמספרי תורת ראשוניות1 מבחני 1.9

êכ b2 (mod n
p ) ונבחר ( b1

p ) = −1Îש êכ b1 (mod p) נבחר איÎזוגי. lÎש נניח .t > 1 נניח
b ≡ b1Îש êכ 1 ≤ b ≤ n הסיני המשפט לפי נבחר כנ"ל, b2Îו b1 שבחרנו אחרי 16.( b2

n
p

) = −1Îש
ונחשב: b ≡ b2 (mod n

p1
) ,(mod p1)

( b
n ) = ( b

p·n
p
)

= ( b
p )( b

n
p
)

= ( b1
p )( b2

n
p

)

= (−1)(−1) = 1

כלומר, .b
n−1

2 = b
p−1
2 ·l ≡ ( b

p )l (mod p) ≡ ( b1
p )l = (−1)l = −1 (mod p) אבל

.b
n−1

2 6≡ ( b
n ) (mod n) ודאי ïולכ ( b

n ) ≡ 1 (mod n) ≡ 1 (mod p) ,b
n−1

2 ≡ −1 (mod p)

להיעשות). ïנית (זה ( b2
n
p

) = 1Îש êכ b2Îו ( b1
p ) = −1Îש êכ b1 נבחר זוגי. lÎש נניח עכשיו

.b ≡ b2 (mod n
p ) ,b ≡ b1 (mod p)Îש êכ b נבחר

b
n−1

2 = b
p−1
2 l ≡ ( b

p )l = 1 (mod p) נחשב:
( b

n ) = ( b
p·n

p
) = ( b

p )( b
n
p
) = ( b1

p )( b2
n
p

) = (−1)1 = −1 ïולכ

בסתירה. ,p | n כי b
n−1

2 6≡ ( b
n ) (mod n) íג ïולכ ,b

n−1
2 6≡ ( b

2 ) (mod p) אז

Solovay-Strassen אלגוריתם 1.9.1

ראשוני: הוא íהא לבדוק כדי גדול. איÎזוגי חיובי íשל n יהי
תרגיל. – O(log3 n) הוא מקרה בכל החישוב פעולות (מספר ( b

n )Îו b
n−1

2 וחשב מקרי b הגרל
וכמו ,( b

n ) = (n
b )(−1)

n−1
2 · b−1

2 הריבועית: ההדדיות חוק בזכות יחסית קל יעקובי סמל חישוב
לוגריתמית). íהצעדי כמות אוקלידס, íבאלגורית

ïקט המונה íא .1Îב מונה העלה ,íשווי íא כפריק. n על הכרז ,b
n−1

2 6= ( b
n ) (mod n) íא

.1 ≈ 1− 1
2100 ≤ בהסתברות כראשוני n על הכרז ,= 100 המונה íא א'. לצעד חזור ,100Îמ

,(Z/nZ)∗ של חלקית חבורה Hמהווה = {b ∈ (Z/nZ)∗ | bn−1
2 = ( b

n ) (mod n)} הצדקה:
לnÎלאמקיימיíאתהמשוואה, 1 ïבי íמהמספרי לפחותחצי המשפט, עלÎפי אníלאראשוני, ïולכ

.nÎל íזרי íשאינ לאלו êכ ודאי זה כי
נכתוב אז .x ∈ F ,ai ∈ F כאשר f(x) =

∑n
i=0 aix

i לחשב êצרי חישובי: ïלחיסכו טריק
íרוצי íא לנו? שימושי זה למה .f(x) = . . . x(x((anx + an−1)x + an−2) + an−3) . . .

am = a
Pr

i=0 bi2
i

= אז .bi = 0, 1 כאשר m =
∑r

i=0 bi2i íנרשו ,am (mod n) לחשב
עוד. לייעל íג אפשר פעולות. פחות ïכא ויש ,

∏r
i=1(a

2i

)bi

(∗) íמתקיי (a, n) = 1 íע 1 ≤ a ≤ n לכל í"íא ראשוני n אזי איÎזוגי; n ∈ N :51 משפט 20.7.2008

ci נבחר i = 3, . . . , t ולכל p2 מודולו ריבועית שארית שאינו c2 מספר נבחר ;n
p

= p2 · · · pt כי כזה, יש 16תמיד

íיקיי b2 ïהפתרו .i = 2, . . . , t ,x ≡ ci (mod pi) המערכת את נפתור ואז ,pi מודולו ריבועית שארית ïכ שהוא
.( b2

n
p

) = ( b2
p2p3···pt

) = ( b
p2

)( b
p3

) · · · ( b
pt

) = ( c2
p2

) · · · ( ct
pt

) = −1
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íסופיי שדות 1.10íהמספרי תורת 1

1 ≤ a ≤ n íמהאיברי חצי לפחות אזי ראשוני, לא n íא ,ïכ על יתר .( a
n ) = a

n−1
2 (mod n)

.a
n−1

2 6≡ ( a
n ) (mod n) íמקיימי

Miller-Rabin אלגוריתם 1.9.2

הוא ïהרעיו .bn−1 ≡ 1 (mod n) íהמקיי b ∈ (Z/nZ)∗Îו גדול חיובי איÎזוגי מספר n נניח
ראשוני, n íא איÎזוגי. n−1

2t עד b
n−1

2 , b
n−1

4 , . . . , b
n−1
2k íריבועיי íבשרשי ולהסתכל להתחיל

,b
n−1
2s = −1 (mod n) בהכרח אזי ,b

n−1
2s 6= 1 (mod n)Îו b

n−1
2s−1 = 1 (mod n) íא אזי

כל להיות יכול b
n−1
2s ,íראשוניי מכפלת n íא זאת, (לעומת .±1 ,íשרשי שני רק 1Îל יש בשדה כי

(.íדברי מיני
.−1 מופיע b

n−1
2s (mod n) בסדרה íא n לראשוניות חזק עד bÎש נאמר ,íהקודמי íבסימוני

1 ïבי íמהאיברי 25%Îמ פחות אזי ראשוני, אינו n íשא êכ על מתבסס רביÎïמילר íאלגורית
.íחזקי íעדי íה nÎל

רביÎïמילר ïמבח את עבר n = 3215031751 אחד מספר רק ,2.5 · 1010 עד íיÎnÎה כל ïמבי
ראשוני. שאינו óא על b = 2, 3, 5, 7 עבור

ïראשו תואר תלמידי והשאר חשמל מהנדס אחד – íהודי של קבוצה íפתאו ,íשני כמה לפני
ראשוניות.17 לבדיקת הוכחה, íע פולינומיאלי, דטרמיניסטי íאלגורית מצאו –

סופיים שדות 1.10

.p = charF ראשוני, p ,íצעדי p לאחר ראשונה íפע 1+1+ . . .+1 = 0 אזי סופי, Fשדה íא
Fp מעל וקטורי מרחב הוא F .Fp = {0, 1, 2 = 1 + 1, . . . , p − 1} את מכיל F Îש נובע ïמכא

.n לאיזשהו |F | = pn ïולכ

.íאיזומורפיז כדי עד יחיד זה שדה .pn מסדר שדה íקיי n ∈ N ולכל ראשוני p לכל :52 משפט

f(x) ניקח .n ממעלה פריק) (אי ראשוני (ïמתוק) íפולינו יש n לכל ,Fp[x]Îב .(êבער) הוכחה

F ïולכ מקסימלי (f(x)) איÎפריק, f(x)Îש מאחר .F = Fp[x]/(f(x))Îב נסתכל כזה. íפולינו
.|F | = pnÎש לראות קל שדה.

ריבוע. לא a כלומר, .(a
p ) = −1Îש êכ a ∈ Fp = Z/pZ יהי .p2 מסדר שדה נבנה דוגמה.

ïבאופ או ,F = Fp[x]/(f(x)) איÎפריק. íפולינו הוא f(x) = x2 − a íבפולינו נסתכל
הרגילות. הפעולות íע ,p2 מסדר שדה זה .F = {x + y

√
a | x, y ∈ Fp} קונקרטי,

,ϕ(a) = a ובפרט ,b ∈ Fp לכל ϕ(b) = b אזי ,ϕ : F → F ,F של íאוטומורפיז ϕ íא
íמתקיי ,x, y ∈ Fp עבור כי ,ϕ ≡ id אזי ϕ(

√
a) =

√
a íא .ϕ(

√
a) = ±

√
a ואז

ויחיד אחד íאוטומורפיז רק יש ïלכ .ϕ(x + y
√

a) = ϕ(x) + ϕ(y)ϕ(
√

a) = x + y
√

a

(.F של íאוטומורפיז מגדיר ïאכ ϕ(
√

a) = −
√

aÎש (בדוק טריוויאלי. שאיננו

.http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality v6.pdf :ïכא לקרואאתהמאמר ï17נית
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íהמספרי תורת 1íסופיי שדות 1.10

,íאוטומורפיז היא h ∈ F Îל Fr(h) = hp עלÎידי המוגדרת Fr : F → F ההעתקה íג
חיבור: על שומרת íג (ב) ;Fr(h1h2) = (h1h2)p = hp

1h
p
2 כפל: על שומרת ודאי (א) כי

1 ≤ i ≤ p−1 לכל p |
(
p
i

)
êא ,(h1+h2)p = hp

1+
(
p
1

)
hp−1

1 h2+. . .+
(

p
p−1

)
h1h

p−1
2 +hp

2

ערכי. חדÎחד הוא כי íאוטומורפיז הוא .íהומומורפיז Fp ïלכ .= hp
1 + hp

2 ïולכ
בחזקת העלאה ïולכ (p, p2 − 1) = 1 ,|F ∗| = p2 − 1 .Fr : F ∗ → F ∗ אז ,0 7→ 0

זה טריוויאלי, היה íא טריוויאלי: שאינו íאוטומורפיז Fr ïולכ ערכית, חדÎחד העתקה זו p

אפשרי. בלתי וזה ,íשרשי p2 יש xp − x íלפלולינו כלומר ,hp = h ,h ∈ F שלכל אומר היה
שלמעלה. Fr = ϕ ïלכ

FpÎב ריבועי שורש להוצאת אלגוריתם 1.10.1

נגריל אותו. למצוא נרצה ריבועי. שורש לו יש כלומר ,( b
p ) = 1Îש êכ b ∈ Fp = Z/pZ יהי

בשדה ונסתכל β =
√

α ïנסמ ריבוע. אינו α = t2 − bÎש êכ כזה שנקבל עד FpÎב מקרי t

.γ = (β + t)
p+1
2 Îב ïנתבונ .p2 מסדר שדה זה .F = {x + yβ | x, y ∈ Fp}

.γ2 = b (ב) ;γ ∈ Fp (א) :53 טענה

,F Îב íשרשי שני בדיוק לו יש ïלכ ,FpÎב שורש לו שיש bÎב התחלנו כי =⇐(א), שÎ(ב) ïנציי הוכחה.

.FpÎב íושניה
(ב). את נוכיח

γ2 = ((β + t)
p+1
2 )2

= (β + t)p+1

= (β + t)p(β + t)1

= Fr(β + t)(t + β)

= ϕ(t + β)(t + β)

= (t− β)(t + β)

= t2 − β2

= t2 − α

= t2 − (t2 − b)

= b
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ציבורית הצפנה קריפטוגרפיה: 2

ציבורית הצפנה קריפטוגרפיה: 2

RSA שיטת 2.1

יודע). לא אחד óשא שפה זו (סינית עבריתÎסינית ïמילו יש לי מתמטיקה. בלי דוגמה ניקח סיפור.
זה ïהמילו של ïראשו חצי .ïמילו לה ובונה íבעול קיימת שלא שפה ממציא אני מזה: יותר ,íבעצ

לעברית. מסינית íתרגו זה השני והחצי לסינית, מעברית íתרגו
לדבר êאי אותי תלמד ואתה אליי, לדבר êאי êאות אלמד אני אז לדבר. íרוצי אנחנו עכשיו,
אז ;íמחשבי ïבי לתקשורת מיועד זה ,ïכמוב דבר. אותו יהיה שזה íשבעול סיבה íשו ïאי .êאלי
מסינית íשמתרג השני החצי את אבל לסינית, מעברית íשמתרג ïמילוÎהחצי את êאלי שולח אני

אצלי. שומר אני לעברית
את יש íלה íג אז בינינו. התקשורת כל את íשומעי ,íוהרעי íהטובי ,íהאויבי כל עכשיו,
אתה אז אותה; יבינו שלא בעברית, הודעה לי לשלוח רוצה אתה לסינית. מעברית íשמתרג ïהמילו
íשמתרג ïהמילו חצי לי שיש אני, אליי. ושולח לסינית ההודעה את íמתרג ,ïהמילו חצי את לוקח
כמו ïהמילו יש íלה íשג למרות ,íהאחרי כל אבל ,êשל המסר את ïלהבי יכול לעברית, מסינית
אמרתי. מה ïלהבי íיכולי לא íה ïולכ ,êההפו ïהמילו íלה ïאי לסינית, מעברית íשמתרג ,êשל

.íכלו ïתבי לא ששלחת, ההודעה על תסתכל íא אתה, íג ,ïכ על יתר
êלהפו ïזמ ïהמו שלוקח פונקציה íמחפשי אנחנו קשה. בעיה זו êהפו ïמילו שלבנות היא ההנחה
שמיר עדי ,íשלה אתהמאמר פירסמו ïוהלמ כשדיפי .ïהזמ על משחק למעשה, הוא, המשחק אותה:
íוה ,ïאדלמ íוע ריבסט íע בMITÎדיבר צעיר פוסטÎדוקטורנט היה íימי íשבאות ,ïויצמ ïממכו
את המציאו íה וחזרות, ניסיונות מיני כל אחרי כזאת. פונקציה לחפש בנסיונות להשתעשע התחילו

.ïלהל המתוארת הפונקציה
טובה. פונקציה ïאכ שזו הוכחה ïאי íהיו עד אזהרה.

.n = p · qÎב ïנתבונ זאת.) לעשות íמצויני íאלגוריתמי לנו (יש .íגדולי íראשוניי qÎו p נבחר
,1 ≤ e ≤ ϕ(n) נבחר .ϕ(n) = |(Z/nZ)∗| = ϕ(p)ϕ(q) = (p − 1)(q − 1)Îב נסתכל

.(n, e) את בציבור íונפרס מקרי (e, ϕ(n)) = 1

שיש אנו, .xe (mod n) את זה íבמקו ישלח ,1 ≤ x < n הודעה אלינו לשלוח שרוצה מי
18.e · f ≡ 1 (mod ϕ(n))Îש êכ 1 ≤ f ≤ ϕ(n) למצוא íיודעי ,ϕ(n) את בידינו

(xe)f = x1+rϕ(n) = x · xrϕ(n) = x · 1r = x הפיענוח: êתהלי ïולכ ,ef = 1 + rϕ(n)

,íראשוניי שני מכפלת n יקרה: שזה סיכוי ïאי דחילק, אבל ,nÎמ זר xÎש סמויה הנחה פה יש
יכול והשולח ידוע n מזה, õחו יש? כבר qÎב או pÎב íשמתחלקי ספרות íמאתיי בני íמספרי וכמה

לבדוק.
.qÎו p למרכיביו n לפירוק יעיל íאלגורית ïאי מפוקפקת: "אקסיומה" על ïכא íמסתמכי אנו

כי ,(n = pq (כאשר n של פירוק נותנת ϕ(n) ידיעת הערה:

êכ x, y למצוא êאי הראינו :a−1 (mod m) את נמצא אוקלידס íאלגורית עלÎידי ,(a,m) = 1 íא 18תזכורת:

.x = a−1 (mod m) ואז ,ax+my = 1Îש
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ציבורית הצפנה קריפטוגרפיה: 2ïרבי שיטת 2.2

ϕ(n) = (p− 1)(q − 1) = pq − (p + q) + 1

p + q = x ,pq = n המערכת את נפתור ואז p + q ידיעת נותנת ϕ(n)Îו n = pq ידיעת ïלכ
ידוע). x שוב, (כאשר

לפרק יודע הוא אז ,a ∈ (Z/nZ)∗ לכל am ≡ 1 (mod n)Îש êכ m למצוא יודע מישהו íא 27.7.2008

התכונה יש m
2 Îל íג íא נבדוק (ב) ;(q − 1Îוב p− 1Îב (מתחלק זוגי להיות חייב m (א) כי: ,n את

תכונה íשמקיימי íיÎaÎה óאוס (כי êלכ מהירה הסתברותית בדיקה יש – .am
2 ≡ 1 (mod n)

.íמקיי לא m
2 אבל התכונה את íשמקיי כזה mÎל שנגיע עד êנמשי ïלכ חלקית). חבורה הוא זו

a
m
2 ≡ 1 íמתקיי a לכל שלא או a

m
2 ≡ 1 (mod p) ,a לכל שלא אומר זה ?íמקיי לא m

2 למה
.q − 1 - m

2 או p− 1 - m
2 Îש אומר זה .(mod q)

a
m
2 6≡ 1 לפחות ולמחצית a

m
2 ≡ 1 (mod q) ,a לכל ואז q − 1 | m

2 ,ïהראשו במקרה
כלומר ,pÎב ולא qÎב מתחלק a

m
2 − 1 íיקיי מקרי a 50% לפחות של בהסתברות אז .(mod p)

.nÎל פירוק êובכ q בקלות נמצא ïולכ (am
2 − 1, n) = q

סימטרי. השני המקרה
íמהמצבי אחד לכל 25%Îל חלוקה יש אזי ,q− 1 - m

2 Îו p− 1 - m
2 ,íקורי íהמקרי שני íא

שיהיה 1
2 של סיכוי לו יש ,am

2 − 1Îב נסתכל íא .am
2 ≡ ±1 (mod q) ,am

2 ≡ ±1 (mod p)

.n íע óמשות íגור לו

רבין שיטת 2.2

.m ≡ x2 (mod n) נשדר ,(1 ≤ x ≤ n) x לשדר íבמקו .n = pq ,íראשוניי p, q

.r2
q ≡ m (mod q)Îש êכ rqÎו r2

p ≡ m (mod p)Îש êכ rp נחשב ,qÎו p את íשיודעי אנו,
ראשוני.) מודולו שורש להוצאת מהיר íאלגורית יש (כזכור,

להוצאת מהיר ישאלגוריתíמאוד אזי ,p ≡ q ≡ 3 (mod להיות(4 qÎוpלבחוראת אíנדאג
(m

p+1
4 )2 = m

p+1
2 ≡ m

p−1
2 + 2

2 ≡ m
p−1
2 m ≡ (m

p )m ≡ 1 ·m ≡ m – m
p+1
4 :mÎל שורש

.(p מודולו ריבועית שארית m שהרי ,1 שווה לז'נדר ïסימ) (mod p)

,a ≡ rp (mod p)Îש êכ יחיד a íמקבלי הסיני, השאריות משפט עלÎידי ,rqÎו rp êמתו
.a ≡ rq (mod q)

.zq ≡ 1 (mod p) ,yp ≡ 1 (mod q) כלומר ,yp + zq = 1Îש êכ zÎו y למצוא קל הערה:

למצוא קל אומרת, זאת .a ≡ rq (mod q)Îו a ≡ rp (mod p) .a = rqyp + rpzqÎב ïנתבונ
a2 ≡ r2

p ≡ m :a את למצוא קל ,rqÎו rp שמצאנו לאחר ïולכ הסיני, השאריות למשפט ïפתרו
.a2 ≡ r2

q ≡ m (mod q) ;(mod p)

ארבעה יש êולפיכ אפשרויות, שתי יש íמה אחד לכל יחיד: ïבאופ íנקבעי íאינ rqÎו rp הבעיה:

קצת זה אבל היכנשהו, מסוימת תבנית קביעת עלÎידי זה את לפתור אפשר .íאפשריי íפיענוחי
.ïהצופ את מחליש

את ïנות ריבועית שארית שהוא 1 ≤ m ≤ n ïשבהינת יעיל íאלגורית יש íא .n = pq :54 טענה

.n את לפרק ïנית אזי ,n מודולו כאלה) ארבעה בדיוק יש (כזכור, íהריבועיי משורשיו אחד
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zero-knowledge proofs / דיגיטלית חתימה ציבורית2.3 הצפנה קריפטוגרפיה: 2

.y2 (mod n) את לקופסה נכניס לקופסה. ונכניס ,1 ≤ y ≤ n ,íיÎy מקרי ïבאופ נגריל הוכחה.

ïאי ואז ,±y (mod n) את לי תחזיר היא ,íמהמקרי 50%Îב .y2 של שורש לי תחזיר הקופסה
0 ≡ y2 − z2 = כזה, במקרה .z 6= ±y שורש נקבל ,íמהמקרי 50%Îב אבל .êבכ תועלת íשו
q | y+zÎו p | y−zÎש אומר זה .y+z 6≡ 0 (mod n)Îו y−z 6≡ 0 (mod n) .(y−z)(y+z)

.n את ונפרק (y − z, n) נחשב ואז ,nÎל זר לא y − z מקרה, בכל .êלהיפ או

בעיה שזו íמאמיני êא לגורמיו, מספר כל לפרק לאפשרות שקול íהאלגורית פיצוח ,ïכ כי הנה
קשה.

zero-knowledge proofs / דיגיטלית חתימה 2.3

מהו. óלחשו בלי x את יודע שאני לשכנע מטרתי .x2 íפורס לכול. ידוע n = pq

את או y את íלפרס ממני לדרוש ,y2 את íשקיבלת אחרי ,íזכאי íאת .y2 את ונשלח y נגריל
לי. ïלהאמי תיאלצו מספיק, חזרות מספר אחרי 19.(íמה אחד רק (אבל xy(n)

.x על אינפורמציה íמסגירי לא זו, בשיטה

דיסקרטי לוגריתם / מפתחות הפצת 2.4

.(Z/pZ)∗ את שיוצר פרימיטיבי g נמצא ידוע. גדול ראשוני p

)כל .1 ≤ b ≤ p − 1 מקרי מספר מגריל BÎו 1 ≤ a ≤ p − 1 מקרי מספר מגריל A

).p מודולו מתבצעת האריתמטיקה
(gb)a ומעלהבחזקתaומקבלאת= gb Aלוקחאת .gb לAÎאת Bשולח .ga לBÎאת Aשולח

BÎול AÎל עכשיו, .(ga)b = gab ומקבל ,b בחזקת ומעלה b בחזקת ומעלה ga את לוקח B .gba

בהצפנה לשימוש כמפתח לשמש יכול זה אותו. íיודעי íאינ íהאחרי .gab = gba :óמשות סוד יש
סטנדרטית.

קשה. שהיא) íשמאמיני) בעיה זו :g בבסיס íלוגרית להוציא עליו .gbÎו ga ,g את יודע האויב

.íידועי y2Îו x2 כי זאת, לוודא ïנית בריבוע העלאה 19עלÎידי
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íאדייÎpÎה íהמספרי 3

הÎpÎאדיים המספרים 3

.an ≡ an−1 (pn)Îש êכ {ai}∞i=0 = (a0, a1, . . . , an, . . .) בסדרות ïנתבונ ראשוני. קבוע p

.an ≡ bn (mod pn+1) ,n לכל íא שקולות {bi}Îו {ai} כאלה סדרות ששתי נאמר

כאלו. סדרות של שקילות מחלקת זו Îpאדי íשל מספר הגדרה.

.0 ≤ an < pn+1Îש êכ {ai} = (a0, a1, . . .) סדרה עלÎידי מיוצג Îpאדי מספר כל
שמוגדר הוכח תרגיל: .{ai}·{bi} = {aibi} ,{ai}+{bi} = {ai+bi} וכפל: חיבור הגדרת

היטב.

.1 = (1, 1, . . .) ,0 = (0, 0, . . .) כאשר חוג, זה :55 טענה

.íאדייÎpÎה íהשלמי חוג Ẑp זה לחוג נקרא
ערכי. חדÎחד íהומומורפיז זה .n 7→ (n, n, . . .) עלÎידי Z ↪→ Ẑp של ïשיכו יש

ïולכ ,a1 ≡ a0 (mod p)Îו ,0 ≤ a1 < p2 .0 ≤ a0 < p בה"כ, כאלו? íמספרי íנראי êאי
,a2 = a1 + b2p

2 ïלכ .a2 ≡ a1 (mod p2) ,0 ≤ a2 < p3 .0 ≤ b1 < p ,a1 = a0 + b1p

.a2 = a0 + b1p + b2p
2 אז .0 ≤ b2 < p

.0 ≤ bi < p ,an = b0 + b1p + b2p
2 + b3p

3 + . . . + bnpn ,b0 = a0Îל נקרא íא .êנמשי
.
∑∞

i=0 bip
i הפורמלי הטור íע α = {ai} הÎpÎאדי íהשל את לזהות ïנית

זה כטור, בכתיבה .(n (mod p), n (mod p2), . . .) = (a0, a1, . . .) (n, n, . . .) n ∈ N
.(r ∼ logp n) n =

∑r
i=0 bip

i בדיוק

.a0(= b0) 6≡ 0 (mod p) í"íא Ẑp בחוג êהפי Ẑp 3 α = {ai} =
∑∞

i=0 bip
i :56 טענה

,bi + b′i ≥ p íא :
∑

bip
i +

∑
b′ip

i :carry íע חיבור הוא íטורי במונחי החיבור הערה:

את מבדיל זה .carry íע ושוב ,pÎב íטורי שני של הפורמלי הכפל הוא כפל הבא. לשלב 1 íמוסיפי
.carry ïאי שבו ,Fp[[x]] = {

∑
bix

i | bi ∈ Fp}Îמ Ẑp

êכ 0 ≤ ci ≤ pi+1 ,γ = (c0, c1, . . .) íשקיי פירושו ,êהפי α = (a0, a1, . . .) íא הוכחה.

.aici ≡ 1 (mod pi+1)Îש
.a0 6≡ 0 (mod p) ïולכ a0c0 ≡ 1 (mod p) אזי ,êהפי α íא בפרט,

ai ≡ a0 (mod p) ההגדרה שעלÎפי מאחר אזי .a0 6≡ 0 (mod p)Îש נניח השני, ïבכיוו
aici ≡ 1Îש êכ ci יש ïולכ Z/pi+1Z בחוג êהפי ïולכ i לכל ai 6≡ 0 (mod p) הרי ,i לכל

Îpאדי. íשל ïאכ (c0, c1, . . .) תרגיל: .(mod pi+1)

íשמתאי הטור ;(1, 1, 1, . . .) הוא 1Îל íשמתאי הטור סופי: איננו íהשליליי של הפיתוח
ששקול טור זה .(p−1, p2−1, p3−1, . . .) אז .0Îל ששקול משהו íמקבלי ,íמחברי íא –−1Îל

.α = (p− 1) + (p− 1)p + (p− 1)p2 + . . . נקבל ,b במונחי .0Îל∑n
i=0(p − 1)pi = (p − 1) · pn=1−1

p−1 ≡ pn+1 − 1 ≡ −1 :−1 =
∑∞

i=0(p − 1)pi

.(mod pn+1)
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íאדייÎpÎה íהמספרי 3

∑∞
i=0(p− 1)pi = (p− 1)

∑∞
i=0 pi = (p− 1) 1

1−p = −1

.ẐpÎב êהפי ε כאשר pmεÎכ לכתיבה ïנית ẐpÎב α איבר כל :57 מסקנה

.0 ≤ bi < p− 1 ,bm 6= 0Îש êכ ïהראשו m ,α =
∑∞

i=m bip
i הוכחה.

.bm 6= 0 (mod p) כי êהפי
∑

i=0∞bm+1p
iÎו ,α = pm(

∑∞
i=0 bm+1p

i)

שלמות. íתחו הוא כלומר אפס, מחלקי ïאי ẐpÎב :58 טענה

.íאדייÎpÎה íהמספרי שדה – Qp ïשיסומ ,íשברי שדה לו יש :59 מסקנה

.Q ↪→ Qp ïולכ Z ↪→ Ẑp :60 טענה

.αβ = pmε
pnε′ = pm−n(εε′−1) ,β = pnε′ ,α = pmε

לורנט טורי = Qp כלומר, .ν ∈ Z ,
∑∞

i=ν bip
iÎכ להצגה ïנית Qp של איבר כל :61 מסקנה

.pÎב íפורמליי

:Qp על מטריקה נגדיר .|γ| = 1
pν .0 ≤ bi < p ,bv 6= 0 ,ν ∈ Z ,γ =

∑∞
i=ν bip

i עבור
.d(α, β) = |α− β|

;d(α, β) = d(β, α) (2) ;α = β ⇐⇒ d(α, β) = 0 (1) íמתקיי כלומר מטריקה, זו :62 טענה

(הוכח!) .d(α, γ) ≤ d(α, β) + d(β, γ) (3)

.n! → 0 תרגיל: .d(pi, 0) = |pi − 0| = |pi| = 1
pi → 0 כי ,pi → 0

.óצפו QכתתÎשדה את Qpמכיל (ב) מתכנסת. קושי סדרת כל דהיינו ,íשל Qpשדה (א) :63 טענה

íהמספרי עלÎידי אותו ונקרב β =
∑∞

i=0 bip
i :ẐpÎב íצפופי NÎש íקוד נראה (ב) הוכחה.

.β − βn → 0 ïולכ ,β − βn =
∑∞

i=n+1 bip
i .βn =

∑n
i=0 bip

i íהטבעיי
] .βn =

∑n
i=ν bip

i ,β =
∑∞

i=ν bip
i אזי ,íשל דווקא לאו כללי, Qp 3 β íא

F ∼= או F ∼= R אזי ,óצפו כתתÎשדה Q את המכיל íשל שדה F íא :(Ostrovski) 64 משפט

.p לאיזשהו Qp

.αi → 0 í"íא מתכנס
∑∞

i=1 αi הטור .αi ∈ Qp :65 טענה
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íתרגילי 4

תרגילים 4

12.6.2008 4.1

.290 (mod 91) (ד) ;(6188, 4709) (ג) ;(21432, 6666) (ב) ;5106
(mod 144) (א) חשב: .1

.22x = 11 (mod 121) (ג) ;12x + 21y = 27 (ב) ;7x = 23 (mod 101) (א) פתור: .2

.6 | n2 − 1 íמתקיי 3 - nÎש êכ איÎזוגי n ולכל ,30 | n5 − n ,n שלכל הוכח .3

רמז: .(ïמרס של ראשוני p (כלומר, ראשוני nÎו a = 2 אזי ראשוני, p = an−1 íשא הוכח .4
.xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + . . . + yn−1)

nÎל רמז: פרמה). של (ראשוני 2 של חזקה nÎו זוגי a אזי ראשוני p = an + 1 íשא הוכח .5
.xn + yn = (x + y)(xn−1 − xn−2y + xn−3y2 + . . . + yn−1) איÎזוגי,

pi ,n = pd1
1 · . . . · pdl

l íשא (א) הוכח .n של íהחיוביי íהמחלקי מספר את ν(n)Îב ïנסמ .6
.íהמספרי תורת של פונקציה ν (ב) ;ν(n) =

∏l
i=1(di + 1) אזי ,íשוני íראשוניי

.19x + 20y = 1909 למשוואה íוחיוביי íהשלמי הפתרונות כל את מצא .7

d | f(k+j)Îש êכ d, k ∈ Zíקיימיíהוכחשא .Z[x]Îב íפולינו f(x) =
∑n

i=1 aix
i יהי .8

íג כזה f(x) שיש דוגמה עלÎידי הראה .n ∈ Z לכל d | f(n) אזי ,j = 0, . . . , d− 1 לכל
.(íזרי f(x) מקדמי (כלומר, (a0, . . . , an) = 1 íע

.ϕ(ab)
d = ϕ(a)ϕ(b)

ϕ(d) אזי (a, b) = d íשא הוכח .9

.nϕ(n)
2 Îל שווה לו íוזרי nÎמ íהקטני íהחיוביי íהשלמי íסכו ,n > 1 שעבור הוכח .10

.ϕ(d) | ϕ(n) אזי d | n íשא הוכח .11

.x ≡ 4 (5) ,x ≡ 3 (4) ,x ≡ 1 (5) ,x ≡ 1 (2) המערכת את פתור .12

í"íא 9Îב ומתחלק 3Îב מתחלק אí"íסכוíספרותיו 3Îב מתחלק הוכחשמספרשלíחיובי .13
.9Îב מתחלק ספרותיו íסכו

íהיחידי הפתרונות או m = 2pα אז ראשוני p > 2 לאיזשהו m = pα íשא הוכח .14
אזי הנ"ל מהצורה לא m íשא íג הוכח .m מודולו ,±1 íה x2 ≡ 1 (mod m) למשוואה

פתרונות. משני יותר יש

של סדרה מצא (ב) ;ϕ(n) ≤ kÎש êכ n ∈ N של סופי מספר רק יש k ∈ Z שלכל הוכח (א) .15
.lim ϕ(ni)

ni
= 0 íע וסדרה lim ϕ(ni)

ni
= 1 íע ni ∈ N

íג מצא .(íראשוניי) íפריקיÎאי íפולינומי óאינסו F [x]Îב שיש הוכח סופי. שדה F יהי .16
האפשר. ככל טובות כמותיות הערכות
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6.7.2008 4.2íתרגילי 4

6.7.2008 4.2

íא .(−1)
p−1
2 = (−1

p )Îש זכור רמז: .4k + 1 מהצורה íראשוניי óאינסו שיש הוכח .1
íמיה ונתח N = (2p1 · . . . · pl)2 + 1Îב ïהתבונ pi ≡ 1 (4) íע íראשוניי p1, . . . , pl

אותו. íהמחלקי p íהראשוניי

ïהתבונ .( 2
p ) = (−1)

p2−1
8 Îש זכור רמז: .8k + 7 מהצורה íראשוניי óאינסו שיש הוכח .2

íשכול ïייתכ שלא הוכח אותו. המחלק איÎזוגי ראשוני p יהי .N = (4p1 · . . . ·pl)2−2Îב
.p ≡ 1 (8) מהצורה

.(a
p ) = −1 ,p íראשוניי óשלאינסו הוכח אחר. íשל של ריבוע שאינו íשל a ∈ Z יהי .3

שווה íשמכפלת הוכח איÎזוגי). (ראשוני p מודולו הריבועיות השאריות r1, . . . , r p−1
2

יהיו .4
.p ≡ 1 (4) íא (p ול1Î−(מודולו p ≡ 3 (4) íא (p (מודולו 1Îל

.p מודולו ריבועית שארית 7Îש êכ p íהראשוניי כל את תאר .5

.p מודולו ריבועית שארית 15Îש êכ p íהראשוניי כל את תאר .6

.( 401
757 ) ,( 514

1093 ) ,( 215
761 ) ,( 113

997 ) את יעקובי) בסמל שימוש êתו) חשב .7

pÎש ïמכא הסק .pt = 1 + s2Îש êכ tÎו s íשלמי שיש הוכח .p ≡ 1 (4)Îו ראשוני p נניח .8
יחידה.) פריקות íע אוקלידי חוג שזהו (זכור .Z[i] בחוג ראשוני אינו

bÎו a כאשר p = a2 + b2Îכ לכתיבה ïנית p אזי p ≡ 1 (4) íשא íג הסק (8 êהמש) .9
.8 עלÎפי ,íש íהפיכי ולא α, β ∈ Z[i] ,p = αβ íרשו רמז: .íשלמי

.p = a2 + b2Îכ לכתיבה ïנית אינו אזי p ≡ 3 (4) íשא הוכח

מודולו ריבועית שארית איננו 3Îש להוכיח כדי íהקוד íהתרגילי õמקוב 4 בתרגיל השתמש .10
.ïמרס של ראשוני הוא p íא p

הוכח .(Z/pZ)∗ החבורה את יוצר aíא איÎזוגי) (ראשוני p מודולו פרימיטיבי נקרא a ∈ Z .11
ריבועית שארית שאינו איבר כל íהא ריבועית. שארית להיות יכול אינו פרימיטיבי שאיבר

פרימיטיבי? הוא

שארית איננו a í"íא p מודולו פרימיטיבי a ∈ Z אזי פרמה של ראשוני p íשא הוכח (א) .12
פרמה. של íהראשוניי את מאפיינת זו שתכונה הוכח (ב) ריבועית.
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íתרגילי 43.8.2008 4.3

3.8.2008 4.3

מעל פתירה a1, . . . , an, b ∈ Z כאשר a1x1 + . . . + anxn = b שהמשוואה הוכח (א) .1
האנלוגית התוצאה את הוכח (ב) .0 < m ∈ Z לכל m מודולו פתירה היא í"íא íהשלמי

לינאריות. משוואות מערכת עבור

(x2−13)(x2−17)(x2−221) ≡ 0 שלמשוואה להראות עלÎמנת לז'נדר בסמל השתמש .2
.íהשלמי מעל ïפתרו לה ïאי אבל ,íשל m לכל m מודולו ïפתרו יש (mod m)

הדיסקרימיננטה .f(x, y) = ax2+bxy+cy2 בתבניתהריבועית ïנתבונ pראשוני. 6= 2 יהי .3
ïפתרו יש f(x, y) ≡ 0 (mod p) שלמשוואה הוכח .d = ac − b2 להיות מוגדרת שלה

.(−d
p ) = 1 או d ≡ 0 (p) í"íא 0Îמ שונה

.A =
(

a b
b c

)
כאשר ,vT Av = 0Îש êכ 0 6= v ∈ F2

p וקטור íקיי í"íא ïפתרו יש הדרכה:

שמקיימת C הפיכה מטריצה קיימת אומרת, זאת ריבועית: לתבנית שקולה AÎש הוכח
CTושקילותמשנהאתהדיסקרימיננטהבהכפלתהבשאריתריבועית. AC =

(
α 0
0 β

)
= A′

שונה ïפתרו יש שלזו להראות ומספיק f ′(x, y) = αx2 +βy2 לתבנית שקולה התבנית ïלכ
זה ,αβ 6= 0 íא קל; ,αβ = 0 íא .ïפתרו יש שלזאת להוכיח ומספיק d′ = αβ íע 0Îמ

.d = (βy
x )2 (mod p) ïלפתרו שקול

. 1
1−p Îל מתכנסת xn = 1+p+ . . .+pn−1 הסדרה ,íאדייÎpÎה íהמספרי שבשדה הוכח .4

לה יש í"íא קבוע) ראשוני p) n לכל ïפתרו יש f(x) ≡ 0 (mod pn) שלמשוואה הוכח .5
.íהשלמי íאדייÎpÎה íהמספרי בחוג ïפתרו

,
∑∞

i=0 ai5i חזקות (כטור íאדייÎ5Îב íהשלמי íהמספרי של Ẑ5 בחוג 2
3 המספר את íרשו .6

.(0 ≤ ai < 5

.xp = 1 íהמקיי x 6= 1 איבר ïאי Ẑp שבחוג הוכח .7

.limi→∞ αi = 0 í"íא מתכנס
∑∞

i=1 αi הטור íאדייÎpÎה íשבמספרי הוכח .8

íא ,ïכ על יתר .ẐpÎב שורש יש dÎל אזי d ≡ 1 (mod p)Îש êכ d ∈ ẐpÎו p 6= 2 íא .9
.(a0

p ) = 1 í"íא ẐpÎב ריבועי שורש יש dÎל אזי d =
∑∞

n=0 anpn
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