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íמטריי íמרחבי 1

מטריים מרחבים 1

(מטריקה) מרחק פונקציית הוא dÎו קבוצה הוא X כאשר (X, d) זוג הוא מטרי מרחב מטריהגדרה. מרחב 12.5.2008

– התכונות את x, y, z ∈ X לכל המקיימת d : X ×X → [0,∞)
;x = y í"íא d(x, y) = 0 .1

(סימטרייה); d(x, y) = d(y, x) .2

המשולש). ïשוויוÎאי) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) .3

.d(x, y) = |x− y| המטריקה íע X = R דוגמה.

;d2(x, y) = ‖x− y‖ = (
∑n

i=1 |xi − yi|2)
1
2 המטריקה íע Rn דוגמה.

;d1(x, y) = ‖x− y‖1 =
∑n

i=1 |xi − yi| המטריקה íע Rn

.d∞(x, y) = ‖x− y‖∞ = max1≤i≤n |xi − yi| המטריקה íע Rn

מטרי מרחב (X, d) íא כללי, יותר ïבאופ .d(x, y) = |x − y| המטריקה íע N דוגמה.

מטרי. מרחב íג (A, d |A×A) אז ,A ⊆ XÎו

המטריקה íע { 1
n | n ∈ N} למטריקה זהה זה מרחב .d(x, y) = | 1x −

1
y | íע N דוגמה.

.d(x, y) = |x− y|

ראשוני), מספר p) הÎpÎאדית המטריקה – dp(x, y) = 1
pVp(x−y) המטריקה íע Z דוגמה.

.Vp(0) = ∞ íומגדירי ,n על הÎpÎאדית ההערכה Vp(n) = max{k ≥ 0 | pk | n} כאשר
.yÎל קרוב מאוד x ,p של גבוהה בחזקה מתחלק x− y íא זו, במטריקה

X1 × X2 על מטריקה להגדיר אפשר ,íמטריי íמרחבי (X2, d2)Îו (X1, d1) íא דוגמה.

המשולש: ïשוויוÎאי íקיו נבדוק .d((x1, x2), (y1, y2)) = d(x1, y1) + d(x2, y2) עלÎידי
d((x1, x2), (z1, z2))

def= d(x1, z1) + d(x2, z2)

≤ (d(x1, y1) + d(y1, z1)) + (d(x2, y2) + d(y2, z2))

= d((x1, x2), (y1, y2)) + d((y1, y2), (z1, z2))

ננסה: .
∏∞

i=1 Xi על מטריקה להגדיר אפשר ,{(Xi, di)}∞i=1 íא כללי, יותר ïבאופ דוגמה.

חדשה מטריקה להגדיר אפשר אבל עובד, לא – d((xi)∞i=1, (yi)∞i=1) =
∑∞

i=1
1
2i di(xi, yi)

תעבוד. ההגדרה ואז d′i(xi, yi) = min(d(xi, yi), 1)

"מעניינת" או "טבעית" מטריקה להגדיר ïנית לא ,|I| > ℵ0 כאשר {(Xi, di)}i∈I íא
.
∏

i∈I Xi על

הדיסקרטית המטריקה את להגדיר ïנית X קבוצה כל על דוגמה.

d(x, y) =

0 x = y

1 x 6= y
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וסגורות פתוחות קבוצות 1.1íמטריי íמרחבי 1

וסגורות פתוחות קבוצות 1.1

וסגורות פתוחות קבוצות 1.1.1

x סביב סגור ("כדור B(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r} מהצורה קבוצה הוא כדור הגדרה. כדור

פתוח"). ("כדור B(x, r)◦ = B(x, r−) = {y ∈ X | d(x, y) < r} או ("r ברדיוס

r > 0 עבור B(x, r) כדור מכילה A ,x ∈ A לכל íא פתוחה נקראת A ⊆ X קבוצה הגדרה. פתוחה קבוצה

פתוחה. AC = X \A íא סגורה נקראת A ⊆ X כלשהו. סגורה קבוצה

פתוחות קבוצות של כלשהו איחוד (2) 1;íפתוחי íכדורי של AפתוחהאAí"íאיחוד (1) :1 טענה
שתי איחוד (5) פתוח; פתוחות שתי êחיתו (4) סגור; הוא סגורות קבוצות של êחיתו (3) פתוח; הוא

סגור. סגורות

מעבר עלÎידי íשקולי (5)Îו (4) .ïמורגÎדה כללי עלÎידי (2)Îמ נובע (3) ;(1)Îמ בקלות נובע (2) הוכחה.
.(1) את נוכיח .íלמשלי

ïלכ .A =
⋃

x∈A B(x, r−x ) אז .B(x, r−x ) ⊆ A כדור íקיי x ∈ A לכל אז פתוחה, A íא
.íפתוחי íכדורי איחוד היא A

íהכדורי אחד של איבר x אז ,x ∈ AÎו íפתוחי íכדורי של איחוד היא A íא השני, ïבכיוו
.B(x, (r − d(x, y))−) ⊆ B(y, r−) אבל .B(y, r−) נניח באיחוד, íהפתוחי

עבור U = V ∩ A í"íא (AÎב (יחסית פתוחה U ,(A, d |A×A)Îב אז A ⊆ X íא :2 טענה יחסית פתיחות

כלשהי. פתוחה V ⊆ X

ורציפות גבולות 1.1.2

x ∈ X íקיי íא מתכנסת נקראת (X, d) מטרי במרחב נקודות של (xn)∞n=1 סדרה הגדרה. מתכנסת סדרה

n > N שלכל êכ N íקיי ε > 0 לכל íא אחרות, íבמילי או ,limn→∞ d(xn, x) = 0Îש êכ
(.xn

n→∞→ x או limn→∞ xn = x íמסמני) .d(xn, x) < ε íמתקיי

רציפה f Îש íאומרי פונקציה, f : X → Y Îו 2íמטריי íמרחבי (Y, d)Îו (X, d) íא הגדרה.

f Îש íאומרי .f(xn) n→∞→ f(x) אז xn
n→∞→ x íא ,XÎב (xn)∞n=1 סדרה לכל íא x ∈ XÎב

.x בכל רציפה היא íא רציפה

íמתקיי אזי d(x′, x) < δ íשא êכ δ > 0 íקיי ε > 0 לכל í"íא xÎב רציפה f :3 טענה

.d(f(x′), f(x)) < ε

פתוחות: קבוצות עלÎידי רציפות פונקציות ïלאפיי ïנית

.XÎב פתוחה f−1(U) ,U ⊆ Y פתוחה קבוצה לכל í"íא רציפה f : X → Y :4 טענה

פתוחה. קבוצה הוא פתוח כדור 1בפרט,
.d מטריקה באותה מדובר בהכרח 2לא
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íמטריי íמרחבי 1íשלמי íמרחבי 1.2

,x ∈ f−1(U) íא פתוחה. f−1(U)Îש נראה פתוחה, U ⊆ Y íא רציפה. f Îש נניח הוכחה. 14.5.2008

הגדרת עלÎפי εÎל íשמתאי δ ניקח .B(f(x), ε) ⊆ U כלשהו, ε > 0 עבור ïולכ f(x) ∈ U

נקבל .d(f(x), f(y)) < ε אז d(x, y) < δ íא ,y לכל כלומר, הרציפות,

f(B(x, δ)) ⊆ B(f(x), ε) ⊆ U

.B(x, δ) ⊆ f−1(U) ïלכ
ניקח .ε > 0Îו x ∈ X יהי פתוחה. f−1(U) פתוחה, U ⊆ Y קבוצה שלכל נניח השני, ïבכיוו
,y ∈ B(x, δ) íא ïלכ .B(x, δ) כדור מכילה ובפרט פתוחה f−1(U) אז .U = B(f(x), ε−)

.d(f(x), f(y)) < ε כלומר ,f(y) ∈ U = B(f(x), ε−) אז ,d(x, y) ≤ δ כלומר

שלמים מרחבים 1.2

מרחבים והשלמת שלמים מרחבים 1.2.1

êכ N íקיי ε > 0 לכל íא קושי סדרת נקראת (X, d) מטרי במרחב (xn)∞n=1 סדרה קושיהגדרה. סדרת

.d(xn, xm) < ε íמתקיי n, m > N שלכל

מתכנסת. בו קושי סדרת כל íא íשל נקרא מטרי מרחב שלמותהגדרה.

.íשל אינו (0, 1) ;íשל [0, 1] .íשל אינו Q ;íשל R דוגמה.

.d(x, y) < εÎש êכ y ∈ A קיימת x ∈ B ולכל ε > 0 לכל íא BÎב צפופה A ⊆ B צפיפותהגדרה.

(X̄, d̄) יותר גדול במרחב (X, d)את ïלשכ ïנית אז מטרי, מרחב (X, d)íא (ההשלמה): 5 משפט

(X̄, d̄) ההשלמה ,ïכ על יתר .X̄Îב óצפוXÎו íשל (X̄, d̄)Îש êכ (d = d̄ |X×X ,X ⊆ X̄ (כלומר
g : X̄ → ¯̄X ועל ערכית קיימתהעתקהחדÎחד ההשלמה, מקיימתאתתנאי ( ¯̄X, ¯̄d)íגíיחידה–א

.d̄(x, y) = ¯̄d(g(x), g(y)) ,x, y ∈ X̄ ולכל g |X= id |X Îש êכ

:limn→∞ d(xn, yn) íקיי אז XÎב קושי סדרות (yn)n
n=1Îו (xn)∞n=1 íשא לב íנשי הוכחה.

,m,n > N עבור כי ,RÎב קושי סדרת זו

d(xn, yn) ≤ d(xn, xm) + d(xm, ym) + d(ym, yn) <
ε

2
+ d(xm, ym) +

ε

2
.|d(xn, yn)− d(xm, ym)| < ε ïלכ ,d(xm, ym) < d(xn, yn) + ε íג סימטרי ïובאופ

,Y =
∏∞

n=1 X = XN = {(xn)∞n=1 | xi ∈ X} ,XÎב הסדרות בקבוצת ïנתבונ
עלÎידי Z על מטריקה להגדיר ננסה .Z = {(xn)∞n=1 ∈ Y | (xn)∞n=1 is Cauchy} ונגדיר
íג .(d סימטריות (לפי מתקיימת סימטרייה .d∗((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) = limn→∞ d(xn, yn)

:íמתקיי המשולש ïשוויוÎאי
d∗((xn), (zn)) = limn→∞ d(xn, zn)

≤ limn→∞(d(xn, yn) + d(yn, zn))

= d∗((xn), (yn)) + d∗((yn), (zn))
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íשלמי íמרחבי 1.2íמטריי íמרחבי 1

3.(xn) 6= (yn) עבור d∗((xn), (yn)) 6= 0 íמתקיי לא זאת, íע .d∗((xn), (xn)) = 0Îש וברור
שקילות יחס שזה (הוכחה d∗((xn), (yn)) = 0 í"íא (xn) (yn) :Z על שקילות יחס נגדיר
כי היטב מוגדרת d̄ .d̄([(xn)], [(yn)]) = d∗((xn), (yn)) נגדיר .X̄ = Z/ ïנסמ כתרגיל). –19.5.2008

.(yn) (y′n) ,(xn) (x′n) íא d(x′n, y′n) ≤ d(xn, yn) + d(xn, x′n) + d(yn, y′n)

אז [(xn)] 6= [(yn)] íא ïוכ כסמיÎמטריקה, תכונותיה את dÎמ יורשת היא מטריקה: d̄

.d∗((xn), (yn)) = d̄([(xn)], [(yn)]) 6= 0

בסדר. זה ,[(x)n] ∈ X̄ íע x ∈ X את נזהה íא êא ,(X̄, d̄)Îב מוכל איננו íאמנ (X, d)

n > N שלכל êכ N íקיי ïולכ קושי (xn) אז ,ε > 0Îו [(xn)∞n=1] ∈ X̄ íא :X̄Îב óצפו X

אז .y = [(xN )n] ïנסמ .d(xn, xN ) < ε íמתקיי

d̄(y, [(xn)]) = d∗((xN )n, (xn)n) = lim
n→∞

d(xN , xn) ≤ ε

.xn
k ∈ X ,an = [(xn

k )∞k=1] מהצורה הוא an כל .X̄Îב קושי סדרת (an)∞n=1Îש נניח :íשל X̄

לכל .(εk = 1
k (למשל 0Îל ששואפת סדרה (εk) תהי :y ∈ X̄ לגבול מתכנסת (an)Îש נראה

ïנסמ .d(xk
m, xk

Nk
) < εk

2 ,m > Nk שלכל êכ Nk íקיי ïלכ קושי, סדרת היא (xk
m)∞m=1 ,k

קושי, סדרת (an)Îש בגלל אז כלשהו ε > 0 íא כי קושי, סדרת היא (xk
Nk

) .y = [(xk
Nk

)k]

d̄(ak, a′k) = limm→∞ d(xk
m, xk′

m) אבל ,d̄(ak, ak′) < ε
2 ,k, k′ > N שלכל êכ N íקיי

,m > NkÎול
d(xk

m, xk′

m) ≥ d(xk
Nk

, xk
Nk′

)− d(xk
Nk

, xk
m)− d(xk′

Nk′
, xk′

m)

> d(xk
Nk

, xk
Nk′

)− 2εk

אבל ,d̄(xn, y) ≤ d̄(an, xn
Nn

) + d̄(xn
Nn

, y) אז ;n נקבע .an
n→∞→ y כי נראה ,óלבסו

,d̄(xn
Nn

, y) = limm→∞ d(xn
Nn

, xm
Nm

) ≤ ε
2 Îו (̄an, xn

Nn
) = limm→∞ d(xn

m, xn
Nn

) ≤ εn

גדול. מספיק n íא
קיימת ,x̄ ∈ X̄ íא .(X, d) של השלמות שתי ( ¯̄X, ¯̄d)Îו (X̄, d̄)Îש נניח היחידות, 21.5.2008להוכחת

íקיי ïלכ קושי.4 סדרת היא (xn) בפרט ïלכ .xn
d̄→ x̄Îש êכ XÎב נקודות של (xn)∞n=1 סדרה

f Îוש (ברור) f |X= id |X Îש לבדוק כתרגיל: .( ¯̄d (לפי limn→∞ xn = f(x̄) ∈ ¯̄X הגבול
סדרות). לפי (ברור, ¯̄dÎל d̄ את מעבירה

מטריים למרחבים ההשלמה למשפט אלטרנטיבית הוכחה 1.2.2

9.7.2008 .(2.11.1 ,ïלהל ר' ,ïצור של הלמה (לגבי ההשלמה משפט להוכחת ïצור של בלמה להשתמש ïנית
.X = XcÎש êכ Xc íשל מטרי במרחב אותו ïלשכ ïנית מטרי, מרחב X íא (ההשלמה): משפט

.íפע בכל אחת נקודה óלהוסי :ïהרעיו .(íקיו) הוכחה

קבוצה נגדיר .|A| > |XN| עצמה בעלת X את המכילה קבוצה A ותהי המרחב (X, d) יהי
dX×X ≡ d ,X ⊆ Y ⊆ A כאשר (Y, d) íמטריי íמרחבי íה P איברי :(P,≤) חלקית סדורה

סמיÎמטריקה. נקראת d∗ כמו 3פונקציה

.X על ¯̄d íע מזדהה d̄ אבל ,d̄ 4במטריקה
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íמטריי íמרחבי קומפקטיות1 1.3

Y1 ⊆ Y2 íא (Y1, d1) ≤ (Y2, d2)Îש נאמר ."X של "הרחבות Pייקראו איברי .Y Îב וXÎצפופה
.d2 |Y1×Y1≡ d1 íוג

:ïצור של הלמה הנחות את המקיימת חלקית סדורה קבוצה היא (P,≤) אלו, הגדרות íע
(
⋃

α∈I Yα, d) עלÎידי מלמעלה חסומה היא ,{(Yα, dα)}α∈I X של הרחבות של שרשרת ïבהינת
הרחבה). זו ולמה d את להגדיר êאי לחשוב (תרגיל:

לא Xc íא .íשל XcÎש להראות נותר .(Xc, d) מקסימלי איבר íשקיי נסיק ïצור של מהלמה
ניקח גדולה: יותר עוד הרחבה להגדיר אפשר אז אבל מתכנסת, שאינה קושי סדרת לו יש ,íשל
מטריקה íע X+

c = Xc ∪ {a} הרחבה ונגדיר (|A| על בהנחה íמשתמשי) a ∈ A \ Xc נקודה
קושי סדרת (an)∞n=1 כאשר d+(x, a) = limn→∞ d(x, an) ,x, y ∈ XcÎל d+ = d(x, y)

למקסימליות. סתירה זו (.X+
c Îב óצפו ïאכ XÎש íג לבדוק êצרי) .XcÎב מתכנסת שלא

קומפקטיות 1.3

X = פתוחות קבוצות עלÎידי X של כיסוי לכל íא קומפקטי נקרא (X, d) מטרי מרחב קומפקטיותהגדרה. 19.5.2008

.X =
⋃n

i=1 Vαi סופי תתÎכיסוי íקיי (Vα ⊆ X )
⋃

α∈I Vα

תתÎסדרה יש XÎב (xn) סדרה לכל íא סדרתית קומפקטי נקרא (X, d) מטרי מרחב סדרתיתהגדרה. קומפקטיות

מתכנסת.

סדרתית. קומפקטי הוא í"íא קומפקטי מטרי מרחב :6 משפט

מתכנסת. תתÎסדרה לה ïשאי סדרה (xn)∞n=1 תהא סדרתית, קומפקטי אינו X íא (⇐) הוכחה.
êכ x את שמכילה Vx פתוחה קבוצה קיימת ïלכ ,(xnk

) תתÎסדרה של הגבול אינו x ∈ X כל
סופי תתÎכיסוי לו היה אילו .X של פתוח כיסוי הוא {Vx}x∈X .Vx ∩ {xn}∞n=1 ⊆ {x}Îש
על עוברת {xn} כלומר ,{xn}∞n=1 =

⋃n
i=1 Vxi ∩ {xn}∞n=1 ⊆ {xi}n

i=1 אז ,X =
⋃n

i=1 Vxi

קומפקטי. אינו X אז מתכנסת. תתÎסדרה לה ïשאי להנחה בסתירה נקודות, של סופי מספר

הכנה. קצת דרושה השני, ïהכיוו הוכחת לפני

בתÎמניה. צפופה קבוצה בו יש íא ספרבילי נקרא מטרי מרחב הגדרה.

כתרגיל.) –) ספרבילי. הוא סדרתית קומפקטי מטרי מרחב :7 טענה

תתÎכיסוי Xיש =
⋃

α∈I Vα פתוחות קבוצות עלÎידי כיסוי לכל ספרבילי, מטרי במרחב :8 טענה

בÎïמניה.

קבוצה שלכל êכ B1, B2, . . . ⊆ X íכדורי של בתÎמניה סדרה קיימת ïלכ ספרבילי, X הוכחה.

X =
⋃

α∈I Vα פתוח כיסוי ïנתו íא כעת, כלשהו. n עבור x ∈ Bn ⊆ V ,x בה ואיבר V פתוחה
אז .x ∈ Bn(x) ⊆ Vα(x) ,n(x) איזשהו ועבור ,α(x) איזשהו עבור X ∈ Vα(x) ,x ∈ X לכל אז
ניקח כלשהו, x עבור n = n(x) כלומר זה, באיחוד óשמשתת n לכל .X =

⋃
n : ∃x|n=n(x) Bn

9



קומפקטיות 1.3íמטריי íמרחבי 1

תתÎכיסוי Xהוא =
⋃

n : ∃x|n=n(x) VnÎש נקבל אחת). íפע רק (אבל x אותו עבור Vn = Vn(x)

המקורי. הכיסוי של בÎïמניה

21.5.2008 השני: ïהכיוו את להוכיח נוכל כעת

נראה .X בÎïמניהשל פתוח Xכיסוי =
⋃∞

n=1 Vn יהי סדרתית. שXÎקומפקטי נניח (⇒) הוכחה.
(xn)n לסדרה .xn ∈ X \

⋃n
k=1 Vk נקודה קיימת n ≥ 1 לכל לא, íא סופי: כיסוי תת לו שיש

,nk > N לכל xnk
6∈ VN אבל ,x ∈ VN כלשהו, N עבור .xnk

k→∞→ x מתכנסת, תתÎסדרה יש
.xnk

→ xÎש להנחה בסתירה
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íטופולוגיי íמרחבי 2

טופולוגיים מרחבים 2

הגדרה 2.1

פתוחות"), ("קבוצות X של תתÎקבוצות של J óואוס X קבוצה הוא טופולוגי מרחב טופולוגיהגדרה. מרחב

– íשמקיי
;X, ∅ ∈ J .1

פתוחה; קבוצה הוא פתוחות קבוצות של כלשהו איחוד .2

פתוחה. קבוצה הוא פתוחות קבוצות של סופי מספר êחיתו .3

.(X, J) של הטופולוגיה נקראת J

טופולוגי. מרחב הוא מטרי מרחב כל דוגמה.

ואת X את רק מכילה – הטריוויאלית הטופולוגיה את להגדיר אפשר ,X קבוצה לכל דוגמה.
6.J = 2X = P (X) – הדיסקרטית הטופולוגיה את להגדיר íג ïנית 5.∅

U ⊆ A שקבוצה נגדיר ,A ⊆ XÎו טופולוגי מרחב X íא המושרה: הטופולוגיה המושרהדוגמה. הטופולוגיה

.XÎב פתוחה V ⊆ X כאשר U = A ∩ V íא AÎב יחסית פתוחה

X \ U או U = ∅ íא פתוחה U ⊆ X :X קבוצה על הסופי íהמשלי טופולוגיית דוגמה.

סופית.) F או כולו המרחב היא F í"íא סגורה F ⊆ X אחרות, íבמילי) סופית.

פתוח. שלה íהמשלי í"íא סגורה היא טופולוגי במרחב קבוצה סגורההגדרה. קבוצה

.A◦ = {x ∈ A | x ∈ V ⊆ A, V is open} הוא A ⊆ X קבוצה של íהפני פניíהגדרה.

ביותר הגדולה הפתוחה הקבוצה או ,AÎב המוכלות הפתוחות הקבוצות כל איחוד היא A◦

אותה). לקחת מספיק ïלכ באיחוד, (משתתפת AÎב המוכלת

הקבוצה או ,Aשמכילותאת הסגורות הקבוצות כל êחיתו Aהוא ⊆ X קובצה של הסגור סגורהגדרה.

.A íמסמני .A את שמכילה ביותר הקטנה הסגורה

ותתÎבסיסים בסיסים 2.2

X של תתÎקבוצות של B ⊆ P (X) óאוס הוא X קבוצה של סביבות) בסיס (או בסיס בסיסהגדרה.

– íהמקיי
;x ∈ U Îש êכ U ∈ B קיימת x ∈ X לכל .1

הטריוויאלית והטופולוגיה "רחוקות", ïה פתוחה קבוצה ïשביניה נקודות שתי ביותר: (קטנה) ה"גסה" הטופולוגיה 5זו

זה. ïבמוב נקודות ïבי מבדילה לא
.X על ביותר (גדולה) ה"עדינה" הטופולוגיה 6זו
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רציפות 2.3íטופולוגיי íמרחבי 2

.x ∈ U3 ⊆ U1 ∩ U2Îש êכ U3 ∈ B קיימת אז ,U1, U2 ∈ B ,x ∈ U1 ∩ U2 íא .2

הקבוצה עלÎידי ניתנת B עלÎידי הנוצרת הטופולוגיה ,B בסיס íע X קבוצה ïבהינת הגדרה. בסיס עלÎידי נוצרת טופולוגיה

טופולוגיה.) ïאכ שזו לבדוק (קל .J = {U ⊆ X | ∀x ∈ U ∃V ∈ B : x ∈ V ⊆ U}

.B איברי של איחוד היא í"íא B בסיס עלÎידי הנוצרת בטופולוגיה פתוחה קבוצה :9 26.5.2008טענה

מתקבל אז אבל .Vx ⊆ U Îש êכ x ∈ Vx ∈ B קיימת x ∈ U לכל פתוחה, U íא הוכחה.

פתוחה. íגB איברי איחוד ïלכ פתוחה, קבוצה Bהוא של איבר כל השני, ïבכיוו .U =
⋃

x∈U Vx

B איברי את המכילה המינימלית הטופולוגיה היא B עלÎידי הנוצרת הטופולוגיה :10 מסקנה

פתוחות. כקבוצות

מJÎ(כלומר יותר Jעדינה ′ אז ,X על Jבהתאמה ′ÎוJ BוB′Îבסיסיíלטופולוגיות íא :11 טענה

.x ∈ U ′ ⊆ U Îש êכ U ′ ∈ B′ קיימת x ∈ U ∈ B וקבוצה x ∈ X לכל í"íא (J ⊆ J ′

פתוחה U כלומר U ∈ B ⊆ J ⊆ J ′ אז ,x ∈ U ∈ B ,x ∈ X íונתוני J ⊆ J ′ íא הוכחה.

.x ∈ U ′ ⊆ U Îש êכ U ′ ∈ B′ קיימת ,J ′ הגדרת לפי ,ïולכ J ′ לפי
קיימת x ∈ U לכל אז ,U ∈ J íא :J ⊆ J ′ כי ונראה התנאי íשמתקיי נניח השני, ïבכיוו
êכ V ′ ∈ B′ קיימת ההנחה לפי אז אבל ,x ∈ V ⊆ U Îש êכ (J הגדרת (לפי x ∈ V ∈ B

.J ′ לפי פתוחה U ïלכ .x ∈ V ′ ⊆ V ⊆ U ובסÎêהכל ,x ∈ V ′ ⊆ V Îש

בסיס: íע לעבוד íורוצי מטופולוגיה íמתחילי מטופולוגיה, בסיס לייצר íבמקו íלפעמי

יש x ∈ U פתוחה7 סביבה שלכל êכ פתוחות קבוצות óאוס CÎו טופולוגי מרחב X íא :12 טענה

הנוצרת הטופולוגיה זו כלומר, .X של לטופולוגיה Cבסיס אז ,x ∈ V ⊆ U Îש êכ V ∈ C קבוצה
.C עלÎידי

.X את íמכסי C איברי íא תתÎבסיס נקרא C ⊆ P (X) קבוצות óאוס הגדרה. תתÎבסיס

(קל .C איברי של íהסופיי íהחיתוכי óאוס הוא ממנו הנוצר הבסיס ,C תתÎבסיס ïבהינת
בסיס.) שזה לבדוק

רציפות 2.3

קבוצה לכל íא רציפה נקראת f : X → Y פונקציה .íטופולוגיי íמרחבי Y Îו X יהיו הגדרה.

.XÎב פתוחה f−1(U) ,U ⊆ Y פתוחה

קבוצות ודאי ואלו ,∅ או המרחב כל היא ההפוכה (התמונה רציפה. קבועה פונקציה כל דוגמה.

פתוחות.)

x את שמכילה פתוחה לקבוצה היא x של פתוחה" ב"סביבה 7הכוונה
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íטופולוגיי íמרחבי טופולוגית2 שקילות 2.4

רציפה. דיסקרטי ממרחב פונקציה כל דוגמה.

רציפה. הטריוויאלית הטופולוגיה íע מרחב êלתו פונקציה כל דוגמה.

i(a) = a ∈ X ,i : A → X ההכלה פונקציית טופולוגי, מרחב XÎו A ⊆ X íא דוגמה.

פתוחה i−1(U) = U ∩A אז Uפתוחה, ⊆ X íא (בדיקה: המושרה. בטופולוגיה רציפה היא
את שהופכת A על המינימלית הטופולוגיה היא המושרה הטופולוגיה למעשה, (.AÎב יחסית

לרציפה. i : A → X

êכ f : X → Y ונתונה זרות) דווקא (לאו פתוחות W Îו V עבור X = V ∪W íא דוגמה.

רציפה. f אז רציפות, f |W Îו f |V Îש

טופולוגית שקילות 2.4

חדÎחד f íא טופולוגית") ("שקילות íהומיאומורפיז נקראת f : X → Y פונקציה הומיאומורפיזíהגדרה.

רציפה.8 f−1 ההפכית והפונקציה ורציפה על ערכית,
Y Îו XÎש íאומרי ,f : X → Y íהומיאומורפיז íוקיי íטופולוגיי íמרחבי Y Îו X íא

טופולוגית"). íשקולי") íהומיאומורפיי

.íהומיאומורפיז עדÎכדי íטופולוגיי íמרחבי ïאיפיו היא בטופולוגיה חשובה בעיה

.[0, 1]Îל לא אבל ,RÎל הומיאומורפי (0, 1) דוגמה.

לא). R \ {0} êא קשיר R) R \ {0}Îל הומיאומורפי לא R דוגמה.

.(ïכ R2 \ {(x, y)} אבל קשיר, לא R \ {0}) RÎל הומיאומורפי לא R2 דוגמה.

.n 6= m ,RmÎל הומיאומורפי לא Rn כללי, ïבאופ דוגמה.

טופולוגיה (הוכחה: íהומיאומורפיי לא Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}Îו Rn דוגמה.

אלגברית).

מסילתית וקשירות קשירות 2.5

הגדרה 2.5.1

מסילה קיימת x, y ∈ X נקודות זוג לכל íא מסילתית קשיר נקרא X טופולוגי מרחב מסילתיתהגדרה. קשירות 28.5.2008

.Φ(1) = y ,Φ(0) = xÎש êכ Φ : [0, 1] → X רציפה

זרות פתוחות, V Îו U כאשר X = U ∪ V מהצורה שלו כיסוי ïאי íא קשיר נקרא X קשירותהגדרה.

ולאÎריקות.

פתוחה. f(U) í"íא פתוחה U ,U ⊆ X ולכל הפיכה f íא íהומיאומורפיז f אחרות, í8במילי
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מסילתית וקשירות קשירות 2.5íטופולוגיי íמרחבי 2

– í"íא קשיר X לקשירות): שקולות (הגדרות 13 טענה

;(∅ ,X ) לאÎטריוויאליות זרות פתוחות שתי עלÎידי כיסוי ïאי .1

לאÎטריוויאלית; וסגורה פתוחה קבוצה ïאי .2

קבועה. שאינה הדיסקרטית) הטופולוגיה íע) f : X → {0, 1} רציפה העתקה ïאי .3

,x ∈ U עבור f(x) = 0 נגדיר לאÎריקות, זרות פתוחות עלÎידי כיסוי X = U ∪ V íא הוכחה.

קבועה, ולא רציפה f : X → {0, 1} נתונה íא השני, ïבכיוו רציפה. – x ∈ V עבור f(x) = 1

ולאÎריקות. זרות פתוחות עלÎידי כיסוי X = f−1(0) ∪ f−1(1) אז

טופולוגיים מרחבים של זר איחוד 2.5.2

קשר". íביניה ïש"אי íטופולוגיי íמרחבי לאיחוד אותו לפרק ïנית קשיר, אינו טופולוגי מרחב íא

המרחב Xלהיות tY íשלה הזר האיחוד את נגדיר ,íטופולוגיי íמרחבי שני Y ÎוX íא הגדרה.

היא U ⊆ X ∪ Y קבוצה ;({0} × X) ∪ ({1} × Y ) היא שלו הנקודות שקבוצת הטופולוגי
פתוחה. U ∩ ({1} × Y ) íוג פתוחה U ∩ ({0} ×X) í"íא פתוחה

⊔
α∈I Xα הזר האיחוד ,íטופולוגיי íמרחבי של משפחה (Xα)α∈I íא כללי, ïבאופ הגדרה. זר איחוד

êהחיתו í"íא פתוחה קבוצה שבו
⋃

α∈I({α} ×Xα) הנקודות קבוצת על המרחב להיות יוגדר
פתוח. {α} ×Xα כל íע שלה

של זר לאיחוד הומיאומורפי אינו הוא í"íא קשיר X לקשירות: נוספת שקולה הגדרה ,ïמכא
.íריקיÎלא íטופולוגיי íמרחבי שני

.(
⊔
{1} (או N ∼=

⊔∞
n=1{n} דוגמה.

Q = ((−∞,
√

2]∩Q)∪([
√

2,∞)∩Q) למשל, Qלאקשיר: אבל ,Q 6∼=
⊔

r∈Q{r} דוגמה.

.Q ∼= ((−∞,
√

2) ∩Q) t ((
√

2,∞) ∩Q) שקול, ïבאופ או,

קשירות קבוצות של תכונות 2.5.3

קשירה. קשיר מרחב של רציפה תמונה :14 טענה

g : f(X) → {0, 1} קיימת קשיר, לא f(X) íא .{0, 1}Îל רציפות פונקציות עלÎידי הוכחה.
קשיר.9 לא X ïלכ קבועה; ולא רציפה g ◦ f : X → {0, 1} ההרכבה אז קבועה. ולא רציפה

קשיר. יותר) גדול (במרחב קשיר מרחב של סגור :15 טענה

אז Uפתוחה ⊆ Z רציפות, g : Y → Z ,f : X → Y íא רציפה: רציפות פונקציות שהרכבת הטענה ïכא 9מובלעת

פתוחה. f−1(g−1(U)) ,f מרציפות ïולכ פתוחה, g−1(U) ,g מרציפות .(g ◦ f)−1(U) = f−1(g−1(U)) ⊆ X
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íטופולוגיי íמרחבי מסילתית2 וקשירות קשירות 2.5

f |A: A → {0, 1} אז קבועה. ולא רציפה f : Ā → {0, 1} קיימת קשיר, לא Ā íא הוכחה.
בסתירה.11 10,A את חותכת ïולכ ריקה ולא פתוחה f−1({1}) ⊆ Ā אבל ;f |A≡ 0 נניח רציפה.

קשיר. X נחתכות, ïמה íשתיי שכל קשירות קבוצות Aα כאשר X =
⋃

α∈I Aα íא :16 טענה

Aα2 Îו Aα1 שכל ïמכיוו .Aα כל על קבועה {0, 1}Îל
⋃

α∈I AαÎמ רציפה פונקציה כל הוכחה. 4.6.2008

12.X בכל קבועה להיות כזו פונקציה על חופפות,

קשירות רכיבי 2.5.4

מוכלת שאינה (כלומר, מקסימלית קשירה קבוצה הוא X טופולוגי במרחב קשירות רכיב קשירותהגדרה. רכיב

יותר). גדולה קשירה קבוצה óבא

יחס הגדרת עלÎידי (כקבוצות, קשירות רכיבי של זר לאיחוד מתפרק X טופולוגי מרחב כל
.(íטופולוגיי íכמרחבי לא êא קשירות, רכיב באותו ïה íא שקולות נקודות שתי – שקילות

.N =
⊔∞

n=1{n} íג זה ובמקרה ,N =
⋃∞

n=1{n} דוגמה.

.(QÎב פתוחה קבוצה אינה {r} (כי Q 6=
⊔

r∈Q{r} אבל ,Q =
⋃

r∈Q{r} דוגמה.

קשירות. רכיב היא נקודה כל íא ïלחלוטי איÎקשיר נקרא מרחב הגדרה.

הÎpÎאדית. המטריקה íע Z הסטנדרטית; המטריקה íע QÎו N דוגמה.

מסילתית וקשירות קשירות 2.5.5

מסילתית. קשירה היא מסילתית קשיר מרחב של רציפה תמונה :17 טענה

רציפות). פונקציות הרכבת (עלÎידי טריוויאלי הוכחה.

קשיר. הוא מסילתית קשיר מרחב :18 טענה

íע רציפה מסילה Φ : [0, 1] → X תהי ,x, y ∈ X íא רציפה. f : X → {0, 1} תהי הוכחה.

מרחב שהוא ,[0, 1] על רציפה פונקציה היא f ◦ Φ : [0, 1] → {0, 1} אז .Φ(1) = y ,Φ(0) = x

.f(x) = (f ◦ Φ)(0) = (f ◦ Φ)(1) = f(y) בפרט, קבועה; ïולכ קשיר,

G .G = {(x, sin 1
x ) : 0 < x < 1} ïנסמ מסילתית). קשיר שאינו קשיר (מרחב דוגמה

íג (R2 êבתו) X = Ḡ = G ∪ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1} ïלכ קשיר; ïולכ מסילתית קשיר
מסילתית. קשיר איננו X אבל קשיר.

.A את חותכת x של סביבה כל í"íא x ∈ Ā10

f |−1
A (U) = אז Uפתוחה ⊆ Y ,A ⊆ X רציפה, f : X → Y íא :óרצי פונקציה íשצמצו הטענה ïכא 11מובלעת

המושרה. הטופולוגיה íע AÎב פתוחה קבוצה מתקבלת פתוחה, f−1(U)Îש והיות f−1(U) ∩A ⊆ A

הציור. êבדר ניתנה ההוכחה 12בכיתה
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ההפרדה אקסיומות 2.6íטופולוגיי íמרחבי 2

מסילתית. קשירה סביבה יש בו נקודה לכל íא מקומית מסילתית קשיר נקרא X הגדרה. מקומית מסילתית קשירות

מסילתית. קשיר הוא מקומית מסילתית קשיר שהוא קשיר מרחב :19 טענה

.A = X נראה .A = {y ∈ X : yÎל x ïבי רציפה מסילה {קיימת ונגדיר x ∈ X נקבע הוכחה.

כל ïשלכ מסילתית קשירה סביבה יש yÎל ,y ∈ A íא כי פתוחה, A .(x את (מכילה ריקה לא A

מכל מסילה ïאי íג ïולכ xÎל yÎמ מסילה ïאי אז y ∈ AC íא כי פתוחה, AC .AÎב íג איבריה
.A = XÎש נובע מקשירות, ,ïלכ .xÎל y של הקשירהÎמסילתית בסביבה איבר

מרחבים קשירות שאלת 2.5.6

11.6.2008 אבל ,íקשירי SnÎו Rn ,R למשל, קשות; íפעמי הרבה קשירות על שאלות

O(n) = {A ∈ Mn×n(R) : AAt = I}
שני, מצד קבועה). לא êא רציפה det : O(n) → {−1, 1}) קשיר אינו

SO(n) = {A ∈ O(n) : det(A) = 1}
מסילתית). íג) קשיר

ïנסמ קומפקטי, X כאשר Y Îו X íמטריי íמרחבי ïבהינת

Y X ⊇ Map(X, Y ) = {f : X → Y : f is continuous}
13.d(f, g) = supx∈X d(f(x), f(y)) עלÎידי Map(X, Y ) על האחידה המטריקה את ונגדיר

.Map([0, 1], S1) íג êכ מסילתית.14 קשיר Map([0, 1], R) RÎב המסילות מרחב דוגמה.

מסילתית. קשיר X íא מסילתית קשיר Map([0, 1], X) XÎב המסילות מרחב כללי, ïבאופ
כי נוכיח êבהמש êא מסילתית, קשיר זה מרחב 15;RÎב סגורות מסילות – Map(S1, R)

קשיר. Map(Sk, Sl) íהא ידוע לא כללי, ïבאופ למעשה, קשיר.16 איננו Map(S1, S1)

ההפרדה אקסיומות 2.6

ההפרדה אקסיומות 2.6.1

של פתוחה סביבה קיימת x 6= y ∈ X לכל íא T0 מרחב נקרא טופולוגי מרחב .(T0) אקסיומה T0 מרחב

.x את מכילה שאינה y של פתוחה סביבה קיימת או ,y את מכילה שאינה x

שלא x של פתוחה סביבה קיימת ,x 6= y ∈ X לכל íא T1 מרחב נקרא מרחב .(T1) אקסיומה T1 מרחב

17.x את מכילה שלא y של פתוחה וסביבה y את מכילה

שווה. במידה ההתכנסות מטריקת או האוניפורמית המטריקה íג נקראת זו 13מטריקה
נתונות. מסילות שתי ïבי íביניי פונקציות בניית עלÎידי הקשירות את להראות ï14נית

ומלמטה. מלמעלה f(a)Îל íמגיעי המעגל, על a נקודה 15לכל
העתקות ועל ההעתקההקבועה מוט–אíמסתכליíעל על גומייההכרוכה לשחרר שאיÎאפשר זהאומר 16אינטואיטיבית,

.íפעמי n ∈ Z לעצמו המעגל את המעבירות
(היא את מכילה T1 טופולוגיית כלומר סגורה, היא סופית קבוצה כל íג ïלכ סגורה. קבוצה היא נקודה שכל נובע ê17מכ

המינימלית. T1 טופולוגיית היא הסופי íהמשלי טופולוגיית – הסופי íהמשלי טופולוגיית של) ïעידו
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íטופולוגיי íמרחבי ההפרדה2 אקסיומות 2.6

x 6= y ∈ X לכל íא óהאוסדור מרחב או T2 מרחב נקרא מרחב .(óהאוסדור - T2) האוסדורóאקסיומה מרחב

.U ∩ V = ∅Îש êכ y ∈ V ,x ∈ U פתוחות סביבות קיימות

Δ = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ X ×X ïהאלכסו íא ורק íא óהאוסדור Xהוא מרחב :20 טענה 13.6.2008

(תרגיל.) המכפלה. טופוגלויית íע X ×XÎב סגור

נקודה T1וגíלכל אíהואמרחב רגולרי מרחב T3או נקראמרחב מרחב רגולרי). - T3) רגולריאקסיומה מרחב 16.6.2008

זרות. פתוחות סביבות יש אותה) מכילה (שלא סגורה וקבוצה

êכ V פתוחה קיימת x ∈ U פתוחה וסביבה x נקודה לכל í"íא רגולרי הוא T1 מרחב :21 טענה

.x ∈ V ⊆ V ⊆ U Îש

זוג לכל íוג T1 מרחב הוא íא נורמלי מרחב או T4 מרחב נקרא מרחב נורמלי). - T4) נורמליאקסיומה מרחב

בהתאמה. ,ïאות שמכילות זרות פתוחות סביבות זוג יש זרות סגורות קבוצות

.T2 6=⇒ T3 êא ,T4 =⇒ T3 =⇒ T2 =⇒ T1 =⇒ T0Îש לראות קל

.|X| > 1 íא T0 אינה (X, {∅, X}) הטריוויאלית הטופולוגיה דוגמה. 11.6.2008

,x < y ∈ ZÎל :T1 לא êא T0 הוא {[n,∞) : n ∈ Z} הטופולוגיה íע X = Z דוגמה.

.íמתקיי אינו êההיפ êא ,x את מכילה שלא סביבה קיימת yÎל

:T2 לא êא T1 הוא הקוÎסופית) (הטופולוגיה הסופי íהמשלי טופולוגיית íעX = Z דוגמה.

שתי êחיתו אבל ,x את המכילה וZ\{y}Îפתוחה y את המכילה Z\{x}פתוחה ,x 6= y לכל
ריק. איננו בהכרח קוÎסופיות קבוצות

הקבוצות בסיס עלÎידי הנוצרת הטופולוגיה íע R רגולרי). שאינו óהאוסדור (מרחב דוגמה 16.6.2008

.A = { 1
n : n ∈ N} כאשר ,(a, b) \A או (a, b) מהצורה

.R על הסטנדרטית הטופולוגיה – óהאוסדור טופולוגיית של ïעידו :óהאוסדור הוא הוכחה.

המכילה Vפתוחה Îו 0 של Uסביבה íא .AÎל 0 ïבי להפריד שאיÎאפשר נראה רגולרי: אינו הוא
חותכת אז (a, b) מהצורה U ′ יש íא .0 ∈ U ′ ⊆ U בסיס קבוצת מכילה U אז זרות, A את
ïלכ . 1n ∈ A ⊆ V . 1n < bÎש êכ nטבעי ניקח .(a, b)\A Uמהצורה ′ אחרת, בסתירה. ,Aאת
,(a, b) 3 1

n ∈ V ′ = (c, d) מהצורה קבוצה כלומר , 1n את המכילה בסיס קבוצת מכילה V

בסתירה. ,((a, b) \A) ∩ (c, d) 6= ∅ בהכרח ïולכ

íעR הישר Rlהוא סונגנפריי"): של Rl×Rl("המישור נורמלי). שאינו רגולרי (מרחב דוגמה

רגולרי, ובפרט נורמלי מרחב זהו .a < b ,[a, b) מהצורה íקטעי עלÎידי הנוצרת הטופולוגיה
נורמלי. אינו הוא êא להראות, קשה .(êבהמש (נראה רגולרי Rl × Rl ïולכ

גבול: נקודות באמצעות íג האקסיומות את לנסח ïנית 11.6.2008
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ההפרדה ואקסיומות íמטריי íמרחבי 2.7íטופולוגיי íמרחבי 2

חותכת x של פתוחה סביבה כל íאA ⊆ X קבוצה של גבול נקודת נקראת x ∈ X נקודה הגדרה. גבול נקודת

.A את

השנייה. של גבול נקודת אינה אחת לפחות ,yÎו x שונות נקודות שתי לכל .(T0) אקסיומה

השנייה. של גבול נקודת אינה אחת כל ,yÎו x שונות נקודות שתי לכל .(T1) אקסיומה

למכפלת עוברת Ti תכונת .i = 0, 1, 2 עבור לתתÎמרחב) (עוברת תורשתית Ti תכונת :22 13.6.2008טענה

.(?T0 איננו X ×XÎש êכ X T0 מרחב יש íהא) i = 1, 2 עבור Ti מרחבי

.óהאוסדור X íג אזי ערכית וחדÎחד רציפה f : X → Y Îו óהאוסדור Y íא :23 טענה

ההפרדה ואקסיומות מטריים מרחבים 2.7

שלו. הטופולוגיה את הקובעת מטריקה קיימת íא מטריזבילי נקרא טופולוגי מרחב הגדרה. מטריזבילי מרחב

רגולרי. הוא מטרי מרחב כל :24 טענה

,U = inf{d(x, y) : y ∈ A} > 0 אזי x 6∈ A סגורה, A ⊆ X ,x ∈ X íא הוכחה.

,V = B(x, u
2
−) ïנסמ כעת גבולה. הוא xÎש AÎב נקודות סדרת קיימת היתה 0 היה u íא כי

.(AÎל מסביב u
2 ברדיוס פתוח ("כדור" U =

⋃
y∈A B(y, u

2
−)

ïלכ כלשהו, y ∈ A עבור d(z, y) < u
2 íוג d(z, x) < u

2 אז ,z ∈ U ∩ V íא :U ∩ V = ∅
בסתירה. ,d(x, y) < u

2 + u
2 = u

נורמלי. הוא מטרי מרחב כל :25 טענה

את êחות לא B(x, ε−x )Îש êכ εx > 0 íקיי x ∈ A לכל זרות. סגורות A,B ⊆ X יהיו הוכחה.

.A את êחות לא B(y, ε−y )Îש êכ εy > 0 íקיי y ∈ B ולכל ,B
(כמו וזרות פתוחות קבוצות אלו .V =

⋃
y∈B B(y,

εy

2

−) ,U =
⋃

x∈A B(x, εx

2
−) ïנסמ

.B ⊆ V ,A ⊆ U ,(íקוד

המכפלה טופולוגיית 2.8

היא
∏

α∈I Xα על המכפלה טופולוגיית ,íטופולוגיי íמרחבי של משפחה (Xα)α∈I íא 16.6.2008הגדרה. מכפלה טופולוגיית

Uα ⊆ Xα ,α ∈ I לכל כאשר
∏

α∈I Uα מהצורה קבוצות של הבסיס עלÎידי הנוצרת הטופולוגיה
סופי. למספר פרט ,α ∈ I לכל Uα = XαÎו פתוחה

.αÎה לקואורדינטה ההטלה פונקציית את πα :
∏

β∈I Xβ → XαÎב ïנסמ ,α ∈ I לכל ההטלה פונקציית

רציפות, ïה ההטלות פונקציות שתחתיה ביותר החלשה הטופולוגיה היא המכפלה טופולוגיית
ופתוחות α1, . . . , αn ∈ I לכל ïולכ פתוחה, להיות צריכה π−1

α (Uα) ,Uα ⊆ Xα פתוחה לכל כי
הבסיס18 קבוצת ,Ui ⊆ Xαi

,U1, U2, . . . , Un

המכפלה. סדר ïבסימו איÎדיוק שיש רק 18נעיר
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íטופולוגיי íמרחבי טיטצה2 של ההרחבה ומשפט ïאוריסו של הלמה 2.9

⋂n
i=1 π−1

αi
(Ui) =

∏
β 6=α1,...,αn

Xβ × U1 × U2 × . . .× Un

פתוחה. להיות צריכה íג

.óהאוסדור מרחב היא óהאוסדור מרחבי של מכפלה :26 טענה

Xβ .xβ 6= yβÎש êכ β ∈ I íקיי אז שונות. נקודות (xα)α, (yα)α ∈
∏

α Xα יהיו הוכחה.

אז .yβ ∈ V ⊆ Xβ ,xβ ∈ U ⊆ Xβ זרות פתוחות סביבות קיימות ïולכ óהאוסדור מרחב
בהתאמה. (yα)α ,(xα)α את המכילות זרות פתוחות V ×

∏
α6=β Xα ,U ×

∏
α×β Xα

רגולרי. מרחב היא íרגולריי íמרחבי של מכפלה :27 טענה

טיטצה של ההרחבה ומשפט אוריסון של הלמה 2.9

A,B ⊆ X זרות סגורות קבוצות לכל אז נורמלי, מרחב X íא :(1923 ,Urysohn) 28 למה
2019.f |B≡ 1 ,f |A≡ 0Îש êכ f : X → [0, 1] רציפה פונקציה קיימת

êכ זרות פתוחות ïה V Îו U ,BÎו A זרות סגורות עבור כאשר A,B
N→ U, V,C ïנסמ הוכחה.

.C = (U ∪ V )C íומסמני מנורמליות) (קיימות B ⊆ V Îו A ⊆ U Îש

íמתקיי ïהראשו השלב לאחר

∅ = U(0) ⊆ U( 1
4 ) ⊆ U( 1

4 ) ⊆ U( 1
2 ) ⊆ U( 1

2 ) ⊆ U( 3
4 ) ⊆ U( 3

4 ) ⊆ U(1) = X

,êההפו ïבכיוו אבל דומה, ïבאופ 21

X = V (0) ⊇ V ( 1
4 ) ⊇ V ( 1

4 ) ⊇ V ( 1
2 ) ⊇ V ( 1

2 ) . . . ⊇ V (1) = ∅

השני. ïבכיוו íג גרירה שיש 19ברור
,f |A≡ a ,f : X → [a, b] רציפה פונקציה קיימת סגורות לכל ,a, b ∈ R לכל הטענה: את לחזק íג 20אפשר

.f |B≡ b

.U( 1
4
) ⊆ U( 1

4
∪ C( 1

4
) = U( 1

4
) ∪ C( 1

4
) ⊆ U( 1

2
)21
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טיטצה של ההרחבה ומשפט ïאוריסו של הלמה 2.9íטופולוגיי íמרחבי 2

שלכל êכ (0 ≤ k ≤ 2n) U( k
2n ), V ( k

2n ), C( k
2n ) קבוצות n לכל באינדוקציה נגדיר כללי, ïבאופ

íא U( k
2n ) ⊆ U( j

2n ) ,C( k
2n ) = (U( k

2n ) ∪ V ( k
2n ))C זרות, פתוחות V ( k

2n )Îו U( k
2n ) ,k

.B ⊆ V ( 2n−1
2n ) ,A ⊆ U( 1

2n )Îו ,k < j íא V ( k
2n ) ⊇ V ( j

2n )Îו k < j

:n + 1Îה לשלב להרחיב ïשנית נראה ,n שלב עד הגדרנו íא
V ( k

2n )C︷ ︸︸ ︷
U(

k

2n
) ∪ C(

k

2n
),

U( k+1
2n )C︷ ︸︸ ︷

C(
k + 1
2n

) ∪ V (
k + 1
2n

) N→ U(
2k + 1
2n+1

), V (
2k + 1
2n+1

), C(
2k + 1
2n+1

)

נשמרות: שהתכונות נבדוק
U( 2k+1

2n+1 ) ⊆ U( 2k+1
2n+1 ) ∪ C( 2k+1

2n+1 )

= U( 2k+1
2n+1 ) ∪ C( 2k+1

2n+1 )

= V ( 2k+1
2n+1 )C

⊆ U( 2k+2
2n+1 ) = U(k+1

2n )

,ïכ וכמו
U( 2k

2n+1 ) = U( k
2n

⊆ U( k
2n ) ∪ C( k

2n )

= U( k
2n ) ∪ C( k

2n )

⊆ U( 2k+1
2n+1 )

.C( k
2n ) על f = k

2n ,U( k
2n ) על f ≤ k

2n הוא ïהרעיו .f הפונקציה את נגדיר כעת
A ⊆ U( 1

2n ) כי ,f |A≡ 0 בוודאי אז .f(x) = inf{ k
2n : x ∈ U( k

2n )} נגדיר כללי, ïבאופ
.n לכל f(x) ≥ 1− 1

2n ,x ∈ B לכל ïלכ ,B ⊆ U(1− 1
2n )C כי f |B≡ 1 דומה, ïבאופ ;n לכל

j
2n > k

2m íקיי í"íא f(x) < j
2n (1) נובע f מהגדרת אבל רציפה. f Îש להראות נותר

ïלכ .x ∈ U( k
2m ) íמתקיי k

2m > j
2n לכל í"íא f(x) ≤ j

2n (2)Îו ,x ∈ U( k
2m )Îש êכ

דומה ïובאופ פתוחה), ïולכ פתוחות של איחוד (זהו f−1([0, j
2n )) =

⋃
k

2m < j
2n

U( k
2m ) íמקבלי

פתוחה. íג f−1(( j
2n , 1]) = X \

⋂
k

2m > j
2n

U( k
2m ) = X \

⋂
k

2m > j
2n

U( k
2m )

אחרות, íבמילי .x ∈ U( k
2m ) íמתקיי k

2m > j
2n לכל í"íא f(x) ≤ j

2n 18.6.2008אז

∩ k
2m > j

2n
U( k

2m ) = ∩ k
2m > j

2n
U( k

2m = {x : f(x) ≤ j
2n } = f−1([0, j

2n ])
⋃סגורה.22

k
2m < j

2n
U( k

2m ) = {x : f(x) < j
2n } = f−1([0, j

2n )) קל), יותר (ומעט דומה ïבאופ
פתוחה.

מהצורה הקבוצות בסיס (עבור פתוחה היא בסיסית פתוחה של ההפוכה שהתמונה הראינו
רציפה. f ïלכ ;(( j

2n , 1] ,[0, j
2n ) ,( j1

2n , j2
2n )

A ⊆ X סגורה קבוצה לכל אז נורמלי, טופולוגי Xמרחב íא :(Tietze של (ההרחבה 29 משפט

F : X → [a, b] הרחבה קיימת (íממשיי a < b (עבור f : A → [a, b] רציפה פונקציה לכל
.F |A≡ f כלומר ,f של רציפה

.U( k
2m ) ⊆ U( k+1

2m )Îש êמכ נובע הסגור ללא ïלחיתוכ הקבוצות של הסגור êחיתו של ï22השוויו
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íטופולוגיי íמרחבי טיטצה2 של ההרחבה ומשפט ïאוריסו של הלמה 2.9

טופולוגיים מרחבים על ממשיות פונקציות של אינסופיים טורים על הערות

הפונקציה הוא
∑∞

n=1 fn האינסופי הטור ,fn : X → R ממשיות פונקציות סדרת (fn)∞n=1 íא
íבתנאי .x ∈ X לכל מתכנס שהטור בתנאי ,x 7→

∑∞
n=1 fn(x) עלÎידי המוגדרת X → R

רציפה.
∑

fnÎש נדע ,íהמתאימי

ולכל
∑∞

n=1 Mn < ∞Îש êכ Mn íחיוביי íמספרי סדרת וקיימת רציפה fn כל íא :30 טענה

.X על רציפה כפונקציה מוגדר f =
∑∞

n=1 fn הטור אז ,|fn(x)| < Mn íמתקיי x ∈ XÎו n

x ∈ לכל íג אז .
∑∞

n=N+1 Mn < ε
3 Îש êכ מספיק גדול N ∈ N נקבע .ε > 0 יהי הוכחה.

כעת נקבע .|f(x) −
∑N

n=1 fn(x)| = |
∑∞

n=N+1 fn(x)| ≤
∑∞

n=N+1 Mn < ε
3 ,X

,y ∈ U שלכל êכ x של U פתוחה סביבה קיימת ïלכ רציפה,23
∑N

n=1 fn הפונקציה .x ∈ X

,y ∈ U שלכל íמקבלי .|
∑N

n=1 fn(x)−
∑N

n=1 fn(y)| < ε
3

|f(x)− f(y)| = |
∑N

n=1 fn(x)−
∑N

n=1 fn(y) +
∑∞

n=N+1 fn(x)−
−

∑∞
n=N+1 fn(y)|

≤ |
∑N

n=1 fn(x)−
∑N

n=1 fn(y)|+ |
∑∞

n=N+1 fn(x)|+
+|

∑∞
n=N+1 fn(y)|

< ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε

.xÎב רציפה f כלומר ,U ⊆ f−1((f(x)− ε, f(x) + ε)) הראינו אחרות, íבמילי

טיטצה: של ההרחבה משפט להוכחת נשוב

פונקציות של מתכנס כטור F את נבנה .[a, b] = [−1, 1] נניח הכלליות, הגבלת בלי הוכחה. 23.6.2008

.A על f Îל שמתכנס
זרות, ïה .H1 = f−1([ 13 , 1]) ⊆ A ,K1 = f−1([−1,− 1

3 ]) ⊆ A סגורות קבוצות נגדיר :1 צעד
,F1 |K1≡ −1

3 Îש êכ F1 : X → [− 1
3 , 1

3 ] רציפה פונקציה קיימת ïאוריסו של הלמה לפי ïלכ
בנפרד זאת לבדוק (יש |f(x) − F1(x)| ≤ 2

3 íמתקיי x ∈ A שלכל לב íנשי .F1 |H1≡ 1
3

.(x ∈ A \K1 \H1 ,x ∈ H1 ,x ∈ K1Îל
.H2 = (f − F1)−1([ 29 , 2

3 ]) ,K2 = (f − F1)−1([− 2
3 ,− 2

9 ]) סגורות קבוצות נגדיר :2 צעד
,F2 |K2≡ − 2

9 Îש êכ F2 : X → [− 2
9 , 2

9 ] רציפה פונקציה קיימת ïאוריסו של מהלמה זרות. ïה
.|f(x)− F1(x)− F2(x)| ≤ 4

9 íמתקיי x ∈ A לכל אז .F2 |H2≡ 2
9

Fiולכל : X → [− 2i−1

3i , 2i−1

3i ]Îש êכF1, F2, . . . , Fn רציפות פונקציות שבנינו נניח :n+1 צעד

סגורות קבוצות נגדיר .|f(x)−
∑n

i=1 Fi(x)| ≤ 2n

3n íמתקיי x ∈ A

Kn+1 = (f −
∑n

i=1 Fi)([− 2n

3n ,− 2n

3n+1 ])

Hn+1 = (f −
∑n

i=1 Fi)([ 2n

3n+1 , 2n

3n ])

המקיימת Fn+1 : X → [− 2n

3n+1 , 2n

3n+1 ] רציפה קיימת ïאוריסו לפי ïלכ זרות, קבוצות אלו
.Fn+1 |Kn+1≡ − 2n

3n+1 ,Fn+1 |Hn+1≡ 2n

3n+1

רציפות. פונקציות של סופי í23סכו
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קומפקטיות 2.10íטופולוגיי íמרחבי 2

.|f(x)−
∑n+1

i=1 Fi(x)| ≤ ( 2
3 )n+1 ,x ∈ A שלכל íמתקיי שוב,

.(|Fn(x)| ≤ 2n−1

3n Xכי כל על F(מוגדר =
∑∞

i=1 Fn FעלÎידי : X → [−1, 1] נגדיר כעת
íמתקיי x ∈ A לכל ,ïכ כמו רציפה. פונקציה זו הלמה, לפי

|f(x)− F (x)| = limn→∞ |f(x)−
∑n

i=1 Fi(x)| = 0
.F |A≡ f כלומר

.([a, b] את המכיל פתוח לקטע הומיאומורפי R (כי f : A → R להניח íג אפשר ההרחבה במשפט
.F : X → R רציפה פונקציה היא ההרחבה זה, במקרה

קומפקטיות 2.10

הגדרה 2.10.1

סופי. קייíתתÎכיסוי פתוחות קבוצות עלÎידי שלו כיסוי לכל íא Xנקראקומפקטי טופולוגי מרחב קומפקטיות

תכונות:
קומפקטית. היא קומפקטי מרחב של סגורה תתÎקבוצה .1

Vα כל ,A של A =
⋃

α∈I Vα פתוח כיסוי ïבהינת סגורה. A ⊆ X קומפקטי, X הוכחה.

של פתוח כיסוי X =
⋃

α∈I Uα ∪AC אז .XÎב Pתוחה Uα כאשר Uα ∩A מהצורה היא
.A =

⋃n
i=1 Vαi

ואז ,X =
⋃n

i=1 Uαi
∪AC סופי תתÎכיסוי לו יש .X

סגורה. היא óהאוסדור מרחב של קומפקטית תתÎקבוצה .2

זרות פתוחות סביבות קיימות x ∈ A ולכל y ∈ AC לכל קומפקטית. A ⊆ X הוכחה.

,{Uxi
}n

i=1 סופי תתÎכיסוי לו יש .A של פתוח כיסוי {Ux}x∈A אז .y ∈ Vx ,x ∈ Ux

שמוכלת y של סביבה בנינו .A ⊆
⋃n

i=1 Uxi
Îל שזרה y של פתוחה סביבה

⋂n
i=1 Vxi

ואז
פתוחה. AC ïלכ ,ACÎב

זרות פתוחות קבוצות קיימות אז זרות, קומפקטיות K, L ⊆ X íא ,óהאוסדור במרחב .3
נורמלי.) הוא קומפקטי óהאוסדור מרחב (כלומר, .L ⊆ V ,K ⊆ U

פתוחה וקבוצה x ∈ Gx פתוחה סביבה קיימת x ∈ L לכל הקודמת, מההוכחה הוכחה.

נוציא .L של פתוח כיסוי L =
⋃

x∈L Gx כעת, .Gx ∩ Wx = ∅Îש êכ K ⊆ Wx

ïה V Îו U .U =
⋂m

j=1 Wxj
,V =

⋃m
j=1 Gxj

ïונסמ L ⊆
⋃m

j=1 Gxj
סופי תתÎכיסוי

.L ⊆ V ,K ⊆ U Îש êכ וזרות פתוחות

קומפקטי XÎמ רציפה פונקציה ïלכ) קומפקטית. היא קומפקטית קבוצה של רציפה תמונה .4
(.íומקסימו íמינימו ומקבלת חסומה íלממשיי

óהאוסדור Xלמרחב קומפקטי ממרחב f : X → Y ועל ערכית חדÎחד רציפה, העתקה כל .5
.íהומיאומורפיז היא Y

.Y Îב סגורה ïולכ קומפקטית f(C) ïולכ קומפקטית C אז סגורה, C ⊆ X íא הוכחה.

.íהומיאומורפיז f ïלכ – סגורה סגורה של שתמונה קיבלנו
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íטופולוגיי íמרחבי קומפקטיות2 2.10

מקומית וקומפקטיות קומפקטיפיקציה 2.10.2

קומפקטיפיקציה íע) צפופה כתתÎקבוצה אותו ïלשכ שימושי íפעמי הרבה קומפקטי, אינו óהאוסדור מרחב íא
קומפקטיפיקציה. נקרא כזה ïשיכו קומפקטי. óהאוסדור במרחב המושרה) הטופולוגיה

ïנסמ קומפקטי, לא óהאוסדור מרחב X íא אחת: נקודה הוספת – פשוטה הכי האפשרות
טופולוגיה: X+ על נגדיר .XÎב שאינה חדשה לנקודה ïסימו – ∞ כאשר X+ = X ∪ {∞}
מהצורה קבוצה מכילה U ∞אז ∈ U íוא ,XÎב פתוחה U ∩ X íא פתוחה U ⊆ X+ קבוצה
XÎב הפתוחות כל הוא זו לטופולוגיה בסיס אחרות, íבמילי קומפקטית. K ⊆ X כאשר X \K

קומפקטית. K כאשר (X \K) ∪ {∞} מהצורה הקבוצות וכל

קומפקטי. X+ :31 טענה

מכילה Uβ כלשהו. β ∈ I עבור ∞ ∈ Uβ ,X+ =
⋃

α∈I Uα פתוח כיסוי ïבהינת הוכחה.

סופי תתÎכיסוי íקיי ïלכ ,K ⊆
⋃

α∈I Uα קומפקטית. K ⊆ X כאשר X \K מהצורה קבוצה
.X+ ⊆

⋃n
i=1 Uαi ∪ Uβ ואז ,K ⊆

⋃n
i=1 Uαi

קומפקטיזציה)? íמקבלי ïולכ) óהאוסדור הוא X+ מתי

קומפקטי סגור íע פתוחה סביבה יש x ∈ X לכל íא מקומית קומפקטי נקרא X מרחב מקומיתהגדרה. קומפקטיות

קומפקטית). בקבוצה שמוכלת פתוחה סביבה יש שקול: ïבאופ (או,

לא. Q אבל ,íג N מקומית; קומפקטי Rn מקומית; קומפקטי R דוגמה.

המטריקה íע R∞ = `2 = {(x1, x2, . . .) : xi ∈ R,
∑∞

i=1 x2
i < ∞} המרחב

êא – וכו' íשל מטרי, – ïמצוי מרחב הוא d((xi)∞i=1, (yi)∞i=1) =
√∑∞

i=1(xi − yi)2

שלו סביבה .x = 0 = (0, 0, . . .) ניקח מקומית: קומפקטי אינו הוא האכזבה, למרבה
מהצורה סדרה יש אז אבל ,B(0, r) = {y ∈ `2 :

∑
y2

i < r2} מהצורה כדור מכילה
ללא סדרה וזו הסביבה, של הסגור êבתו (nÎה íבמקו r) an = (0, 0, . . . , 0, r, 0, 0, . . .)

מתכנסת. תתÎסדרה

קומפקטי óהאוסדור מרחב היא X óהאוסדור מרחב של חדÎנקודתית קומפקטיפיקציה הגדרה.

בו. óצפו XÎש אחת, נקודה ועוד X את הכולל Y

הוא íא ורק íא חדÎנקודתית קומפקטיפיקציה יש קומפקטי) שאיננו óהאוסדור)XÎל :32 משפט

íישהומיאומורפיז Yאז ′ÎוY íיששתייíא כלומר יחידה, זההקח"ד ובמקרה מקומית, קומפקטי
.f |X≡ id |X כלומר ,X על ששומר f : Y → Y ′

את íהמקיימי íמרחבי שני Y ′Îו Y מקומית, קומפקטי óהאוסדור Xמרחב יהי יחידות: הוכחה. 25.6.2008

óהאוסדור Y ,X̄ = Y ,X ⊆ Y ,|Y \ X| = 1 החדÎנקודתית: הקומפקטיפיקציה תכונות
קומפקטי.

íמסמני (כאשר h(∞Y ) = ∞Y ′ ,x ∈ XÎל h(x) = x עלÎידי h : Y → Y ′ פונקציה נגדיר
שתמונת נראה .X על ושומרת על ערכית, חדÎחד h .(Y ′ \ X = {∞Y ′} ,Y \ X = {∞Y }

.íהומיאומורפיז hÎש ינבע ומסימטרייה פתוחה, פתוחה קבוצה
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óטיכונו ומשפט מכפלה מרחבי 2.11íטופולוגיי íמרחבי 2

h(U) = U ïלכ ;XÎב íג ïולכ Y Îב פתוחה U ⊆ X Y∞אז 6∈ U íא פתוחה. U ⊆ Y תהא
ïלכ 24.(óהאוסדור Y ′Îש בגלל סגורה Y ′ \ X = {∞Y ′} (כי Y ′Îב פתוח X אבל ,XÎב פתוחה

.Y ′Îב פתוחה h(U)

קומפקטית. ïולכ קומפקטי) (שהוא Y Îב Cסגורה = Y \U אז ,∞Y ∈ U íא השני, במקרה
מרחב של קומפקטית שתתÎקבוצה והוכחנו ,óהאוסדור Y ′ (כי Y ′Îב Cסגורה ïולכC ⊆ X ⊆ Y ′

.Y ′Îב פתוחה h(U) = Y ′ \ C ,ïמכא בו). סגורה óהאוסדור
טופולוגיה íע X+ = X ∪ {∞} מרחב בנינו מקומית; קומפקטי óהאוסדור X ïנתו :íקיו
íא :(X המרחב של מקומית קומפקטיות (בהנחת óהאוסדור שהוא נוכיח קומפקטי. הוא שתחתיה
שמכילות U, V ⊆ X זרות פתוחות סביבות XÎב קיימות x, y ∈ X íא אז ,x 6= y ∈ X+

אז ,y 6= x = ∞ íא הטופולוגיה. מהגדרת ,X+Îב פתוחות íג U, V אבל בהתאמה; x, y את
U אז .K קומפקטית בקבוצה שמוכלת U ⊆ X סביבה יש yÎשל נובע מקומית מקומפקטיות

.óהאוסדור X+ ïולכ ∞בהתאמה, ואת y את שמכילות זרות פתוחות שתי X+ \KÎו

טיכונוף ומשפט מכפלה מרחבי 2.11

טיכונוף משפט 2.11.1

היא X =
∏

α∈I Xα על המכפלה טופולוגיית ,íטופולוגיי íמרחבי של משפחה (Xα)α∈I íא
מהצורה קבוצות של הבסיס עלÎידי הנוצרת הטופולוגיה

∩n
i=1π

−1
α (Ui) = {x = (xα)α∈I : xαi

∈ Ui, i = 1, . . . , n}
קבוצות êחיתו כי בסיס, שזה ברור 25.i = 1, . . . , nÎלUi ⊆ Xαi

,íשוניα1, . . . , αn ∈ I כאשר
.(cylinder set) גליל קבוצת נקראת המכפלה בטופולוגיית בסיס קבוצת בסיס. קבוצת הוא בסיס

המכפלה). (בטופולוגיית קומפקטית היא íקומפקטיי íמרחבי של מכפלה :(óטיכונו) 33 משפט

קומפקטיות על אחר מבט

íא הסופי êהחיתו תכונת יש X קבוצה של (Aα)α∈I תתÎקבוצות שלמשפחת íאומרי הגדרה.

ריק. אינו AαÎה של סופי מספר של êחיתו כל

של {Aj}j∈J סגורות תתÎקבוצות משפחת לכל í"íא קומפקטי X :1 לקומפקטיות שקול 30.6.2008ניסוח

.
⋂

j∈J Aj 6= ∅ íמתקיי הסופי êהחיתו תכונת את המקיימת X

ÎהמקיX של {Aj}j∈J משפחתתתÎקבוצות אí"íלכל Xקומפקטי :2 לקומפקטיות ניסוחשקול

.
⋂

j∈J Aj 6= ∅ íמתקיי הסופי êהחיתו תכונת את ימת
סגורות לקבוצות ïנכו íג זה אז הנ"ל, התנאי את íמקיי X íא ?íשקולי íניסוחי אלו למה
,1 תנאי לפי קומפקטי X íא השני, ïבכיוו .1 שקול תנאי לפי קומפקטי ïולכ (Aj = Aj ïעבור) Aj

להוכיח íמנסי אנו שהרי למעלה, כמו החדÎנקודתית הקומפקטיפיקציה של הטופולוגיה הגדרת על êלהסתמ ïנית 24לא

.Y ′ על הטופולוגיה מהי íיודעי איננו כלומר החדÎנקודתית, לקומפקטיפיקציה היחידה האפשרית הטופולוגיה שזו
רציפות תהיינה παÎש היא íבעצ הדרישה .αÎה הקואורדינטה פונקציית או ההטלה, פונקציית היא πα : X → Xα

25

רציפות). הקואורדינטות פונקציות שתחתיה ביותר החלשה הטופולוגיה היא המכפלה (טופולוגיית
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(Aj)j íג הסופי, êהחיתו תכונת את מקיימת (Aj)jÎש ïמכיוו ,2 תנאי לפי (Aj) משפחה ïבהינת
.
⋂

j Aj 6= ∅Îש המסקנה את ונקבל הסופי êהחיתו תכונת את יקיימו

הקבוצות מתורת תזכורת צורן: של הלמה

x ≤ x רפלקסיביות: (א) íהתנאי את íמקיי הוא íא חלקי סדר יחס Aנקרא קבוצה על "≤" יחס
x ≤ y íא טרנזיטיביות: (ג) ;x = y אז y ≤ x íוג x ≤ y íא אנטיÎסימטריות: (ב) ;x ∈ A לכל

.y ≤ x או x ≤ y ,x, y ∈ A לכל íא מלא הוא חלקי סדר יחס .x ≤ z אז y ≤ z íוג
איבר .y ≤ xíמתקיי בקבוצה y שלכל êכ x איבר הוא מלמעלה íחס חלקית, סדורה בקבוצה

.(y 6= x ,y ≥ x (כלומר y > x íהמקיי y ïשאי êכ x איבר הוא מקסימלי

שלכל êכ חלקי) סדר יחס íע קבוצה (כלומר, חלקית סדורה קבוצה (P,≤) íא :(ïצור) 34 למה

עלÎידי íחסו P של איבר כל אז ,P Îב מלמעלה íחס יש מלא) ïבאופ סדורה קבוצה (תת שרשרת
מקסימלי. איבר

:óטיכונו למשפט נחזור

X של תתÎקבוצות Aמשפחת = (Aj)j∈J תהי .íקומפקטייXi ,X =
∏

i∈I Xi ïנסמ הוכחה.

פונקציית πi : X → Xi תהא ,i ∈ I לכל .
⋂

j∈J Aj 6= ∅Îש נראה הסופי. êהחיתו תכונת בעלת
של מקסימלית משפחה היא (Aj)j∈J Îש להניח אפשר ,ïצור של הלמה לפי .iÎה הקואורדינטה

הסופי. êהחיתו תכונת בעלת X של תתÎקבוצות
תכונת את המקיימות X של תתÎקבוצות של המשפחות óאוס – P íמגדירי בפירוט: יותר
íהחס) ההכלה. יחס הוא "≤" הסדר ויחס ,(26P ∈ P (P (P (X))) (כלומר, הסופי êהחיתו

הסופי.) êהחיתו תכונת את íיקיי ïעדיי הוא איבריה; איחוד הוא שרשרת של מלמעלה
שחותכת קבוצה ושכל íסופיי íחיתוכי תחת סגורה (Aj)j∈J Îש נובע מהמקסימליות בפרט,

במשפחה. נמצאת (Aj)j של איבר כל
של תתÎקבוצות של משפחה {πi(Aj)}j∈J ,i ∈ I לכל .x ∈

⋂
j∈J Aj לבנות ננסה כעת,

,ïלכ .
⋂n

k=1 πi(Ajk
) ⊇ πi(

⋂n
k=1 Ajk

) 6= ∅ כי הסופי, êהחיתו תכונת את המקיימת Xi

.
⋂

j∈J πi(Aj) 6= ∅Îש íמקבלי ,Xi מקומפקטיות
שהקואורדינטה x ∈ X =

∏
i∈I Xi ויהי ,i ∈ I לכל xi ∈

⋂
j∈J πi(Aj) איזשהו נבחר

x ∈ AjÎש להראות בשביל ;j ∈ J נקבע :x ∈
⋂

j∈J AjÎש נראה .i ∈ I לכל xi היא שלו iÎה
זאת להראות מספיק .Aj íע ריק לא êחיתו יש x את Uהמכילה ⊆ X פתוחה קבוצה שלכל נראה

פתוחות. Uk ⊆ Xik
,
⋂n

k=1 π−1
ik

(Uk) מהצורה כלומר בסיס, קבוצות עבור
x ∈ U אז תתÎבסיס), (קבוצת i ∈ IÎל Ui ⊆ Xi ,U = π−1

i (Ui) מהצורה U íא ראשית,
πi(Aj)Îב נקודה של Uiסביבה (כי πi(Aj)∩Ui 6= ∅ ïלכ .xi ∈ πi(Aj) ,ïכ כמו .xi ∈ Ui אומר
,yi ∈ πi(Aj)∩Ui = πi(Aj)∩πi(U) ⊆ Xi íא .Aj∩U 6= ∅ ïולכ (πi(Aj) את חותכת ïולכ
.(U הגדרת (לפי y ∈ U כלומר ,πi(y) ∈ Ui ïכÎוכמו πi(y) = yiÎש êכ y ∈ Aj ⊆ X íקיי אז

.y ∈ U ∩Aj ïלכ

.A ∈ P (P (X))Îו Aj ∈ P (X) 26כי
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.j ∈ J לכל U ∩ Aj 6= ∅ íמתקיי x ∈ U = π−1
i (Ui) תתÎבסיס שלקבוצות הראינו

המקסימליות (בגלל (Aj)j inJ למשפחה שייכת x ∈ U כזו תתÎבסיס קבוצת שכל היא המסקנה
x ∈ בסיס קבוצת כל המקסימליות, בגלל שוב ,ïלכ למשפחה). U את óלהוסי אפשר היה אחרת –
חותכת ובפרט במשפחה, איבר היא íג תתÎבסיס) קבצות של סופי êחיתו U(שהיא = ∩π−1

ik
(Uk)

.x ∈
⋂

j∈J AjÎש ïמכא .Aj כל
קומפקטי. X ïולכ ,

⋂
j∈J Aj 6= ∅Îש הראינו

הצבעים ארבעת משפט שימוש: 2.11.2

ïבי (חדÎמימדי27) גבול ללא íצבעי בארבעה לצבוע ïנית מישורית מפה כל :íהצבעי ארבעת משפט

צבע. מאותו ארצות
שמספיק היא בהוכחה המרכזיות מהתובנות אחת .1976Îב Appel-Haken עלÎידי הוכח המשפט

סופיות. מפות עבור לבדוק

שלה סופית תתÎמפה כל חוקי ïבאופ לצבוע אפשר íא אינסופית, מישורית מפה ïבהינת :35 2.7.2008טענה

חוקי. ïבאופ íצבעי בארבעה המפה את לצבוע אפשר אז ,íצבעי בארבעה

נגדיר במפה. הארצות קבוצת V תהא הוכחה.

{1, 2, 3, 4}V ⊇ LV = {f : V → {1, 2, 3, 4} : f valid colouring}

נגדיר V ′ ⊆ V תתÎקבוצה ולכל

LV ′ = {f : V → {1, 2, 3, 4} : f |V ′ valid colouring of V ′}

כל על חוקית בהכרח היא ,V על חוקית צביעה íא :LV =
⋂

finite V ′⊆V LV ′ Îש לב íנשי
f ∈ L{x,y} ,x 6= y ∈ V לכל בפרט אז f ∈

⋂
finite V ′⊆V LV ′ íא השני, ïבכיוו ;V ′ ⊆ V

.V על חוקית f Îש ïמכא .f(x) 6= f(y) ïולכ
המכפלה: טופולוגיית íע {1, 2, 3, 4}V Îב סגורה קבוצה LV ′ אז סופית, V ′ ⊆ V íא

LV ′ =
⋃

valid g:{1,2,3,4}→V ′{f ∈ {1, 2, 3, 4}V : f |V ′≡ g}
=

⋃
valid g∈{1,2,3,4}V ′

⋂
v∈V ′ π−1

v (g(v))

êחיתו של סופי איחוד (זה הקואורדינטה. פונקציית πv : {1, 2, 3, 4}V → {1, 2, 3, 4} כאשר
המכפלה.) בטופולוגיית בסיס קבוצות

בצורה להציג אפשר סופית) V ′ ⊆ V )
⋂

v∈V ′ π−1
v (g(v)) מהצורה קבוצה שכל לב íנשי

פתוחות של (4|V |− 1 (בעצמה איחוד של íמשלי :(
⋃

h:V→{1,2,3,4},h 6=g

⋂
v∈V ′ π−1

v (h(v)))C

סגורה. קבוצה ïולכ בסיסיות,
íא הסופי: êהחיתו תכונת את המקיימת {1, 2, 3, 4}V Îב קבוצות משפחת {LV }finite V ′⊆V

.
⋂n

i=1 Lvi ⊇ L(V1∪V2∪...∪Vn) 6= ∅ אז סופיות, V1, . . . , Vn ⊆ V

.LV =
⋂

finite V ′⊆V LV ′ 6= ∅Îש היא óטיכונו ממשפט המסקנה

נקודה. לא – êאור בעל גבול 27כלומר,
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íטופולוגיי íמרחבי המנה2 טופולוגיית 2.12

המנה טופולוגיית 2.12

המנה טופולוגיית ;π(x) = [x] המנה העתקת π : X → X/ ∼ תהא עליו. שקילות וÎ∽יחס טופולוגי Xמרחב יהי
íא פתוחה U ⊆ X/ ∼ קבוצה שבה הטופולוגיה להיות X/ ∼ על המנה טופולוגיית את נגדיר

.XÎב פתוחה π−1(U) íא ורק
תכונות:

ההפוכות). התמונות איחוד היא איחוד של ההפוכה (התמונה ברור – טופולוגיה זו .1

קל. – רציפה π : X → X/ ∼Îש êכ X/ ∼ על ביותר הגדולה/העדינה הטופולוגיה זו .2

í"íא T1 הוא X/ ∼) XÎב סגורה שקילות מחלקת כל íא ורק íא T1 מרחב הוא X/ ∼ .3
.(XÎב סגורה [x] = π−1([x]) כל í"íא סגורה היא [x] נקודה כל

שקילות יחס נגדיר :1 íע 0 את נזהה ,[0, 1]Îב נקודות). זיהוי עלÎידי מרחב (בניית דוגמה

.{{0, 1}} ∪ {0 < x < 1} = [0, 1]/ ∼ אז .0 ∼ 1 ,0 ≤ x ≤ 1Îל x ∼ x

(בדיקה .{0, 1} 7→ (1, 0) ,x 7→ (cos(2πx), sin(2πx)) :S1Îל הומיאומורפי זה מרחב
כתרגיל.) – íשהומיאומורפיז

להעתקת איזומורפית πX : X × Y → X אז ,íטופולוגיי íמרחבי Y Îו X íא דוגמה. 7.7.2008

עלÎידי המוגדר X × Y על השקילות יחס ∼ כאשר π : X × Y → X × Y/ ∼ המנה
מנה העתקת היא כלומר ,πÎל איזומורפית πX לבדוק: קל .x = x′ í"íא (x, y) ∼ (x′, y′)

הבא: ïבמוב
יחס íקיי íא מנה העתקת היא ,íטופולוגיי íמרחביZÎוX ,p : X → Z רציפה העתקה
העתקת π : X → X/ ∼ íשא êכ f : Z → X/ ∼ íהומיאומורפיז íוקייX ∽על שקילות

"קומוטטיבית": היא הבאה הדיאגרמה כלומר, .f ◦ p = π íמתקיי אז ,∼Îל ביחס מנה

X

π

��

p //____ Z

X/ ∼
f

<<zzzzzzzz

כללי, יותר ïבאופ אחת). כנקודה [0, 1] את íמזהי) RÎל הומיאומורפי R/{[0, 1]} דוגמה.

הסגור). היחידה כדור Dn) Rn ∼= Rn/Dn

.Dn/Sn−1 ∼= Sn יותר, כללי ïובאופ ,D2/S1 ∼= S2 דוגמה.

– גליל צלעות). êלאור הדבקה עלÎידי íמשטחי (בניית דוגמה

.0 ≤ x ≤ 1 לכל (x, 0) ∼ (x, 1) ,X = [0, 1]2 íמגדירי פורמאלית,
מביוס טבעת
T2 הטורוס

.(R4Îב ïכ אבל ,R3Îב ערכי חדÎחד ïבאופ ïלשיכו ïנית (לא ïקליי בקבוק
כאלה. הדבקות עלÎידי íהנוצרי íהמשטחי את היתר ïבי חוקרת אלגברית טופולוגיה
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המנה טופולוגיית 2.12íטופולוגיי íמרחבי 2

S2/{x,−x}x∈S2 הפרוייקטיבי). (המישור דוגמה

הראשית. êדר íשעוברי R3Îב íהישרי כל óאוס – RP 2 אלטרנטיבית: הגדרה
,R3Îב íלישרי מתאימות z = 1 המישור על הנקודות הפרוייקטיבי: למישור אחרת הצגה
הישר RP 1 (כאשר RP 2 = R2 ∪ RP 1 íמקבלי ïמכא המשווה. קו את íשחוצי לאלה פרט

הפרוייקטיבי).
íהישרי óאוס להיות RPn הÎnÎמימדי הפרוייקטיבי המרחב את נגדיר כללי, יותר ïבאופ
את íמקבלי ïמכא) Sn/{x,−x}x∈Sn שקול, ïבאופ או הראשית, êדר íשעוברי Rn+1Îב
.RPn = Rn ∪RPn−1 = Rn ∪Rn−1 ∪ . . .∪R1 ∪R0 פירוק יש ,íכמקוד הטופולוגיה).
שבה, פרוייקטיבית" "גיאומטרייה של אקסיומות מערכת íמקיי הפרוייקטיבי המישור הערה:

בדיוק. אחת בנקודה íנחתכי íישרי שני כל השאר, ïבי

,g : X → Y המנה, העתקת π : X → X/ ∼ ,X קבוצה28 על שקילות ∽יחס íא

X

π

��

g

""DD
DD

DD
DD

D

X/ ∼
f

//___ Y

המקווקו הקו את íלהשלי אפשר מתי (כלומר, f ◦ π = gÎש êכ f : X/ ∼→ Y קיימת מתי
factors) π êדר מתפקטרת gÎש נגיד כזה, במקרה קומוטטיבית)? תהיה שהיא êכ בדיאגרמה

.(through

.g(x) = g(x′) אז x ∼ x′ íא ,x, x′ ∈ X לכל íא∼ השקילות יחס את מכבדת g הגדרה.

.∼ את מכבדת היא í"íא π êדר מתפקטרת g (קלה): 36 טענה

ïולכ π(x) = π(x′) ,x ∼ x′ עבור אז מתפקטרת, g íא הוכחה.

g(x) = f(π(x)) = f(π(x′)) = g(x′)

.f([x]) = g(x) עלÎידי f : X/ ∼→ Y נגדיר השקילות, יחס את מכבדת g íא ,êההפו ïבכיוו
.[x] על קבועה g כי היטב, מוגדר זה

gÎש נגיד המנה. העתקת π : X → X/ ∼ Gרציפה, : X → Y טופולוגי, Xמרחב נניח כעת
רציפה. f : X/ ∼→ Y עבור g = f ◦ π íא π êדר מתפקטרת

.∼ את מכבדת היא í"íא π êדר מתפקטרת g :37 טענה

הטענה לפי אז ,∼ את מכבדת g íא – שני ïכיוו הקודמת. מהטענה מיידי – אחד ïכיוו הוכחה.

êצרי ;g = f ◦ π מקיימת ïאכ f([x]) = g(x) עלÎידי המוגדרת f : X/ ∼→ Y הקודמת
g (כי פתוחה g−1(U) = π−1(f−1(U)) אז פתוחה U ⊆ Y íא אבל רציפה. שהיא להראות

המנה. טופולוגיית הגדרת לפי פתוחה, f−1(U) ïולכ רציפה),

כרגע. טופולוגיה íמניחי 28איננו
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המנה: טופולוגיית של תכונות עוד

.XÎב סגורה שקילות מחלקת כל í"íא T1 מרחב הוא X/ ∼ .1

קשיר. X/ ∼ íג אז קשיר X íא .2

מסילתית. קשיר X/ ∼ íג אז מסילתית קשיר X íא .3

קומפקטי. X/ ∼ íג אז קומפקטי X íא .4

(T1 בהכרח לא (ואפילו óהאוסדור בהכרח לא X/ ∼ אז ,óהאוסדור X íא .5
.óהאוסדור הוא X/ ∼ אז X ×XÎב וÎ∽סגור קומפקטי óהאוסדור X íא

סגורה. π(C) אז סגורה C ⊆ X íשא כלומר סגורה, העתקה πÎש נראה תחילה הוכחה.

אז .X ×X על הקואורדינטות פונקציות את π2 ,π1Îב ïנסמ סגורה. C ⊆ X תהא
π−1(π(C)) = {y ∈ X : ∃x ∈ C x ∼ y}

= π2(π−1
1 (C) ∩G∼)

= π2(closed hence compact)

= compact (π2
′s continuous) so closed, because Hausdorff

סגורה. π(C) ïולכ סגורה, π−1(π(C)) אז 29.∼ של óהגר G∼ כאשר
של π תחת תמונות ïה כי ,X/ ∼Îב סגורות ïה אז שונות, נקודות [x], [y] ∈ X/ ∼íא כעת, 9.7.2008

π−1([y])Îו π−1([x]) ïלכ .(óהאוסדור הוא כי XÎב סגורה בודדת (ונקודה בודדות נקודות
פתוחות קיימות ïולכ נורמלי), ïולכ קומפקטי óהאוסדור (שהוא XÎב זרות סגורות קבוצות

.π−1([y]) ⊆ V ,π−1([x]) ⊆ U Îש êכ U, V ⊆ X זרות
פתוחות קבוצות אלה .V ′ = π(V C)C ,U ′ = π(UC)C עלÎידי U ′, V ′ ⊆ X/ ∼ נגדיר
π−1(a) ∩ UC = ∅ í"íא a 6∈ π(UC) í"íא a ∈ π(UC)C .[y] ∈ V ′ ,[x] ∈ U ′Îו

.óהאוסדור הוא X/ ∼Îש מוכיח זה זרות. V ′Îו U ′ ïולכ ,π−1(a) ⊆ U í"íא

סטוןÎויירשטראס ומשפט פונקציות מרחבי 2.13

óאוס Y X על הנקודתית ההתכנסות טופולוגיית ,X וקבוצה Y טופולוגי מרחב ïבהינת הנקודתיתהגדרה. ההתכנסות טופולוגיית 14.7.2008

{f : X → Y : f(xi) ∈ Ui} קבוצות עלÎידי הנוצרת הטופולוגיה היא Y Îל XÎמ הפונקציות
.U1, . . . , Un ⊆ Y פתוחות וקבוצות x1, . . . , xn ∈ X נקודות עבור

πx : Y X → Y כאשר ,{f : X → Y : f(xi) ∈ Ui i = 1, . . . , n} =
⋂n

i=1 π−1
xi

(Ui)

πxפועלת כאשר :xÎב פונקצייתהאבליואציה/ההערכה הזה, הxÎ(בהקשר פונקצייתהקואורדינטה
טופולוגייתהמכפלה פשוט זו כלומר, .(πx(f) = f(x) –xÎב ערכה היאמחזירהאת ,f פונקציה על

.Y X =
∏

x∈X Y על

í"íא זו בטופולוגיה f ∈ Y X גבולות לפונקציה מתכנסת fn ∈ Y X פונקציות סדרת :38 טענה

.(X על הנתונה (בטופולוגיה fn(x) → f(x) ,x ∈ X לכל

המנה. בטופולוגיית ,π−1(π(C)) íע ורק íע סגורה π(C)29
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אז .fn(x) = xn פונקציות סדרת נגדיר ([0, 1] על ממשיות (פונקציות R[0,1] במרחב דוגמה.

כלומר, רציפה: אינה f êא רציפות, fn .f(1) = 1 ,x < 1Îל f(x) = 0 כאשר fn → f

סגורה. קבוצה אינו R[0,1]Îב רציפות פונקציות של C([0, 1], R) תתÎהמרחב

קבוצות של התתÎבסיס עלÎידי נוצרת C(X, Y ) על הקומפקטיתÎפתוחה הטופולוגיה הגדרה. הקומפקטיתÎפתוחה הטופולוגיה

פתוחה.30 U ⊆ Y קומפקטית, C ⊆ X כאשר {f ∈ C(X, Y ) : f(C) ⊆ U} מהצורה

על קומפקטית על שווה במידה ההתכנסות טופולוגיית מטרי, מרחב הוא Y Îש במקרה הגדרה. קומפקטית על שווה במידה ההתכנסות טופולוגיית

מהצורה הבסיס קבוצות עלÎידי הנוצרת הטופולוגיה היא Y X

BC(f, ε) = {g ∈ Y X : sup
x∈C

d(f(x), f(y)) < ε}

קומפקטית. C ⊆ X ,f ∈ Y X ,ε > 0 כאשר

לכל í"íא זו בטופולוגיה f גבולית לפונקציה מתכנסת fn ∈ Y X פונקציות סדרת :39 טענה

.supx∈C d(fn(x), f(x)) → 0 שווה, במידה fn |C→ f ,C ⊆ X קומפקטית

C(X, Y ) על קומפקטית על שווה במידה ההתכנסות טופולוגיית מטרי, מרחב Y Îכש :40 טענה

הקומפקטיתÎפתוחה. הטופולוגיה íע מתלכדת המושרה) הטופולוגיה (כלומר,

ומתקבלת מטריזבילית C(X, Y ) על זו טופולוגיה מטרי, Y Îו קומפקטי XÎש במקרה :41 טענה

.dsup(f, g) = supx∈X d(f(x), g(x)) < ∞ עלÎידי הנתונה האוניפורמית, מהמטריקה

.C(X) = C(X, R) ïנסמ
C([0, 1])Îב צפופה קבוצה íה íהפולינומי הקירוב: משפט את 1885Îב הוכיח ויירשטראס
ולכל f : [0, 1] → R רציפה ממשית פונקציה לכל כלומר, שווה. במידה ההתכנסות בטופולוגיית
הכליל ïסטו ,1937Îב .sup0≤x≤1 |f(x)− p(x)| < εÎש êכ p : [0, 1] → R íפולינו íקיי ε > 0

:íכלליי íטופולוגיי íלמרחבי המשפט את

פונקציות של Aקבוצה ⊆ C(X)Îו קומפקטי טופולוגי Xמרחב (סטוÎïויירשטראס): 42 משפט

– íהבאי íהתנאי את המקיימות רציפות

ïשאי נוספות תכונות (ומקיימת בסקלר וכפל כפל חיבור, תחת סגורה כלומר אלגברה, Aהיא .1
מקיימות); הרציפות הפונקציות כל כי להזכיר êצור

;f(x) 6= f(y)Îש êכ f ∈ A קיימת x 6= y ∈ X לכל כלומר ,X נקודות את מפרידה A .2

הקבועות; הפונקציות את מכילה A .3

שווה. במידה ההתכנסות בטופולוגיית A = C(X) כלומר ,C(X)Îב צפופה A אז –

של קומפקטית בסביבה íג f Îל קרובות להיות צריכות פונקציות ïכא הנקודתית, ההתכנסות לטופולוגיית 30בניגוד

.íיÎxiÎה
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כל íג ïולכ 1, f, f2, f3, . . . ∈ A íג אזי f ∈ A íשא נובע המשפט שמהנחות לב íנשי הוכחה.

.p(f) = p ◦ f ∈ A ,p ממשי íפולינו לכל כלומר ,a0 + a1f + . . . + anfn ∈ A לינארי óצירו
היא ,X קומפקטי מרחב כל על רציפה f Îש ïמכיוו :|f | ∈ A íג f ∈ A שלכל נראה תחילה
x 7→ |x| הנפוקציה שאת שהראינו נניח כלשהו. M עבור f : X → [−M,M ] כלומר חסומה,
íפולינו p íא אז זאת). נראה (מיד [−M,M ] בקטע íפולינומי עלÎידי שווה במידה לקרב ïנית

íמקבלי זה, בקטע ε > 0 עדÎכדי x 7→ |x| את שמקרב

supx∈X |p(f(x))− |f(x)|| ≤ supy∈[−M,M ] |p(y)− |y|| < ε

,f, g ∈ A íשא נקבל כמסקנה, .|f | ∈ A ïולכ ,ε > 0 לכל זה .|f | את מקרבת p◦f ∈ A כלומר,
.AÎב min(f, g) = 1

2 (|f + g| − |f − g|) ,max(f, g) = 1
2 (|f + g|+ |f − g|) íג אז

gx ≤ f + εÎש êכ gx ∈ A פונקציה קיימת ε > 0Îו x ∈ X ,f ∈ C(X) שלכל נראה שנית,
.gx(x) ≥ f(x)Îש êוכ (X כל (על

,hxy(x) = f(x) + ε
2 Îש êכ hxy ∈ A פונקציה קיימת x 6= y ∈ X לכל הבנייה:

x ïבי שמפרידה פונקציה של íמתאימי íמקדמי íע לינארי óצירו íלוקחי) hxy(y) = f(x)− ε
2

.(1 והפונקציה yÎל
(לפי .Uxy = {z ∈ X : hxy(z) < f(x) + ε} = (hxy − f)−1((−∞, ε)) קבוצה נגדיר
פתוחה. קבוצה של רציפה פונקציה עלÎידי הפוכה תמונה פתוחה: קבוצה זו (.x, y ∈ Uxy ההגדרה,
.Uxy1 , . . . , Uxyn סופי תתÎכיסוי לו נוציא .X של פתוח כיסוי {Uxy}y∈X\{x}Îש לב íנשי

íמתקיי מהבנייה .A 3 gx = min(hxy1(x), . . . , hxyn
(x)) נגדיר

f(x) + ε ≥ gx(x) = min(hxy1(x), . . . , hxyn
(x)) = f(x) + ε

2 ≥ f(x)

,z 6= x לכל ïוכ

gx(z) = min(hxy1(z), . . . , hxyn
(z)) ≤ hxyi

(z) < f(x) + ε

.z ∈ Uxyi עבורו iÎל Uxyi הגדרת לפי
.X כל על f ≤ g ≤ f + εÎש êכ g ∈ A קיימת ε > 0Îו f ∈ C(X) שלכל נראה ,óלבסו
הפתוחה הקבוצה Vx ⊆ X תהא ,x ∈ X לכל .(x 7→ |x| íע החלק (מלבד ההוכחה את íיסיי זה
את מכילה Vx לעיל. שהגדרנו הפונקציה gx כאשר Vx = {z : gx(z) > f(x)} עלÎידי המוגדרת
של סופי תתÎכיסוי נוציא .X של פתוח כיסוי {Vx}x∈X ïלכ .gx(x) = f(x) + ε

2 > f(x) כי x

ïומכיוו ,X כל על ïולכ Vxi
כל על g > f אז .g = max(gx1 , . . . , gxn

) ונגדיר Vx1 , . . . , Vxn

הנדרש. את מקיימת g כלומר ,X כל על g < f + ε íג ,X כל על gx < f + εÎש
זאת לבדוק מספיק .[−M,M ]Îב íפולינומי עלÎידי x 7→ |x| את לקרב שאפשר נוכיח ,íלסיו

(תרגיל). [−1, 1]Îב

|x| =
√

x2 =
√

1 + (x2 − 1) =
∑∞

k=0

( 1
2
k

)
(x2 − 1)k

נשלט הוא כי [−1, 1] על שווה במידה מתכנס זה טור .(ïניוטו של íהבינו לפי חזקות לטור (פיתוח
íשהפולינו êכ N íקיי ε > 0 לכל כלומר, :

∑( 1
2
k

)
= (1 + 1)

1
2 =

√
2 המתכנס הטור עלÎידי

.ε עדÎכדי x 7→ |x| את מקרב
∑N

k=0

( 1
2
k

)
(x2 − 1)k
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אלגברית לטופולוגיה מבוא 3

שמורות 3.1

16.7.2008 íמרחבי ששני להראות קל כלל êבדר .íהומיאומורפיז עדÎכדי íטופולוגיי íמרחבי ïאיפיו הבעיה:

שלא. להראות קשה אבל ,íהומיאומורפיי
(שמורות). íאינווריאנטי להגדיר :ïהרעיו

שאינו המרחב של פרמטר או תכונה הוא טופולוגית) שמורה (או טופולוגי אינווריאנט הגדרה. טופולוגי אינווריאנט

.íהומיאומורפיז תחת משתנה

ועוד. מימד31 ההפרדה, תכונות קומפקטיות, מסילתית, קשירות קשירות, דוגמה.

שונה êער ïנות שהאינווריאנט ברגע :32íהומיאומורפיז טיפוסי ïבי להפריד אינווריאנטמאפשר
.íהומיאומורפיי íאינ íשה íיודעי ,íהמרחבי שני על

"חזק").33 (הוא íמרחבי הרבה ïבי מפריד אותו; לחשב קל מאינווריאנט: רצויות תכונות
íמרחבי ,íחוגי חבורות, אלגברי: אופי בעלי íאינווריאנטי íמגדירי אלגברית, בטופולוגיה

וכו'. íמודולי אלגברות, ,íוקטוריי
חבורות סדרת –X 7→ π1(X), π2(X), . . .) הומוטופיה חבורות :íהבסיסיי íהאינווריאנטי

.(Hi(X)Îב (שמסומנות הומולוגיה וחבורות ויותר) יותר מורכבות ונעשות שהולכות

היסודית החבורה ,π1(X) 3.2

לדוגמה: íשימושי – שנגדיר לפני

;íמרחבי ïבי להפריד יכולת .1

זאת הוכיח (גאוס מרוכב. שורש יש מרוכב íפולינו לכל האלגברה: של היסודי המשפט .2
אלגברית.) טופולוגיה של ïטיעו עלÎידי

נקודה כלומר שבת, נקודת יש רציפה f : Dn → Dn לכל בראוור: נקודתהשבתשל משפט .3
.f(x) = xÎש êכ x ∈ Dn

הומוטופיה 3.2.1

שקילות שהיא הומוטופית", ל"שקילות íאינווריאנטי אלגברית בטופולוגיה íהאינווריאנטי רוב
íאינ íשה óא בודדת, לנקודה הומוטופית Rnשקול (לדוגמה, íמהומיאומורפיז חלשה יותר הרבה

.(íהומיאומורפיי

זה. בקורס נגדיר שלא מושג 31זהו
.íההומיאומורפיז יחס תחת שקילות" "מחלקות ïמעי 32אינטואיטיבית,

מהתכונות יותר "חזק" מימד למשל, ,êכ יותר. גדול מרחב פני על íערכי ïשיית רצוי יותר, חזק יהיה שאינווריאנט 33כדי

.ïבה שעסקנו הבינאריות
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אלגברית לטופולוגיה מבוא הומוטופיה3 טיפוסי 3.3

f Îש נגיד רציפות. פונקציות שתי f, g : X → Y Îו íטופולוגיי íמרחבי Y Îו X יהיו הומוטופיההגדרה.

F (0, x) = f(x)Îש êכ F : [0, 1] × X → Y רציפה העתקה קיימת íא gÎל הומוטופית
34.gÎל f ïבי הומוטופיה נקראת כזו F .x ∈ X לכל F (1, x) = g(x)Îו

.C(X, Y ) על שקילות יחס היא הומוטופיה (קלה): 43 טענה

וזוהי ,F (t, x) = f(x) עלÎידי F : [0, 1] × X → Y נגדיר – f ∼ f רפלקסיביות: הוכחה.

הומוטופיה.
עלÎידי f Îל gÎמ הומוטופיה נגדיר ;gÎל f Îמ F הומוטופיה קיימת ,f ∼ g íא סימטריות:

.G(t, x) = F (1− t, x)

gÎל f Îמ הומוטופיה נגדיר ,hÎל gÎמ וGÎהומוטופיה gÎל f Îמ Fהומוטופיה íא טרנזיטיביות:
עלÎידי H : I ×X → Y

H(t, x) =

F (2t, x) 0 ≤ t ≤ 1
2

G(2t− 1, x) 1
2 ≤ t ≤ 1

רציפות פונקציות קיימות íא הומוטופית íשקולי íנקראי Y Îו X íטופולוגיי íמרחבי הגדרה. 21.7.2008

.g ◦ f ∼ idX ,f ◦ g ∼ idY Îש êכ g : Y → X ,f : X → Y

ברור; – וסימטרייה רפלקסיביות וטרנזיטיבית. סימטרית רפלקסיבית, הומוטופית שקילות
טרנזיטיביות: בשביל

.g ◦ f ∼ g′ ◦ f ′ אז הומוטופיות, g, g′ : Y → ZÎו הומוטופיות f, f ′ : X → Y íא :44 טענה

,F (1, x) = f ′(x) ,F (0, x) = f(x) – f ′Îל f ïבי ההומוטופיה F : I ×X → Y íא הוכחה.

K(t, x) = עלÎידי K : I × X → Z נגדיר ,(g G∼ g′ ïנסמ) g′Îל g ïבי ההומוטופיה GÎו
.g′ ◦ f ′Îל g ◦ f ïבי הומוטופיה זו :G(t, F (t, x))

,f ′◦f ∼ idX ,f◦f ′ ∼ idY פונקציות קיימות כלומר ,X ∼= Y ∼= Z בדיקתהטרנזיטיביות:
אז אבל .g′ ◦ g ∼ idY ,g ◦ g′ ∼ idZ

f ′ ◦ g′ ◦ g ◦ f = f ′ ◦ (g′ ◦ g) ◦ f ∼ f ′ ◦ idY ◦ f = f ′ ◦ f ∼ idX

דומה ïובאופ הומוטופיות), פונקציות שתי נותנת הומוטופיות פונקציות שתי על פונקציה (הרכבת
.X ∼= Z ïלכ .g ◦ f ◦ f ′ ◦ g′ ∼ idZ

הומוטופית. íשקולי בוודאי íה íהומיאומורפיי íה íטופולוגיי íמרחבי שני íא

הומוטופיה טיפוסי 3.3

ההומוטופית. השקילות יחס תחת שלו השקילות" "מחלקת הוא מרחב של ההומוטופיה טיפוס
35.óכי מאוד עליה שלענות מעניינת, מאוד בעיה זו הומוטופית שקילות כדי עד íמרחבי ïאיפיו

C(X, Y ) את íמציבי כאשר gÎל f ïבי המחבר C(X, Y )Îב óרצי מסלול היא הומוטופיה ,êבער שקול, ï34באופ

מדי.) באותה כללי לא זה ïלכ ;Y ועל X על נוספות הנחות להניח êצרי הטופולוגיה את להגדיר (כדי מתאימה. בטופולוגיה
.íמקו מכל ,íמסויימי í35לאנשי
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אחת. נקודה íע מרחב ביותר: הפשוט ההומוטופיה טיפס

ïבאופ .(contractible) õכווי נקרא אחת נקודה íע למרחב הומוטופית ששקול מרחב הגדרה. õכווי מרחב

.x0 ∈ X איזשהו עבור f ≡ x0 קבועה להעתקה הומוטופית idX íא õכווי הוא X מרחב שקול,

הזהות; פונקציית זו ,t = 0Îכש) F (t, x) = (1 − t)x :õכווי [0, 1] ;õכווי {0} דוגמה.

RnÎב קמורה36 קבוצה כל ;õכווי Rn ;õכווי R ∼= (0, 1) ;(0 הקבועה ההעתקה זו ,t = 1Îכש
כוויצה. היא

זאת.37 נוכיח לא – כוויצה לא n > 1Îל Sn זאת; נוכיח – כוויצה לא S1

שבת. נקודת יש f : Dn → Dn רציפה פונקציה לכל בראוור): של השבת (נקודת 45 משפט

בכל כי íמוכיחי בעזרתו השאר, ïבי ;íשימושי הרבה יש בראוור של השבת נקודת למשפט
נאש.38 שיוויÎמשקל יש íשחקני בשני משחק

של (retract) רטרקט נקראת r : X → A רציפה פונקציה ,A ⊆ XÎו טופולוגי מרחב X íא רטרקט

.r |A≡ idA íא A êלתו X

שקולות:39 הבאות הטענות :46 משפט

כוויצה; לא Sn−1 .1

;r : Dn → Sn−1 רטרקט íקיי לא .2

.íמימדי nÎב ïנכו בראוור משפט .3

כוויצה, ïכDn שSn−1Îכוויצה. ונראה r : Dn → Sn−1 נניחשקייíרטרקט ((2)⇐ (1)) הוכחה.
נגדיר .(F (t, x) = (1− t)x עלÎידי Fהמוגדרת : I×Dn → Dn ניקח (למשל, טריוויאלי ïבאופ
עבור ומקיימת רציפה היא .G(t, x) = r(F (t, x)) ∈ Dn עלÎידי G : I × Sn−1 → Sn−1

.G(1, x) = r(F (1, x)) ≡ r(0) ,G(0, x) = r(F (0, x)) = r(x) = x ,x ∈ Sn−1

íשקיי ונראה שבת נקודת ללא f : Dn → Dn רציפה פונקציה שקיימת נניח ((3)⇐ (2))
הציור: לפי r את נגדיר .r : Dn → Sn−1 רטרקט

בה. נקודות שתי כל ïבי המחבר הקטע את מכילה קמורה 36קבוצה
ההומולוגיה. תורת של קשה לא מסקנה 37זו

הבא. בסמסטר íהמשחקי בתורת יעביר רומיק שד"ר לקורס סמויה פרסומת צונזרה ï38כא
למדי. חיובית שהיא ,(3) לטענה שקולות (2)Îו (1) הכהÎשליליות הטענות ,ïמעניי ïבאופ 39בפרט,
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אלגברית לטופולוגיה מבוא הומוטופיה3 טיפוסי 3.3

.x ∈ Sn−1 לכל r(x) = x ומקיימת רציפה היא (.x לכל f(x) 6= x כי מוגדר (זה
עלÎידי f : Dn → Dn פונקציה נגדיר ,r : Dn → Sn−1 רטרקט ïבהינת ((2) ⇐ (3))
שבת. נקודת ïאי f Îל כלומר ,f(x) = −r(x) = −x 6= x ,x ∈ Sn−1 לכל אז .f(x) = −r(x)

íע Dn את נזהה תחילה, רטרקט. íקיי אז כוויצה הספירה íשא להראות êצרי ((1)⇐ (2))
40.Sn−1 מעל החרוט – I × Sn−1/{1} × Sn−1 המרחב

מכבדת זו העתקה .h(t, x) = (1−t)x hעלÎידי : I×Sn−1 → Dn העתקה נגדיר פורמלית,
êדר היאמתפקטרת ïולכ בודדת, לנקודה {1}×Sn−1 המזההאת I×Sn−1 על יחסהשקילות את
h : I×Sn−1/ ∼→ Dn קיימתהעתקה כלומר, .π : I×Sn−1 → I×Sn−1/ העתקתהמנה∽

.íהומיאומורפיז שהיא לבדוק קל .h = h ◦ πÎש êכ
להעתקה idSn−1 ïבי הומוטופיה F : [0, 1]× Sn−1 → Sn−1 תהי כוויצה, Sn−1 íא כעת,
שהגדרנו, השקילות יחס את מכבדת F אז .x ∈ Sn−1 לכל F (1, x) = x0 כלומר ,x0 קבועה
F : העתקה קיימת כלומר ,π êדר מתפקטרת היא íג ïולכ לנקודה, {1} × Sn−1 את שמזהה

.F = F ◦ πÎש êכ I × Sn−1/ ∼→ Sn−1

íמתקייx ∈ Sn−1 ולכל רציפה, – r(x) = F (h−1(x)) עלÎידי r : Dn → Sn−1 נגדיר כעת
.r(x) = F (0, x) = x

היסודית החבורה 3.3.1

במרחב. "íחורי" למדוד ïניסיו – היסודית החבורה 23.7.2008

êכ Φ : [0, 1] → X רציפה העתקה היא x0Îב בסיס íע X טופולוגי במרחב לולאה הגדרה.

(.Φ(1, 0) = x0Îש êכ Φ : S1 → X רציפה העתקה זו שקול, ïבאופ) .ϕ(0) = ϕ(1) = x0Îש
.Φ : (I, 0) → (X, x0) ïנסמ

של ïנקראותהומוטופיות(במובx0 ∈ XÎב בסיס íעΦ,Φ′ : (I, 0) → (X, x0)לולאות שתי
F (1, s) = Φ′(s) ,F (0, s) = Φ(s)Îש êכ Fרציפה : I×I → X קיימת íא בסיס) íע לולאות

.t ∈ [0, 1] לכל F (t, 0) = F (t, 1) = x0 ïוכ s ∈ [0, 1] לכל

אותה ;(C(I,X) של (תתÎמרחב x0Îב בסיס íע XÎב הלולאות מרחב על שקילות יחס זה
.íקוד כמו הוכחה

המקיימת · : G×G → G כפל פעולת íע יחד G קבוצה היא (group) חבורה (תזכורת). הגדרה

e ∈ G נייטרלי: איבר íקיו (ב) ;a, b, c ∈ G לכל (a · b) · c = a · (b · c) אסוציאטיביות: (א)
êכ b ∈ G איבר íקיי a ∈ G לכל הפכי: איבר íקיו (ג) ;a · e = e · a = a ,a ∈ G שלכל êכ

יחידות). להראות (קל b = a−1 íמסמני .a · b = b · a = eÎש

אלה הכפל. פעולת íע חבורה –R+ = (0,∞) החיבור; פעולת íע חבורות –Q ,R ,Z דוגמה.

.a · b = b · a מקיימות כלומר (אבליות), קומוטטיביות חבורות

.X מעל החרוט נקרא I ×X/{1} ×X אז טופולוגי, מרחב X íא כללי, ï40באופ
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ההרכבה: פעולת íע כלשהי, קבוצה X כאשר f : X → X ההפיכות הפונקציות דוגמה.

קומוטטיבית. חבורה אינה זו .f · g = f ◦ g

חבורה אינה זו íג מטריצות. כפל íע ,F שדה מעל הפיכות n × n מסדר מטריצות דוגמה.

קומוטטיבית.

על שומרת Φ íא íהומומורפיז תיקרא Φ : G → H העתקה אז חבורות, HÎו G íא הגדרה.

.a, b ∈ G לכל Φ(a · b) = Φ(a) · Φ(b) כלומר הכפל, פעולת
.íהומומורפיז והיא (כפונקציה) הפיכה היא íא íאיזומורפיז היא Φ : G → H

של ההומוטופיה מחלקות óאוס היא x0Îב בסיס íע X של היסודית החבורה (חשובה). הגדרה היסודית החבורה

בלבד!) קבוצה זו (כרגע .π1(X, x0) = π(X, x0)Îב ïתסומ היא .x0Îב בסיס íע לולאות

לולאות שתי Φ1,Φ2 : (I, 0) → (X, x0) íא :π(X, x0) על חבורה של מבנה להגדיר ננסה
עלÎידי Ψ : (I, 0) → (X, x0) חדשה מבוססת לולאה נגדיר ,x0Îב בסיס íע

Ψ(s) =

Φ1(2s) 0 ≤ s ≤ 1
2

Φ2(2s− 1) 1
2 ≤ s ≤ 1

ההומוטופיה, מחלקות עבור אבל בחבורה, הכפל מתנאי אחד óמקיימתא איננה íאמנ זו פעולה
.[Φ1] · [Φ2] = [Ψ] נגדיר

ההומוטופיה. במחלקות רק אלא íבנציגי תלויה אינה היטב: מוגדרת הכפל פעולת (1) :47 28.7.2008טענה

.π1(X, x0) על חבורה של מבנה מגדיר זה (2)

כנ"ל, b ∼ b′Îו x0Îב בסיס íע הומוטופיות לולאות שתי a ∼ a′ íשא להראות êצרי (1) הוכחה.
.a′ · b′Îל שמתאימה Ψ′Îל הומוטופית a · bÎל שמתאימה Ψ אז

H : I × I → X נגדיר ,b′Îל b ïבי הומוטופיה GÎו a′Îל a ïבי הומוטופיה F íא פורמלית,
עלÎידי

H(t, s) =

F (t, 2s) 0 ≤ s ≤ 1
2

G(t, 2s− 1) 1
2 ≤ s ≤ 1

.a′ · b′Îל a · b ïבי הומוטופיה היא HÎש לראות קל
.([a] · [b]) · [c] = [a] · ([b] · [c]) להראות êצרי אסוציאטיביות: (2)

.[a] · [e] = [e] · [a] = [a] להראות êצרי .x0 הקבועה הלולאה את eÎב ïנסמ נייטרלי: איבר
נגדיר פורמלית,

F (t, s0) =

a( s
1
2 (1−t)+t)

0 ≤ s ≤ 1
2

x0 otherwise
.

êההפו המסלול את נגדיר .[a] · [a]−1 = [e]Îש êכ [a]−1 למצוא êצרי הפכי: איבר íקיו
.a−1(s) = a(1− s)
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אלגברית לטופולוגיה מבוא 3S1 של היסודית החבורה 3.4

π1 של תכונות 3.3.2
קשיר XÎש נניח בדרÎêכלל ïלכ ;x0 של המסילתית הקשירות ברכיב רק תלויה π1(X, x0) .1

מסילתית.

למעשה .x0 הבסיס בנקודת תלויה π(X, x0)Îש נדמה אז מסילתית, קשיר XÎש נניח íא .2
– כי ,ïנכו לא זה

J : π(X, x0) → π(X, x1)íאיזומורפיז íקיי אז אחרת, בסיס נקודת x1 íא :48 טענה

[Φ] = [Ψ] · [J(Φ)] · ⇐⇒ J([Φ]) = [Ψ]−1 · [Φ] · [Ψ] = [Ψ−1 ·Φ ·Ψ] עלÎידי ïהנתו
כתרגיל.) – íשהומומורפיז (בדיקה .[Ψ−1]

.π(X, x0) íבמקו π(X) ïנסמ íלפעמי מסילתית, קשיר X íא כמסקנה, הערה:

טופולוגי. אינווריאנט ובפרט הומוטופית, שקילות תחת אינווריאנט הוא π(X) .3

חבורות של íהומומורפיז מגדירה f אז רציפה, f : X → Y íא כללי, יותר ïבאופ הוכחה.

.f∗([Φ]) = [f ◦ Φ] עלÎידי המוגדר ,y0 = f(x0) ,f∗ = π(X, x0) → π(Y, y0)

אז ,g : Y → Z ,f : X → Y íשא íומתקיי íהומומורפיז זה היטב, מוגדר זה כתרגיל:
היא X 7→ π(X) ההתאמה (כלומר, .(idX)∗ = idπ(X,x0) íוג ,(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗

פונקטור.41)
כלומר ,X

H≡ Y íא מיידית: נובעת íמרחבי של הומוטופית לשקילות האינווריאנטיות
אז ,f ◦ g ∼ idY Îו g ◦ f ∼ idX Îש êכ g : Y → XÎו f : X → Y קיימות
זה íהפכיי íהומומורפיזמי g∗ : π(Y, y0) → π(X, x0) ,f∗ : π(X, x0) → π(Y, y0)

.f∗ ◦g∗ = idπ(Y ) ïוכ ,g∗ ◦f∗ = (g ◦f)∗ = (idX)∗ = idπ(X,x1)
∼= idπ(X,x0) לזה.

.π(X) ∼= {0} טריוויאלית יסודית חבורה יש X õכווי למרחב :3Îמ מסקנה .4

.(simply connected) פשוטÎקשר נקרא טריוויאלית יסודית חבורה íע מרחב הגדרה.

בו לולאה ("כל קבועה ללולאה הומוטופית בו לולאה כל íא פשוטÎקשר הוא מרחב כלומר,
לנקודה"). õלכוו ïנית

.(n ≥ 2 ,Sn (למשל, õכווי הוא קשר פשוט מרחב כל לא êא קשר, פשוט הוא õכווי מרחב כל

S1 של היסודית החבורה 3.4

.π(S1) ∼= Z משפט: להוכיח – המטרה
D2 של רטרקט אינו S1Îש íג הוכחנו, שכבר מה לפי ,ïולכ ,õכווי אינו S′Îש יוכיח זה בפרט,

.íמימדי 2Îבש ïנכו בראוור ושמשפט

סגור), דווקא (לאו óרצי מסלול Φ : [0, 1] → S1 íא הראשונה): (lifting) (ההרמה 49 למה

Φ(t) = המקיימת פונקציה כלומר ,Φ עבור Φ : [0, 1] → R רציפה זוית פונקציית קיימת אז
Φ(0) את íקובעי íא כלומר ,0 ïבזמ הזוית בחירת עדÎכדי יחידה Φ .t לכל (cos Φ(t), sinΦ(t))

.íפע óא זה על נלמד שלא עבורנו מקווה רומיק 41ד"ר
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k ∈ Z איזשהו Φ(t)+2πkעבור מהצורה היא אחרת זוית פונקציית כל ואז ,t לכל Φ(t)נקבע אז
קבוע.

R

s 7→(cos s,sin s)

��
[0, 1]

Φ

<<z
z

z
z

Φ
// S1

רציפה פונקציה Φ1(t)−Φ2(t)
2π אז Φכנ"ל, של הרמות Φ1וΦ2Îשתי íא היחידות: ראשית, 30.7.2008הוכחה.

קבועה. ïלכ ,íשלמי íערכי המקבלת I על
פתוחה סביבה קיימת t ∈ I לכל כלומר, מקומי: ïבאופ זוית פונקציית לבנות אפשר :íקיו
(מספיק p ◦ ΦU = Φ |U המקיימת ΦU : U → R זוית פונקציית שקיימת êכ t ∈ U ⊆ [0, 1]

.(Φ(t) סביב 180◦ זוית בעלת בגזרה מוכלת Φ(U)Îש êכ t של U סביבה לקחת
.t∗ = sup{t ∈ [0, 1] : Φ |[0,t] Îל הרמה לבנות ïנית} נגדיר כעת

êכ t∗ ∈ (a, b) ⊆ I סביבה קיימת ,t∗ < 1íא .t∗ = 1Îש נוכיח .t∗ > 0 למעלה, ההערה לפי
זוית פונקציית קיימת ,t∗ הגדרת לפי ,a < a′ < t∗ איזשהו עבור .Φ |(a,b) על זוית פונקציית שיש
מהוכחת שיקול אותו לפי ïולכ ,a′ על יסכימו אלו זוית פונקציות ששתי לסדר אפשר .Φ |(a,a′)Îל
שתי הדבקת עלÎידי [0, b] על זוית פונקציית להגדיר אפשר ïלכ .(a, a′) על מסכימות היחידות,

.t∗ < 1Îש להנחה בסתירה הפונקציות,
íע אותה נדביק ושוב ,Φ(1−ε,1] מקומי: ïבאופ זוית פונקציית לבנות ïנית íג t = 1 סביב
.ΦÎל הרמה ונקבל (óהמשות ההגדרה íבתחו שיתלכדו íשמסדרי (אחרי Φ[0,1− ε

2 ] זוית פונקציית

שלה. זוית פונקציית Φ : I → R תהי בסיס, íע לולאה Φ : (I, 0) → (S′, x0) íא 28.7.2008הגדרה.

תלוי לא (זה .Φ של האינדקס או הדרגה שייקרא íשל מספר הוא deg(Φ) = Φ(1)−Φ(0)
2π המספר

הזוית.) פונקציית בבחירת

אפשר כלומר בסיס), íע (ללולאות Φ של ההומוטופיה במחלקת רק תלויה deg(Φ) :50 30.7.2008טענה

.deg([Φ]) לכתוב

הבאה: מהלמה נובע זה

אז ,Φ1
F∼ Φ2 הומוטופיות ïוה Φ1,Φ2 : (I, 0) → (S′, x0) íא השנייה): (ההרמה 51 למה

.Φ2Îל Φ1 ïבי F ההומוטופיה העתקת של הרמה יש Φ1 של Φ1 : (I, 0) → R הרמה לכל

.êכÎאחר הוכחה.

.π(S1) ∼= Z :52 משפט

חבורות. איזומורפיזíשל נראהשהיא .deg : π1(S1, x0) → Zהיאהעתקהdeg הדרגה הוכחה.

כי ,íהומומורפיז שהיא לראות קל
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deg(Φ1 · Φ2) = (Φ1·Φ2)(1)−(Φ1·Φ2)(0)
2π

= (Φ1(1)−Φ1(0))+(Φ2(1)−Φ2(0))
2π

= deg(Φ1) + deg(Φ2)

היא t 7→ (cos(2πkt + α0), sin(2πkt + α0)) הלולאה אז k ∈ Z íא כי ,Z על העתקה זו
.k דרגה íע

íמתקיי ïשעבור לולאות Φ2Îו Φ1 íא כלומר, ערכית. חדÎחד פונקציה degÎש להראות נותר
אותה íע Φ2 של הרמה Φ2 ותהי Φ של הרמה Φ1 תהי .Φ1 ∼ Φ2 אז ,deg(Φ1) = deg(ϕ2)

íשג נובע ,deg(Φ1) = deg(Φ2)Îש ההנחה לפי .Φ1Îל כמו Φ2(0) = Φ1(0) התחלה נקודת
השומרת Φ2 ,Φ1 ïבי F : I × I → R הומוטופיה נבנה זהות. Φ1(1) = Φ2(1) íהסיו נקודת
לינארית) (אינטרפולציה F (t, s) = (1 − t)Φ1(s) + tΦ2(s) שנגדיר עלÎידי הקצה נקודות על
כלומר מבוססות, לולאות של (הומוטופיה Φ2Îל Φ1 ïבי הומוטופיה F אז .F = p ◦ F ונגדיר

.(t לכל F (t, 1) = Φ1(1) ,F (t, 0) = Φ1(0) כי ïנכו זה – t לכל F (t, 0) = F (t, 1) = x0

.(D2Îב) íמימדי בשני בראוור של השבת נקודת משפט :53 מסקנה 4.8.2008

.n 6= 2 לכל RnÎל הומיאומורפי לא R2 :54 מסקנה

,Sn−1Îל הומוטופית Rnשקל \{point} ובפרט ,S1Îל הומוטופית R2שקול \{point} הוכחה.

קשר. פשוט ïולכ

39


