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ההסתברות תורת 1

ההסתברות תורת 1

הסתברות מרחבי 1.1

íא (ב) ;Ω ∈ F (א) המקיימת Ω של תתֿקבוצות של F קבוצה היא Ω על σֿאלגברה1 σֿאלגברההגדרה. 21.1.2008⋃∞
i=1 Ai ∈ F אינסופית), או (סופית A1, A2, . . . ∈ F סדרה לכל (ג) ;Ω \ A ∈ F אז A ∈ F

.(n עד (או

.
⋂

i Ai ∈ Fֿו ∅ ∈ F כי נובע מהתכונות

σֿאלגברה. íג
⋂

α Fα σֿאלגברות, של {Fα} משפחה לכל :1 טענה

,A את המכילה המינימלית הσֿֿאלגברה או ,A משפחה עלֿידי המיוצרת הσֿֿאלגברה הגדרה.
2.
⋂
{A את המכילות {σֿאלג' היא ,Ω של תתיֿקבוצות של

הפתוחות. הקבוצות כל את שמכילה המינימלית הσֿֿאלגברה היא בורל σֿאלגברת דוגמה.
טופולוגי.) מרחב בכל (מוגדרת

êכ 3Ω על σֿאלגברה F על איֿשלילית פונקציה היא הסתברות) מידת (או P הסתברות הסתברותהגדרה. מידת

לכל Ai ∩ Aj = ∅ כלומר זרות, A1, . . . ∈ F íא – σֿאדיטיביות ומתקיימת P (Ω) = ש1ֿ
.P (

⋃∞
i=1 Ai) =

∑∞
i=1 P (Ai) אז ,i 6= j

ω נקודות של קבוצה –íמדג Ωהיאמרחב כאשר (Ω,F , P ) שלשה הסתברותהוא מרחב הסתברותהגדרה. מרחב

הסתברות. היא P וֿ (מאורעות) Ωֿמ תתיֿקבוצות של σֿאלגברה היא F ,(íאלמנטריי (מאורעות

íמסתמכי אנו ,Leb להגדרת ;[0, 1] על בורל σֿאלגברת B כאשר ([0, 1],B, Leb) דוגמה.
4.Leb[a, b] = b− aֿש êכ B על Leb יחידה הסתברות קיימת המידה: מתורת תוצאה על

.({x} =
⋂

(x− 1
n , x + 1

n )) Leb({x}) = 0 íמתקיי

המכילה המינימלית הσֿֿאלגברה היא F ;Ω = {(α0, α1, . . .) | αi ∈ {0, 1}} דוגמה.
íמגדירי כאשר ,n לכל Ca0,...,an הגליליות הקבוצות כל את

Ca0,...,an = {α = (α0, α1, . . .) | ∀i = 0, 1, . . . , n αi = ai}
íשמתקיי êכ F על המוגדרת P הסתברות ויחידה קיימת המידה: מתורת תוצאה

5.p0 + p1 = 1 ,p0, p1 ≥ 0 זוג לכל P (Ca0,...,an) =
∏n

i=0 pai

בקטע íמספרי של בינארי ייצוג כעל הסדרות על נסתכל íא ,p0 = p1 = 1
2 עבור בפרט,

לבג. מידת íע מתלכדת P 6,[0, 1]

σֿשדה. íג 1נקראת
.Ω של תתֿהקבוצות כל את שמכילה זו – קיימת כזו אחת σֿאלגברה לפחות כי êכ להגדיר ï2נית

.Ω של תתֿהקבוצות כל על מוגדרת בהכרח לא P 3

.Bֿב ïולכ [a, b] =
T

n(a− 1
n

, b + 1
n

) ïשכ íסגורי íקטעי הסתברות על לדבר ï4נית
.ai = 1 או ai = 0 ïשכ ,p1 או p0 הוא במכפלה íמהגורמי אחד 5כל

íמספרי של בïֿמניה מספר רק יש אבל – 0.0100 . . . = 0.0011 . . . למשל, – ערכית חדֿחד התאמה ïאי í6אמנ

בעיה. ïאי אז ,(Q) כאלה
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מותנית הסתברות ההסתברות1.2 תורת 1

מותנית הסתברות 1.2

– P (A|B) = P (A∩B)
P (B) נגדיר ,P (B) > ש0ֿ êכ B ∈ F עבור ,(Ω,F , P ) הסתברות במרחב מותנית הסתברות

7.B ïבהינת A של ההסתברות
נקבל ,FB = {C ∈ F | C ⊆ B} = {C ∩B | C ∈ F}ֿוPB(A) = P (A|B) נגדיר íא

הסתברות. מרחב (B,FB , PB)ֿש

,P (A|B) = P (A)ֿו P (B) > 0 íא או P (B) = 0 íא íבלתיֿתלוייB ,A מאורעות הגדרה.
.P (A ∩B) = P (A)P (B) כלומר

ההגדרה: את נכליל

.P (A1 ∩ . . . ∩An) =
∏n

i=1 P (Ai) íא íבלתיֿתלויי íה A1, . . . , An מאורעות הגדרה. איֿתלות

בלתיֿתלויה: היא סופית תתֿמשפחה כל íאíבלתיֿתלויי íהA1, A2, . . מאורעות. (óאינסו)
.(ij 6= ik) P (Ai1 ∩ . . . ∩Ain

) =
∏n

j=1 P (Aij
)

משלוש אחת כל ונצבע טטרהדר ניקח מאיֿתלות). ממש חלשה בזוגות (איֿתלות דוגמה
:íהצבעי שלושת בכל הבסיס ואת {R,W,B} ïמבי בודד בצבע מפאותיו

,P (RW ) = P (RB) = P (WB) = 1
4 וֿ P (R) = P (W ) = P (B) = 1

2 הוגנת, בהטלה
.íזרי íאינ המאורעות ïולכ ,P (RWB) = 1

4 אבל בזוגות; íזרי המאורעות ïולכ

השלמה ההסתברות נוסחת 1.3

אז 8.
⋃n

i=1 Ai = Ωֿו P (Ai) > 0 ,íזרי Ai כאשר A1, . . . , An, B ∈ F השלמה ההסתברות נוסחת

P (B) =
n∑

i=1

P (B ∩Ai) =
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai)

בייס נוסחת 1.4

:P (B) > ו0ֿ כדלעיל íבתנאי בייס נוסחת

P (Ai|B) =
P (B ∩Ai)

P (B)
=

P (B|Ai)P (Ai)∑n
j=1 P (B|Aj)P (Aj)

P (B) = P (A) + P (B \ A) ïולכ B = A ∪ (B \ A) כי ,P (A) ≤ P (B) íמתקיי A ⊆ B שלכל 7נעיר

.P (B \A) ≥ 0 כאשר
.B את שמכיל לדרוש מספיק 8למעשה,
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ההסתברות תורת בייס1 נוסחת 1.4

מייצר מפעל כל נורות כמה íיודעי אנחנו נורות.9 íשמייצרי חרושת בתי n íנתוני דוגמה.
בית מאיזה לדעת íרוצי ואנו פגומה, תהיה íמסויי מפעל שמייצר שנורה êלכ ההסתברות ומה

עליה). כתובת (ללא שקיבלנו פגומה נורה הגיעה חרושת
– B ,i מספר החרושת בבית יוצרה שהנורה המאורע – Ai ïנסמ :íמתמטיי íבמונחי
íלש .P (Ai|B)ֿב íמעונייני ואנו P (Ai)ֿו P (B|Ai) לנו íידועי פגומה. שהנורה המאורע

ההתניה. את êלהפו מאפשרת íשבעצ בייס, בנוסחת להיעזר נוכל ,êכ

ש"ח 1 משחק בכל לקבל יכול מהמר .(gambler’s ruin - ההתרוששות (בעיית דוגמה
כאשר פשוט, מקרי êבהילו מדובר (למעשה, .q = 1 − p בהסתברות ולהפסיד p בהסתברות
כאשר .k התחלתי íסכו íע מגיע המהמר הישר.) על מיקומו עלֿידי מיוצג המהמר של עושרו
של לחנות êוהול לשחק מפסיק ישר ,N לֿ מגיע כאשר ;íפני בבושת מהמשחק יוצא ל0ֿ, מגיע

הקאדילק.
.pk נסמנה .k התחלתי íסכו ïבהינת להתרוששות ההסתברות את לחשב íמעונייני אנו

.n ïבזמ המקרי êהמהל מצב את Xnֿוב התרושש המהמר בו המאורע את Bֿב ïנסמ
pk = P (B|X0 = k)

= P (B|X0 = k,X1 = k + 1)P (X1 = k + 1|X0 = k)+

+P (B|X0 = k,X1 = k − 1)P (X1 = k − 1|X0 = k)

= pk+1p + pk−1q

לידיעתהעבר משמעות ïאי תכונתמרקוב: ïשמתקיימתכאêכ על הסתמכנו ïהאחרו מרקובבמעבר תכונת

.pN = 0 ,p0 = 1íה השפה תנאי כי נעיר .(X1 = k±1) נוכחי מצב íיודעי כאשר (X0 = k)
,pk = pk+1p + pk−1(1 − p)ֿו (íהסכו (פירוק pk = pkp + pk(1 − p) כי íיודעי אנו

íאגפי והעברת הצבה עלֿידי נקבל ,(íטריוויאליי אלו íמקרי) p 6= 0, 1 בהנחת ,êולפיכ
0 = (pk+1 − pk)p + (pk−1 − pk)(1− p)

pk+1 − pk = 1−p
p (pk − pk−1)

.pk+1 − pk = (1−p
p )k(p1 − 1) נקבל נסיגה, ועלֿידי

íסכו בנוסחת ניעזר ,p 6= 1
2 עבור .íלמקרי נפריד הנסיגה, נוסחת את להתיר עלֿמנת 24.1.2008

הנדסית.10 סדרה

pk − p0 =
k−1∑
i=0

(pi+1 − pi) = (p1 − 1)
( 1−p

p )k − 1

( 1−p
p )− 1

.pk = 1 + (p1 − 1)
( 1−p

p )k−1

( 1−p
p )−1

כלומר
:k = N נציב ,êכ íלש .p1 את למצוא נותר

אירופה במזרח אבל ,íימי כמה אחרי שמתפוצצות ,ïמסי נורות íמייבאי õבאר ;íנפוצי די כאלו חרושת בתי 9למעשה,

כאלה. íמפעלי íג יש

מוגדרת. איננה והנוסחה 1− 1
2

1
2

= 1 היא המנה ,p = 1
2
10עבור
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íמקריי íמשתני 2

0 = 1 + (p1 − 1)
( 1−p

p )N−1

( 1−p
p )−1

p1 − 1 = − ( 1−p
p )−1

( 1−p
p )N−1

ובסêֿהכול,

pk = 1−
( 1−p

p )− 1

( 1−p
p )N − 1

=
( 1−p

p )N − ( 1−p
p )k

( 1−p
p )N − 1

pk+1−pk = כי íמתקיי ïולכ (1−p)(pk−pk−1) = p(pk+1−pk) נקבל ,p = 1
2 עבור

ושוב, .pk+1 − pk = p1 − p0 = p1 − 1 ואז pk − pk−1

pk − 1 =
k−1∑
i=1

(pi+1 − pi) = k(p1 − 1)

,p = 1
2 כאשר ïולכ ,p1 − 1 = − 1

N ïולכ 0 = 1 + N(p1 − 1) ונקבל k = N נציב

pk = 1 + k(p1 − 1) = 1− k

N

íמקריי íמשתני 2

הגדרה 2.1

שלכל êכ X : Ω → R העתקה זאת X מקרי משתנה הסתברות. מרחב (Ω,F , P ) יהי הגדרה. מקרי משתנה

.{ω | X(ω) ≤ a} ∈ F ,a ∈ R

(פונקציה 12.X−1(B) = {ω | X(ω) ∈ B} ∈ F íמתקיי בורל11 קבוצת B לכל :2 טענה
מדידה.) פונקציה נקראת זו תכונה המקיימת

היא X מקרי משתנה של ההתפלגות פונקציית הגדרה. התפלגות פונקציית

FX(x) = P{X ≤ x} = P{ω | X(ω) ≤ x}
13:FX תכונות

עולה; מונוטונית FX(x) .1
limx→∞ FX(x) = 1 .2

.
⋃

n{ω | X(ω) ≤ n} = Ω מσֿֿאדיטיביות: נובע הוכחה.

limx→−∞ FX(x) = 0 .3

.
⋂

n{ω | X(ω) ≤ n} = ∅ הוכחה.

.ïמימי רציפה FX .4

.R על ,ïכא – בורל בσֿֿאלגברת איבר היא íא בורל קבוצת תיקרא B11

בורל. קבוצות בפרט ïשה ,B = (−∞, a] מהצורה קבוצות עבור זאת דרשנו 12בהגדרה
אז מאורעות, An ↘ A או ,

S
An = Aֿו An+1 ⊇ An כלומר ,An ↗ A íשא êכ על íמסתמכי אנו 13בהוכחות

בדוק! – מσֿֿאדיטיביות נובע limn→∞ P (An) = P (A)
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íמקריי íמשתני איֿתלות2 2.2

limy→x+ FX(y) = limn→∞ FX(x + 1
n )

= P{
⋂∞

n=1{X ≤ x + 1
n}}

= P{X ≤ x} = FX(x)

הוכחה.

(בלי התפלגות פונקציית נקראת לעיל התכונות את שמקיימת F ממשית פונקציה כל הגדרה.
.(íמסויי מקרי למשתנה התייחסות

êכ X מקרי ומשתנה (Ω,F , P ) הסתברות מרחב íקיי F התפלגות פונקציית לכל :3 משפט
.X של ההתפלגות פונקציית היא F שֿ

טענות: משתי נובע הוכחה.

בורל σֿאלגברת על מוגדרת P הסתברות קיימת אזי התפלגות. פונקציית F תהי :1.3 למה
.P ((a, b]) = F (b)− F (a)ֿש êכ R על

המידה. בתורת הוכחה.

שלו. ההתפלגות פונקציית היא F שֿ êכ 14(R,B, P ) על מקרי משתנה íקיי :2.3 למה

(שהרי P{x | X(x) ≤ b} = P (−∞, b] = F (b) אז .X(x) = x נגדיר הוכחה.
.(F (−∞) = 0

איֿתלות 2.2

íמתקיי a1, . . . , an לכל íא íבלתיֿתלויי íנקראי íמקריי íמשתני X1, . . . , Xn איֿתלותהגדרה. 28.1.2008

.P{X1 ≤ a1, . . . , Xn ≤ an} =
∏n

i=1 P{Xi ≤ ai}

íמתקיי B1, . . . , Bn ⊆ R בורל קבוצות óאוס לכל í"íא íבלתיֿתלויי X1, . . . , Xn :4 טענה
(כתרגיל.) .P{X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn} =

∏n
i=1 P{Xi ∈ Bi}

íה íא íבלתיֿתלויי íה X1, X2, . . . íמקריי íמשתני óאינסו של שסדרה נאמר הגדרה.
סופית. סדרה לכל íבלתיֿתלויי

בזוגות.15 מאיֿתלות ממש חזקה X1, . . . , Xn íמקריי íמשתני סדרת של איֿתלות

התפלגות íע íמקריי íמשתני Y וֿ X יהיו :íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני נבנה דוגמה.
,X̃(ω1, ω2) = X(ω1) ונגדיר íהמדג מרחב כעל Ω × Ω על נסתכל .(Ω,F , P ) על נתונה
נגדיר 16.(A1, A2 ∈ F ) P̃ (A1 × A2) = P (A1)P (A2) נגדיר .Ỹ (ω1, ω2) = Y (ω2)

.A1, A2 ∈ F A1×A2עבור F×Fלהיותהσֿֿאלגברההמינימליתהמכילהאתכלהמכפלות

הקודמת. מהלמה P בורל, σֿאלגברת B ï14כא
הגדרה (ראה ברנולי לפי íהמתפלגי íמקריי íלמשתני הסבה íע ,íמקוד הטטרהדר דוגמת עלֿידי זאת להראות 15אפשר

.(ïלהל
יחידה. והיא לעיל, התנאי את Fהמקיימת × F על המוגדרת P̃ הסתברות קיימת המידה, מתורת תוצאה 16עלֿפי
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בדידות התפלגויות 2.3íמקריי íמשתני 2

:íבלתיֿתלויי Ỹ וֿ X̃
P̃{X̃ ≤ a1, Ỹ ≤ a2} = P̃{{ω1 | X(ω1) ≤ a1} × {ω2 | Y (ω2) ≤ a2}}

= P{X ≤ a1}P{Y ≤ a2}
= P̃{X̃ ≤ a1}P̃{Ỹ ≤ a2}

אזי .íמקריי íמשתני X1, . . . , Xn ויהיו רציפה17 פונקציה g : Rn → R תהי :5 משפט
מקרי. משתנה הוא g(X1, . . . , Xn)

כאשר ,{g(X1, . . . , Xn) ∈ B} ∈ Fֿש לבדוק êצרי ההסתברות. מרחב (Ω,F , P ) יהי הוכחה.
להוכיח êצרי פתוחה. קבוצה B תהי פתוחה.18 קבוצה B

{ω | g(X1(ω), . . . , Xn(ω)) ∈ B} = {ω | (X1(ω), . . . , Xn(ω)) ∈ g−1B} ∈ F

.{(X1, . . . , Xn) ∈ G} ∈ F ,G פתוחה קבוצה שלכל להוכיח מספיק ïלכ פתוחה, קבוצה g−1B

קופסה: G = A = (a1, b1)× . . . (an, bn) על íקוד נדבר

{(X1, . . . , Xn) ∈ A} = {Xi ∈ (ai, bi) ∀i = 1, . . . , n} =
n⋂

i=1

{Xi ∈ (ai, bi)} ∈ F

קופסאות קופסאות. של בïֿמניה איחוד היא פתוחה קבוצה כל המידה, מתורת תוצאה עלֿפי
.Fֿב נמצאות פתוחות קבוצות – ובפרט ,Fֿב נמצא ïשלה איחוד כל ïלכ ,Fֿב נמצאות

בדידות התפלגויות 2.3

íשוני íמספרי של סדרה קיימת íא בדידה התפלגות יש X מקרי שלמשתנה נאמר הגדרה. בדידה התפלגות

מנייה ïב מספר יש (כלומר, .1 = P{X ∈
⋃∞

i=1 xi} =
∑∞

i=1 P{X = xi}ֿש êכ x1, x2, . . .

אפשריות.) תוצאות של
fX(x) = ו0ֿ fX(xi) = P{X = xi} משקל: פונקציית עלֿידי התפלגות ïלאפיי אפשר

.FX(x) = P{X ≤ x} =
∑

i=xi≤x fX(xi) ;x /∈
⋃∞

i=1 xi לכל

ברנולי התפלגות 2.3.1

X כלומר, .fX(0) = q = 1 − p ,fX(1) = p íא ברנולי התפלגות בעל הוא X מקרי משתנה ברנולי התלפגות

.1− p בהסתברות 0 êהער ואת p בהסתברות 1 êהער את מקבל
בודד. בניסוי ïכישלו או הצלחה מתאר ברנולי לפי המתפלג מקרי משתנה

בינומית התפלגות 2.3.2

fX(k) = P{X = k} =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k íא בינומית התפלגות בעל הוא X מקרי משתנה בינומית התפלגות

(.
∑n

k=0 fX(k) = 1 íשמתקיי (ברור .k = 0, 1, . . . , n עבור

לפונקציה זו הגדרה ברוח ïאיפיו בורל. קבוצת הוא בורל קבוצת כל של המקור כלומר בורל, gֿש לדרוש מספיק 17למעשה,

פתוחה. קבוצה היא פתוחה קבוצה כל של המקור רציפה:
פתוחות. קבוצות עלֿידי לייצג ïנית בורל קבוצת כל כי מספיקה, דרישה 18זו
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íמקריי íמשתני בדידות2 התפלגויות 2.3

X1 + X2 + . . . + Xn אז ברנולי. íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני X1, . . . , Xn יהיו :6 טענה
בינומי. מקרי משתנה הוא

אנו .P{X1 = α1, . . . , Xn = αn} =
∏n

i=1 P{Xi = αi} = p
P

αiqn−
P

αi הוכחה.
– והשאר ,1 êהער את יקבלו n êמתו íֿיαi k כלומר, :

∑n
i=1 αi = k íבה íבמקרי íמעונייני

.P{X1 + . . . + Xn = k} =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k אז ;êכ לבחור íדרכי

(
n
k

)
יש .0

שלילית בינומית התפלגות 2.3.3

שלילית בינומית התפלגות עבור fX(k) =
(
n+k−1

k

)
(1− p)kpn íא שלילית בינומית התפלגות בעל הוא X מקרי משתנה

.k = 0, 1, 2, . . .

kֿה הנגזרת :(0 ≤ q < 1 ,q = 1 − p) (1 − q)−nֿל טיילור טור נכתוב התפלגות: זו
את נכפול .p−n = (1 − q)−n =

∑∞
k=0

(
n+k−1

k

)
qk אז ,n(n+1)···(n+k−1)

k! היא (q = (ב0ֿ
ïבאופ נוכל ,1 הוא íשהסכו ïמכיוו כעת, .1 =

∑∞
k=0

(
n+k−1

k

)
qkpn ונקבל pnֿב íהאגפי שני

.FX(x) =
∑

xi≤x fX(xi) נגדיר íא התפלגות êמכ לבנות פורמאלי
הצלחות n שלפני êלכ ההסתברות את מייצג שלילית בינומית התפלגות בעל מקרי משתנה
הצלחה יש óבסו :(1− p (בהסתברות איֿהצלחות k יהיו (p בהסתברות מתקבלת הצלחה (כאשר

כלשהו. ïבאופ הצלחות n− ו1ֿ איֿהצלחות k להציב יש המקומות n + k − 1 ובשאר אחת,

גיאומטרית התפלגות 2.3.4

גיאומטרית התפלגות (שאז n = 1 כאשר שלילית, בינומית התפלגות של פרטי מקרה היא גיאומטרית התפלגות
זו :k = 1, 2, . . . עבור P{X = k} = fX(k) = (1 − p)k−1p :((1 − q)−1 =

∑∞
k=0 qk

הראשונה. ההצלחה עד איֿהצלחות k − ל1ֿ ההסתברות
,Y = X1 + . . . + Xn לייצג אפשר .n מספר להצלחה עד ההצלחות אי מספר להיות Y נגדיר
עד איֿההצלחות כמספר íהמפולגי שוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני {Xi} כאשר

שלילית. בינומית התפלגות בעל הוא Y גיאומטרית). (דהיינו, הראשונה להצלחה

ïפואסו התפלגות 2.3.5

ïפואסו התפלגות ברור .P{X = k} = fX(k) = e−λ λk

k! íא ïפואסו התפלגות בעל הוא X מקרי משתנה
.
∑

λk

k! = eλ ïשכ ,1 הוא íשהסכו

P{Xn = k} =
(
n
k

)
pk

n(1− pn)n−k ,íבינומיי íמקריי íמשתני Xn יהיו :(ïפואסו) 7 משפט 4.2.2008

.P{Xn = k} n→∞→ λk

k! e
−λ אז .npn

n→∞→ λ כאשר

בתרגול. הוכחה.

êבער היא [ k
n t, (k+1)

n t] בקטע לשיחה ההסתברות ,[0, t] בקטע מגיעות ïטלפו שיחות λ íא
אחת משיחה יותר שמגיעה ההסתברות בלתיֿתלויות. ïה íזרי íבקטעי שמגיעות שיחות .λ t

n
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רציפות התפלגויות 2.4íמקריי íמשתני 2

P{X1 + . . .+Xn = k} היא [0, t] בקטע שיחות kֿל ההסתברות .o( t
n ) היא [ k

n t, k+1
n t] בקטע

התפלגות Xiבעלי כלומר, – Xiאחרת = 0 ,(λ t
n (בהסתברות i בקטע שיחה Xiכשיש = 1 כאשר

אז בינומי. מקרי משתנה X1 + . . . + Xn ïולכ ברנולי,

P{X1 + . . . + Xn = k} =
(

n

k

)
(λ

t

n
)k(1− λ

t

n
)n−k → (λt)k

k!
e−λt

מספיק זה אבל ,npn → λt ואז ,pn = λ t
n + o( t

n ) למעשה, ;npn → λt ,pn = λ t
n (כאשר

המשפט.) íשיתקיי כדי

רציפות התפלגויות 2.4

לא íע איֿשלילית f פונקציה קיימת íא רציפה התפלגות יש X מקרי שלמשתנה נאמר הגדרה. רציפה התפלגות

.FX(x) = P{X ≤ x} =
∫ x

−∞ f(y)dy íשמתקיי êכ איֿרציפות נקודות של סופי ממספר יותר
ההתפלגות. צפיפות נקראת f ההתפלגות צפיפות

אחידה התפלגות 2.4.1

היא b > a ,[a, b] קטע על האחידה ההתפלגות אחידה התפלגות

f(x) =

 1
b−a x ∈ [a, b]

0 x /∈ [a, b]

התפלגות íע נקודה לבחירת íמתכווני ''[a, b] בקטע באקראי נקודה ‘‘ניקח íכשאומרי
אחידה.

(Gauss) נורמלית התפלגות 2.4.2

,σ = 1 ,a = 0 עבור .f(x) = 1
σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 היא הנורמלית ההתפלגות ;íפרמטרי σ ,a נורמלית התפלגות

סטנדרטית. נורמלית התפלגות
. 1
σ
√

2π

∫∞
−∞ e−

(x−a)2

2σ2 dx = 1√
2π

∫∞
−∞ e−

y2

2 dy
?= 1 אז .x 7→ y = x−a

σ משתנה: óנחלי
נחשב זאת, להוכיח כדי

(
1√
2π

∫ ∞

−∞
e

x2
2 dx)(

1√
2π

∫ ∞

−∞
e

x2
2 dx) =

1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e

x2+y2

2 dxdy

.(x2 + y2 = r2 ואז ,y = r sinϕ ,x = r cos ϕ) פולאריות לקואורדינטות מעבר באמצעות

קושי התפלגות 2.4.3

כנדרש, ,íמתקיי .f(x) = 1
π(1+x2) היא קושי התפלגות קושי התפלגות

1
π

∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
=

1
π

arctanx |∞−∞=
1
π

(
π

2
+

π

2
) = 1
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íמקריי íמשתני 2íמקריי íוקטורי 2.5

מעריכית התפלגות 2.4.4

מעריכית התפלגות היא המעריכית ההתפלגות

f(x) =

λe−λx x ≥ 0

0 x < 0

.
∫∞
0

f(x)dx = 1 מתקבל .λ > 0 פרמטר íע

kֿל שההסתברות íקוד ראינו הראשונה: ïהטלפו לשיחת עד T ïהזמ את מייצגת ההתפלגות
שיחות ïאי (כלומר, k = 0 ועבור ,P{X = k} = (λt)k

k! e−λt היא [0, t] בקטע ïטלפו שיחות
.P{T ≤ t} =

∫ t

0
λe−λxdx = 1− e−λt ,ïכא ואילו ;P{X = 0} = e−λt נקבל ([0, t] בקטע

Γ התפלגות 2.4.5

Γ התפלגות היא Γ התפלגות

f(x) =

λα−1xαe−λx 1
Γ(α) x ≥ 0

0 x < 0}
íמתקיי) .(y = λx הצבה íע) Γ(α) =

∫∞
0

λαxα−1e−λxdx =
∫∞
0

yα−1e−ydy כאשר
(.Γ(n) = (n− 1)!

האקספוננציאלית. ההתפלגות זו ,α = 1 כאשר

χ2 התפלגות 2.4.6

χ2 התפלגות ההתפלגות íע íבלתיֿתלויי Xi כאשר ,X2
1 + . . . + X2

n של ההתפלגות היא χ2 התפלגות
.êבהמש זאת נראה ;Γ התפלגות של פרטי מקרה זה הסטנדרטית. הנורמלית

íמקריי íוקטורי 2.5

nֿמימדית: התפלגות בעל מקרי, וקטור הוא (X1, X2, . . . , Xn) מקריהגדרה. וקטור

F(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn) = P{X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn}

.āi ∈ Rn ,
∑

i fX(āi) = 1 בדידה, התפלגות של במקרה

.S שטח íע ïמלב למשל, ;ïבמלב או בעיגול אחידה התפלגות הדוֿמימדי, במקרה דוגמה.
אחרת. f(x1, x2) = 0 ,(x1, x2) ∈ R כאשר f(x1, x2) = 1

S להגדיר אפשר

חשבו ,[0, 1] על אחידה התפלגות íע íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני Cֿו B ïבהינת דוגמה.
.P{x2 + 2Bx + C > 0 ∀x} את
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Bertrand פרדוקס 2.6íותיאו שונות תוחלת, 3

Bertrand פרדוקס 2.6

P{X >
√

3} =? .Xֿב אורכו את ïונסמ באקראי מיתר נבחר ,1 מרדיוס מעגל ïבהינת בעיה:

המעגל). סיבוב (עדֿכדי יחיד ïבאופ המיתר את מגדיר זה באקראי; המיתר מרכז את נבחר :1 êדר
שווה או מֿ גדול אורכו , 12 מרדיוס במעגל נמצא המרכז íשא נקבל טריגונומטרי, חישוב עלֿפי

.P{X >
√

3} =
(1
2 )2π

12π = 1
4 נקבל ïלכ ;

√
ל3ֿ

עלֿפי אקראי. ïבאופ המיתר של השני קצהו את נבחר המעגל; על כלשהי נקודה Z תהי :2 êדר
הוא כנדרש שאורכו למיתר תביא ממנה נקודות שבחירת הקשת êשאור נקבל טריגונומטרי, חישוב

.P{X >
√

3} = 1
3 ïולכ המעגל, óמהיק שליש

ההסתברות. בחישוב íמקריי íמשתני הגדרת ïלאופ חשיבות יש מסקנה:

íותיאו שונות תוחלת, 3

תוחלת 3.1

íבדידי íמקריי íמשתני עבור בנפרד מוגדרת (expectation מתמטית; (תוחלת תוחלת הגדרה. תוחלת

19:íורציפי

,
∑∞

i=1 fX(xi) = ש1ֿ êכ fX(x) משקל ופונקציית בדידה התפלגות íע מקרי Xמשתנה יהי
.EX =

∑∞
i=1 fX(xi)xi :X של התוחלת .

∑
fX(xi)|xi| < שֿ∞ נניח שונות. נקודות xi

אז .
∫∞
−∞ fX(x)|x|dx < שֿ∞ êכ fX(x) צפיפות פונקציית íע רציפה התפלגות íע X יהי

.EX =
∫∞
−∞ fX(x)xdx

בסדר íתלויי נהיה לא óהרצי שבמקרה בכדי בהחלט20 התכנסות íדורשי אנו ,íהמקרי בשני
האינטגרל בחישוב הגבולות לקיחת ïבאופ íתלויי נהיה שלא כדי ,óהרצי ובמקרה הסכימה,

הלאֿאמיתי.

קיימת E(X + Y ) אז .íקיימי EY ,EXֿש êכ íמקריי íמשתני Y וֿ X יהיו :8 7.2.2008משפט

.E(λX) = λEXֿו קיימת E(λX) קבוע, λ íוא ,E(X + Y ) = EX + EY וֿ

íערכי מקבל Y וֿ x1, x2, . . . íערכי מקבל Xֿש נניח .(íבדידי íמקריי íמשתני) הוכחה
.{xi +yj ∀i, j} בקבוצה שונות נקודות ïה zi .{xi +yj} íערכי Xמקבל +Y אז .y1, y2, . . .

כי קיימת, E(X + Y )

ההגדרות. את לאחד יכולנו המידה, תורת ידענו 19לו
איֿשלילית. פונקציה שזו ïכיוו מוחלט, êלער fX(xi) את להכניס êצור ï20אי
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íותיאו שונות תוחלת, תוחלת3 3.1

∑∞
i=1 |zi|P{X + Y = zi} =

∑∞
k=1

∑
i,j : xi+yj=zk

|xi + yj |P{X = xi, Y = yj}
≤

∑∞
k=1

∑
i,j : xi+yj=zk

(|xi|+ |yj |)P{X = xi, Y = yj}
=

∑
i,j(|xi|+ |yj)|P{X = xi, Y = yj}

=
∑

i,j |xi|P{X = xi, Y = yj}+
+

∑
i,j |yj |P{X = xi, Y = yj}

=
∑

i |xi|P{X = xi}+
∑

j |yj |P{Y = yj}
= E|X|+ E|Y | < ∞

ïולכ íזרי {Y = yj} כי וזאת ,
∑

j P{X = xi, Y = yj} = P{X = xi} כי
.
⋃

j{X = xi} ∩ {Y = yj} = {X = xi}
ויתקבל המוחלט êהער סימני את "למחוק" ïנית בהחלט, התכנסות שיש íיודעי כשאנו כעת,

.ïשוויו

(.íרציפי íמקריי íמשתני של למקרה íג) כתרגיל – ההומוגניות הוכחת

משתנה X íא (1) אז 22.íקיי Eg(X)ֿש êכ בורל21 פונקציית gֿו מקרי משתנה X יהי :9 טענה
מקבל; Xֿש íהשוני íהערכי íה {xi} כאשר ,Eg(X) =

∑∞
i=1 g(xi)fX(xi) אז בדיד מקרי

.Eg(X) =
∫∞
−∞ g(x)fX(x)dx רציפה), התפלגות (בעל óרצי מקרי משתנה X íא (2)

אז .{g(xi)} בקבוצה íהשוני íהערכי zk יהיו (1) הוכחה.

Eg(X) =
∑∞

k=1 zkP{g(X) = zk}
=

∑∞
k=1

∑
i : g(xi)=zk

g(xi)P{X = xi}
=

∑
xi

g(xi)P{X = xi} =
∑

xi
g(xi)fX(xi)

זאת. נעשה לא אז להוכיח, סיפור קצת (2)

EXY אזי .íקיימי EY וֿ EXֿש êכ íתלויי בלתי íמקריי íמשתני Y וֿ X יהיו :10 טענה
.EXY = EXEY וֿ קיימת

zk ;íשוני {yj} íערכי מקבל Y ,íשוני {xi} íערכי מקבל X בדידה). (התפלגות הוכחה
.{xiyj} בקבוצה íהשוני íהאיברי

EXY =
∑∞

k=1 zkP{XY = zk}
=

∑∞
k=1

∑
i,j : xiyj=zk

xiyjP{X = xi, Y = yj}
=

∑
k=1

∑
i,j : xi,yj=zk

xiyjP{x = xi}P{Y = yj}
=

∑
i,j xiyjP{X = xi}P{Y = yj}

= (
∑

i xiP{X = xi})(
∑

j yjP{Y = yj}) = EXEY

בורל. קבוצת היא g−1(A) בורל A קבוצה לכל íא בורל פונקציית נקראת g 21כזכור,
כלומר ,{X(ω) ∈ g−1(−∞, x)} ∈ F לֿ שקול {g(X(ω)) < x} ∈ F ïשכ מקרי, משתנה g(X)22

.X−1(g−1(−∞, x)) ∈ F
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תוחלת 3.1íותיאו שונות תוחלת, 3

בדידות התפלגויות של תוחלות 3.1.1

ברנולי

.EX = p אחרת; X = 0 ,p בהסתברות X = 1

בינומי

.E(X1 + . . . + Xn) = np

∞∑גיאומטרי
k=1 kp(1− p)k−1 = p

∑∞
k=1(−(1− p)k)′

= −p(
∑∞

k=1(1− p)k)′

= −p( 1−p
p )′ = 1

p

כתרגיל. – שלילי בינומי או (EX = λ) ïפואסו X כאשר EX מציאת

רציפות התפלגויות של תוחלות 3.1.2

∞∫אקספוננציאלי
−∞ xλe−λxdx = 1

λ

(a, σ) נורמלי

. 1√
2π

∫∞
−∞ xe

−(x−a)2

2σ dx = a

Γ

11.2.2008 .fX(x) = 1
Γ(α)x

α−1λαe−λx צפיפות פונקציית יש Γ בהתפלגות
מ0ֿ. רק האינטגרל את לחשב נוכל ïלכ ,0 היא שלילי xֿכש ∞∫הצפיפות
0

xfX(x)dx = 1
λΓ(α)

∫∞
0

xαλα+1e−λxdx

= Γ(α+1)
λΓ(α) ·

1
Γ(α+1)

∫∞
0

xαλα+1e−λxdx

= α
λ

.Γ(α+1) = αΓ(α)ֿו ,α+1 פרמטר íעΓהתפלגות – 1
Γ(α+1)

∫∞
0

xαλα+1e−λxdx = 1 ïשכ

קושי

קיימת: לא התוחלת fX(x) = 1
π ·

1
1+x2∫ A

0
x

1+x2 dx = 1
2

∫ A

0
d(x2+1)

x2+1 = 1
2 ln(A2 + 1) A→∞→ ∞ כי , 1π

∫∞
−∞

|x|
1+x2 dx = ∞

.E|X| < ∞ íא קיימת תוחלת ההגדרה, ולפי
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íותיאו שונות תוחלת, שונות3 3.2

נורמלית

נחשב: .fX(x) = 1
σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 היא הצפיפות פונקציית

EX = 1
σ
√

2π

∫∞
−∞ xe−

(x−a)2

2σ2 dx

= 1
σ
√

2π

∫∞
−∞(x− a)e−

(x−a)2

2σ2 dx+

+a 1
σ
√

2π

∫∞
−∞ e−

(x−a)2

2σ2 dx

ונקבל משתנה óנחלי ; 1
σ
√

2π

∫∞
−∞ e−

(x−a)2

2σ2 dx = 1 כי íיודעי אנו
1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
(x− a)e−

(x−a)2

2σ2 dx =
1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
ye−

y2

2σ2 dy = 0

.EX = a בסêֿהכול ïלכ ,
∫∞
0

= −
∫ 0

−∞ êא

שונות 3.2

.VarX = E(X − EX)2 היא מקרי משתנה של השונות שונותהגדרה.

íמתקיי ,g(x) = (x − a)2 íשא בעובדה ניעזר הנורמלית). ההתפלגות (שונות דוגמה

ונחשב: Eg(X) =


∑

i g(xi)fX(xi) בדיד X∫∞
−∞ g(x)fX(x)dx óרצי X

1
σ
√

2π

∫∞
−∞(x− a)2e−

(x−a)2

2σ2 dx = 1
σ
√

2π

∫∞
−∞ y2e−

y2

2σ2 dy

= σ2
√

2π

∫∞
−∞( y

σ )2e− 1
2 ( y

σ2 )2d( y
σ

= σ2 1√
2π

∫∞
−∞ z2e

z2
2 dz

:íבחלקי אינטגרציה נבצע

. 1√
2π

∫∞
−∞ z2e−

z2
2 dz =

∣∣∣∣∣z ze−
z2
2 dz

1 −e−
z2
2

∣∣∣∣∣ = 1√
2π

∫
e−

z2
2 dz = 1

.E(X − a)2 = σ2 בסêֿהכול,

23.(standard variation) ïהתק סטיית היא σ =
√

VarX הגדרה.

íתיאו 3.3

íהתיאו הוא cov(X, Y ) = E[(X −EX)(Y −EY )] .íמקריי íמשתני Y וֿ X יהיו תיאוíהגדרה.

לזה. זה íלאֿמתואמי Y ו- Xֿש íאומרי ,cov(X, Y ) = 0 íא .(covariance)

קיימת: cov(X, Y ) íג íקיימי VarY ,VarX íא ïלכ ,|ab| ≤ 1
2 (a2 + b2) כללי, ïבאופ

|(X − EX)(Y − EY )| ≤ 1
2
((X − EX)2 + (Y − EY )2)

במתמטיקה. בזה íמשתשי êכלֿכ 23לא
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íאיֿשוויוני 4

אז ,íבלתיֿתלויי Y וֿ X íא
cov(X, Y ) = E((X − EX)(Y − EY ))

= E(XY −XEY − Y EX + EXEY )

= EXY − EXEY − EXEY + EXEY

= EXY − EXEY = 0

כללי.) ïבאופ נכונה – cov(X, Y ) = EXY − EXEY – זו נוסחה ,ïכמוב)

.íלאֿמתואמי íה íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני :11 מסקנה

?íבלתיֿתלויי תמיד íה íלאֿמתואמי íמקריי íמשתני íהא שאלה:
.P{X = 1} = P{Y = 1} = 1

2 בלתיֿתלוייíשוויֿהתפלגותכêשֿ Yברנולי Xוֿ דוגמהנגדית:
נמצא ,cov UV = EUV − (EU)(EV ) את לחשב כדי .V = |X − Y | ,U = X + Y נגדיר
אז :EUV = 1

2 · 1 = 1
2 ,EV = 1

2 · 1 = 1
2 ,EU = 1

4 · 2 + 1
2 · 1 + 1

4 · 0 = 1

שונה P{U = 0, V = 0} = 1
4 זאת, íע .íמתואמי לא V וֿ U כלומר ,cov UV = 0

.íבלתיֿתלויי לא íה ïולכ ,P{U = 0}P{V = 0} = 1
4 ·

1
2 = 1

8 מֿ

.Var(
∑n

i=1 Xi) =
∑n

i=1 VarXi אז .íלאֿמתואמי íמקריי íמשתניX1, . . . , Xn :12 14.2.2008למה

.µi = EXi ïנסמ הוכחה.
Var(X1 + . . . + Xn) = E(X1 + . . . + Xn − (µ1 + . . . + µn))2

= E(
∑n

i=1(Xi − µi))2

= E(
∑n

i=1(Xi − µi)2 +
∑

i 6=j(Xi − µi)(Xj − µj))

=
∑n

i=1 VarXi +
∑

i 6=j cov(Xi, Xj)

הדרוש. ומתקבל ,cov(Xi, Xj) = 0 êא

íאיֿשוויוני 4

וXֿמשתנה רציפה) (מספיק בורל איֿשלילית פונקציה h ≥ 0 תהי בסיסי): ïאיֿשוויו) 13 11.2.2008משפט

.P{h(X) ≥ a} ≤ Eh(X)
a ,a > 0 לכל אז .íקיי Eh(X)ֿש êכ מקרי

.E1A = P (A)ֿש ברור 24.1A מציינת ופונקציה A = {h(x) ≥ a} מאורע נגדיר הוכחה.
נוספת תכונה זוהי (שהרי E(h(X)− a1A) ≥ 0 אז תמיד, h(X)− a1A ≥ 0 לכתוב אפשר
EX =

∑
xifX(xi) כי ברור וזה קיימת, íאEX ≥ 0 ,X ≥ 0 מקרי משתנה לכל התוחלת: של

מתקבל ïומכא ,Eh(X) − aE1A ≥ 0 כלומר, .(óהרצי במקרה דומה ïובאופ ,xi ≥ 0 כאשר
.Eh(X) ≥ aP (A) ïהאיֿשוויו

:íהבאי íאיֿהשוויוני íנובעי זה ïמאיֿשוויו

אחרת. 1A(ω) = 0 ,ω ∈ A עבור 1A(ω) = 1 íמתקיי .χA ïמסומ íג íלעתי ;indicator24
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íמקריי íמשתני התכנסות 5

P{|X| ≥ a} ≤ E|X|
a מרקוב): ïאיֿשוויו) 14 משפט

.h(X) = |X| ניקח הוכחה.

P{|X − EX| ≥ a} ≤ Var X
a2 צ'בישב): ïאיֿשוויו) 15 משפט

h(X) במקרהשֿ= .P{|X| ≥ a} = P{X2 ≥ a2} ≤ EX2

a2 h(X)נקבל = X2 עבור הוכחה.
הנדרש. את נקבל ,|X − EX|2

את êלהערי נרצה .VarX = 16 ,EX = ש33ֿ êכ מקרי משתנה X יהי (הערכה). דוגמה
:P{23 ≤ X ≤ 43}

P{23 ≤ X ≤ 43} = P{−10 ≤ X − 33 ≤ 10}
= P{|X − 33| ≤ 10}
= 1− P{|X − 33| > 10}
≥ 1− 16

102

צ'בישב. ïאיֿשוויו לפי

אז .íקיימי EY ו2ֿ EX2ֿש êכ íמקריי íמשתני Y וֿ X :(õקושיֿשוור ïאיֿשוויו) 16 משפט
.E|XY | ≤ (EX2EY 2)

1
2

.0 ≤ E(X − yY )2 = EX2 − 2yEXY + y2EY 2 אז קבוע). y) (X − yY )2 ≥ 0 הוכחה.
25.EX2EY 2− (EXY )2 ≥ 0 í"íא y לכל איֿשלילי זה ריבועי íפולינו .yֿב ריבועי íפולינו זהו

íמקריי íמשתני התכנסות 5

íא בהסתברות) (מתכנס Xn
p→ Xֿש נאמר .íמקריי íמשתני X1, X2, . . וֿ. X יהיו הגדרה. 14.2.2008

.P{|Xn −X| > ε} n→∞→ 0 ,ε > 0 לכל

בכל תמיד/כמעט כמעט Xn → Xֿש נאמר .íמקריי íמשתני X1, X2, . . וֿ. X יהיו הגדרה.
.ω ∈ Ω \N לכל Xn(ω) n→∞→ X(ω)ֿו P (N) = ש0ֿ êכ N מאורע íקיי íא íמקו

FXפונקציית FX1וֿ , FX2 , . . ,X1משתניíמקרייíעíפונקציותהתפלגות. X2, . . .íא בהתפלגותהגדרה. התכנסות

מתכנס Xn אז ,FX של רציפות נקודת בכל FXn
→ FX שֿ êכ X מקרי משתנה של התפלגות
.(Xn

d⇒ X או Xn ⇒ X ) בהתפלגות Xֿל

לכל limn→∞ P{
⋃

k≥n{|Xk − X| > ε}} = 0 í"íא תמיד כמעט Xn → X :17 =⇐בהסתברותמשפט כ"ת

בהסתברות. מהתכנסות חלשה) יותר לא (או חזקה יותר תמיד כמעט התכנסות בפרט, .ε > 0
בהסתברות.26 התכנסות גוררת תמיד כמעט התכנסות כלומר,

.C = ו1ֿ b = −2EXY ,a = EY 2 שעבורו ay2 + by + c íפולינו עבור b2 − 4ac ≤ 0 מתי íמחשבי 25אנו
.P{

S
k≥n{|Xk −X| > ε} ≥ P{|Xn −X| > ε} כי ïנכו 26זה
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íמקריי íמשתני התכנסות 5

שלכל êכ P (N) = 0 íע N ∈ F קבוצה קיימת ïלכ תמיד, כמעט Xn → X הוכחה.
êלפיכ .supk≥nε(ω) |Xk(ω) − X(ω)| ≤ εֿש êכ nε(ω) íקיי ω ∈ Ω \ N וֿ ε > 0

P{
⋂∞

n=1

⋃
k≥n{ω | :íבמאורעהמשלי ïנתבונ .P{

⋃∞
n=1

⋂
k≥n{|Xk(ω)−X(ω)| ≤ ε}} = 1

.|Xk(ω)−X(ω)| > ε}} = 0

ולפי ,n → ∞ כאשר יורדות An ;An =
⋃

k≥n{ω | |Xk(ω) − X(ω) > ε} ïנסמ
בסêֿהכול נקבל ïלכ .P (An) ↘ P (

⋂
n An) íג (מσֿֿאדיטיביות), ההסתברות תכונות

.limn→∞ P{
⋃

k≥n{ω | |Xk(ω)−X(ω)| > ε}} = 0

P = Leb בורל, σֿאלגברת F ,Ω = [0, 1] תמיד). כמעט ולא בהסתברות (התכנסות דוגמה בהסתברות 6⇔ כ"ת

íמקריי íמשתני לבנות כעת êצרי .ω ∈ [0, 1] .(P [a, b] = b− a אז [a, b] ⊂ [0, 1] (כלומר,
פונקציות. –

זה ייצוג באמצעות נגדיר .m = 0, 1, . . . , 2k − 1 כאשר ,n = 2k + mֿכ טבעי כל נייצג

Xn(ω) =

1 ω ∈ [m2−k, (m + 1)2−k]

0 ω ∈ [0, 1] \ [m2−k, (m + 1)2−k]
íהמשתני כל עליה קבוצה ïאי שני, מצד .P{|Xn| > ε} = 2−k → 0 כי ,Xn

p→ 0 íמתקיי
27.íמתאפסי íהמקריי

תמיד. כמעט Xni
→ Xֿש êכ Xni

תתֿסדרה קיימת אז Xn
p→ X íא :18 3.4.2008משפט לתתֿסדרה =⇐כ"ת בהסתברות

êכ n(m) לבחור m לכל נוכל ïלכ ,P{|Xn − X| > ε} → 0 íמתקיי ε > 0 לכל הוכחה.
.P{|Ym −X| > 1

m} ≤ 2−m אז .Ym = Xn(m) ïנסמ .P{|Xn(m) −X| > 1
m} ≤ 2−mֿש

.
∑

m P (Am) =
∑∞

m=1 2−m = 1 < ∞ נקבל ,Am = {|Ym − X| > 1
m} ïנסמ íא

êכ Ω̃ ⊆ Ω קיימת כלומר 28,P (
⋂∞

n=1

⋃
m>n Am) = 0 ,(êבהמש (שנוכיח מבורלֿקנטלי

,m ≥ M(ω)ֿל כלומר, .ω 6∈ Am ,m ≥ M(ω)íשאêכM(ω)íקייω ∈ Ω̃ולכלP (Ω̃) = ש1ֿ
תמיד. כמעט Yn(ω) → X(ω) ïלכ .|Ym(ω)−X(ω)| ≤ 1

m

.Xn
d⇒ X אז Xn

p→ X íא :19 משפט =⇐בהתפלגות בהסתברות

נקבל .P{|Xn −X| > ε} → 0 אז Xn
p→ X הוכחה.

Fn(x) = P{Xn ≤ X} = P{Xn ≤ x,X ≤ x + ε}+ P{Xn ≤ x,X > x + ε}
≤ P{X ≤ x + ε}+ P{|Xn −X| > ε}
= F (x + ε) + P{|Xn −X| > ε

→ F (x + ε)

דומה, ïבאופ .lim sup Fn(x) ≤ F (x + ε) :ïעליו לגבול íכשעוברי íג נשמר ïהאיֿשוויו
F (x− ε) = P{X ≤ x− ε}

= P{X ≤ x− ε}, Xn ≤ x}+ P{X ≤ x− ε, Xn > x}
≤ Fn(x) + P{|Xn −X| > ε}

.Xnk 6→ 0 ïלכ .Xnk (ω) = 1 íשעליה הזה, מהסוג íקטעי של אינסופית לסדרה êשיי הוא ;ω 27נקבע
.An ïמבי óבאינסו íשמופיעי הωֿֿות קבוצת :ïהעליו הגבול 28זהו
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íהגדולי íהמספרי חוק 6

.F (x−ε) ≤ lim inf Fn(x) אז Xההסתברותגדלה). ≤ x− ε כאשרמתעלמיíמהתנאי (כי
limn→∞ Fn(x) ≤ F (x) ≤ limn→∞ Fn(x) נקבל :ε → 0 לגבול נעבור רציפות, בנקודת

.F (x) = limn→∞ Fn(x) ïולכ

בלתיֿ íמקרייíמשתניX1, X2, . . ניקח. בהסתברות). לא êא בהתפלגות (התכנסות לת"סדוגמה לא íג בהסתברות, 6⇐= בהתפלגות

משתנה X עבור Xn ⇒ X ,ïכ íא ברור, .P{Xi = 1} = 1
2 ברנולי, שוויֿהתפלגות íתלויי

ברנולי. מקרי
עליה. נדבר אז כולה, לסדרה זהה זו תתֿסדרה .Xni

p→ X תתֿסדרה שקיימת נניח
ïמאיֿשוויו .P{|Xn+1−X| > δ} → 0íג ïולכ ,δ |P{|Xn−Xלכל > δ} → 0íמתקיי
ïולכ íבלתיֿתלויי אלה íמשתני אבל .P{|Xn+1 − Xn| > 2δ} → 0 נקבל המשולש
עבור סתירה נקבל ïומכא ,P{Xn+1 = 1, Xn = 0} = P{Xn+1 = 0, Xn = 1} = 1

4

.(P{|Xn+1 −Xn| > 2δ} → λ > 1
2 ïולכ) P{|Xn+1 −Xn| = 1} = 1

2 כי ,δ < 1
2

29.Xn
p→ a אז קבוע), a) Xn

d⇒ a íא :20 =⇐בהסתברותמשפט לקבוע בהתפלגות

אז .aֿמב õחו נקודה בכל שרציפה ,F (x) = P{a ≤ x} היא a של ההתפלגות פונקציית הוכחה.
שני ומצד 1 = F (a+ ε) = limn→∞ P{Xn ≤ a + ε} אחד מצד נקבל בהתפלגות, מהתכנסות
,P{a−ε < Xn ≤ a + ε} → 1 הפרש: ניקח .0 = F (a−ε) = limn→∞ P{Xn ≤ a− ε}

.P{|X − a| > ε} → 0 ïולכ

íהגדולי íהמספרי חוק 6

החלשה בצורה 6.1

VarXi = σ2
i ,EXi = µiֿש êכ íלאֿמתואמי íמקריי íמשתני X1, X2, . . . יהיו :21 משפט 14.2.2008

.P{|X1+...+Xn

n − µ1+...+µn

n | > ε} n→∞→ 0 ,ε > 0 לכל אז .σ
2
1+...+σ2

n

n2 → ונניחש0ֿ ,íקיימי

צ'בישב30: ïבאיֿשוויו נשתמש הוכחה.
P{|X1+...+Xn−(µ1+...+µn)

n | > ε} = P{|X1 + . . . + Xn − (µ1 + . . . + µn)| > nε}
≤ Var(X1+...+Xn)

ε2n2

=
Pn

i=1 σ2
i

ε2n2
n→∞→ 0

לאֿ íמקריי íמשתני X1, X2, . . . יהיו החלשה): בצורה íהגדולי íהמספרי (חוק 22 משפט
אז .(σi = σ íא (למשל σ2

1+...+σ2
n

n2 → 0 íומתקיי EXi = µֿש êכ íמתואמי

P{|X1 + . . . + Xn

n
− µ| > ε} → 0

תמיד. כמעט להתכנסות מספיקה לא לקבוע בהסתברות התכנסות íשג êההפו ïבכיוו להראות ï29נית

P{|X − µ| > ε} ≤ Var X
ε2

30

21



íסטטיסטיי íשימושי 6.2íהגדולי íהמספרי חוק 6

íסטטיסטיי íשימושי 6.2

התפלגות של פרמטר מציאת 6.2.1

18.2.2008 ברנולי, שוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני ξ1, ξ2, . . . ξnֿש (íיודעי (או íמניחי אנו
.θ את למצוא היא המטרה ;θ = P{ξ1 = 1} מהו íיודעי איננו אבל

הnֿֿיות מרחב הוא Ω כאשר ,θ ∈ [0, 1] עבור (Ω,F , Pθ) ההסתברות במרחב נעבוד
.Pθ(ω) = θ

Pn
i=1 xi(1− θ)n−

Pn
i=1 xi וֿ xi = 0, 1 ïבה ω = (x1, . . . , xn)

תוצאות ïבהינת θֿל הערכה לתת שמטרתה ,Ω על פונקציה – Tn(ω) êמערי לבנות íרוצי אנו
.Tn(ω)ֿב ω = (x1, . . . , xn) הצבת עלֿידי íניסויי n של x1, . . . , xn

íחוקהמספרי לפי .Tn(ω) = ξ1(ω)+...+ξn(ω)
n או ,Tn(ω) = x1+...+xn

n êאפשרלקחתמערי
עקבי êהמערי – Tn

p→ θ כלומר, .Pθ{| ξ1(ω)+...+ξn(ω)
n | > ε} n→∞→ 0 החלשה, בצורה íהגדולי

31.(unbiased) ïמאוז êהמערי – ETn = θ+...+θ
n = θ ,óבנוס .(consistent)

היא ξi כל של התוחלת נחשב: .Pθ{|Tn(ω)− θ| ≥ δ} ≤ E(Tn−θ)2

δ2 צ'בישב, ïאיֿשוויו לפי
ïלכ ,θ

E(Tn − θ)2 =
E(

∑n
i=1(ξi − θ))2

n2
=

Var
∑n

i=1 ξi

n2
=

∑n
i=1 Var ξi

n2

.E(Tn − θ)2 = Var ξ1
n נקבל שוויֿהתפלגות, íשכול ïומכיוו

אז .Var ξ1 = E(ξ1 − θ)2 = Eξ2
1 − θ2 = θ − θ2 = θ(1 − θ) השונות: את נחשב

.Pθ{|Tn(ω)− θ| ≥ δ} ≤ E(Tn−θ)2

δ2 = θ(1−θ)
nδ2 בסêֿהכול

נקבל אז .δ = λ
√

θ(1−θ)
n ואז , 1λ = 1

δ

√
θ(1−θ)

n ïנסמ . θ(1−θ)
nδ2 = ( 1

δ

√
θ(1−θ)

n )2

אז .Pθ{|Tn = θ| ≤ λ
√

θ(1−θ)
n } ≥ 1 − 1

λ2 ,ïכ íא .Pθ{|Tn − θ| > λ
√

θ(1−θ)
n } ≤ 1

λ2

.Tn − λ
√

θ(1−θ)
n ≤ θ ≤ Tn + λ

√
θ(1−θ)

n נקבל ,1− 1
λ2 לֿ שווה או מֿ גדולה בהסתברות

ïאיֿהשוויו כי נעיר .θ(1− θ) ≤ 1
4 ,θ ∈ [0, 1] שלכל לב íנשי ;θ את "לסלק" íרוצי ïעדיי אנו

.Tn − λ
2
√

n
≤ θ ≤ Tn + λ

2
√

n
נקבל ïלכ .λ לכל ïנכו הוא צ'בישב ïאיֿשוויו לפי כי ,λ לכל ïנכו

íמסתפקי לא íא .1 − 1
9 = 8

9 = 0.8888 היא שנקבל ההסתברות אז :λ = 3 למשל נבחר
קטע נקרא זה קטע .θ ∈ [Tn − 3

2
√

n
, Tn + 3

2
√

n
] נקבל יותר. גדול λ לבחור êצרי זו, בהסתברות

.0.8888 (reliability) ְêָסְמ רמת íע (confidence interval) êֶסֶמ

פולינומיאלי קירוב 6.2.2

ונגדיר [0, 1] על רציפה פונקציה f תהא ויירשטראס): (משפט 23 משפט

Bn(x) =
n∑

k=0

f(
k

n
)
(

n

k

)
xk(1− x)n−k

.[0, 1] על שווה במידה Bn(x) n→∞→ f(x) אז .ïברנשטיי íפולינו – x ∈ [0, לֿ[1

.
Pn

i=1 ai = n ,a1, . . . , an ≥ 0 כאשר T̃n(ω) =
a1ξ1(ω)+...+anξn(ω)

n
למשל, אחר: êמערי לקחת 31יכולנו

22



íהגדולי íהמספרי חוק 6íסטטיסטיי íשימושי 6.2

אזי .P{ξ1 = 1} = xֿש êכ שוויֿהתפלגות ברנולי íמקריי íמשתני ξ1, . . . , ξn יהיו הוכחה.
אז .P{Sn = k} =

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k בינומי, מקרי משתנה הוא Sn = ξ1 + . . . + ξn

.Bn(x) = Ef(Sn

n ) =
∑n

k=0 f( k
n )P{Sn = k}

|Bn(x)− f(x)| = |
n∑

k=0

f(
k

n
)P{Sn = k} − f(x)|

אז ,f(x) =
∑n

k=0 f(x)P{Sn = k} לכתוב ïנית
= |

∑n
k=0(f( k

n )− f(x))P{Sn = k}|
≤

∑n
k=0 |f( k

n )− f(x)|P{Sn = k}

(מרציפות |f(x) − f(y)| ≤ ε אז |x − y| ≤ δֿש êכ δ > 0 נבחר שרירותי; ε > 0 ïנתו
נכתוב .M = supy∈[0,1] f(y) ïנסמ .([0, 1] על שווה במידה
=

∑
k : | k

n−x|≤δ |f( k
n )− f(x)|P{Sn = k}+

+
∑

k : | k
n−x|>δ |f( k

n )− f(x)|P{Sn = k}
≤ ε + 2M

∑
k : | k

n−x|>δ P{Sn = k}
= ε + 2MP{|Sn

n − x| > δ}

כי ,n → כשֿ∞ ל0ֿ שואפת זו הסתברות החלשה, בצורה íהגדולי íהמספרי חוק לפי
.P{|Sn

n − x| > δ} ≤ ε
2M n ≥ N שלכל êכ N נבחר .Eξ1 = x

P{|Sn

n −x| > δ} ≤ Var Sn

δ2n2 = Var ξ1
δ2n = x(1−x)

δ2n ≤ 1
4δ2n

n→∞→ 0 צ'בישב, ïאיֿשוויו לפי
n ≥ 2M

4δ2ε כלומר , 1
4δ2n ≤

ε
2M íמתקיי n ≥ N שלכל êכN לבחור אפשר כעת 32.xֿב תלות בלי

שווה. במידה היא ההתכנסות ïלכ .xֿב תלות ללא

ונגדיר ïפואסו התפלגות על נדבר ,íובינו ברנולי התפלגות íבמקו השאלה: את להרחיב ïנית
.x ∈ [0, 1] עבור Rn(x) = e−nx

∑n
k=0 f( k

n ) (nx)k

k!

,µֿו λ פרמטר íע ïפואסו התפלגות íע íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני Y וֿ X יהיו :24 למה
.λ + µ פרמטר íע ïפואסו התפלגות יש X + Y לֿ אז בהתאמה;

P{X + Y = n} =
∑n

k=0 P{X = k, Y = n− k}
=

∑n
k=0 e−λ λk

k! e
−µ µn−k

(n−k)!

= e−(λ+µ) 1
n!

∑n
k=0

n!
k!(n−k)!λ

kµn−k

= e−(λ+µ) (λ+µ)n

n!

הוכחה.

íפרמטרי íע ïפואסו íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני X1, . . . , Xn íא באינדוקציה,
.λ1 + . . . + λn פרמטר íע ïפואסו מקרי משתנה X1 + . . . + Xn אז ,λ1, . . . , λn

הלמה לפי אז .x פרמטר íע ïפואסו íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני X1, X2, . . . יהיו
33.Rn(x) =

∑n
k=0 f( k

n )P{Sn = k} ,ïמכא .nx פרמטר íע ïפואסו Sn = X1 + . . . + Xn

.x = 1
2
עבור מתקבל íהמקסימו :x ∈ [0, 1] לכל x(1− x) ≤ 1

4
כי 32זאת

.Ef(Sn
n

)1[0,n](Sn) שזהו לכתוב אפשר אבל .íשליליי íמערכי íמתעלמי אנו כי ,Ef(Sn
n

) לא 33זו
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34.Rn(x) n→∞→ f(x) אז ,x ∈ (0, וֿ(1 [0, 1] על רציפה פונקציה f íא :25 טענה

íמתקיי 21.2.2008הוכחה.

|f(x)− e−nx
∑n

k=0 f( k
n ) (nx)k

k! | = |f(x)e−nx
∑∞

k=0
(nx)k

k! −
−e−nx

∑n
k=0 f( k

n ) (nx)k

k! |
≤ |f(x)|e−nx

∑∞
k=n+1

(nx)k

k! +

+e−nx
∑n

k=0 |f(x)− f( k
n )| (nx)k

k!

.|f(x)− f(y)| < ε אז x, y ∈ [0, 1] ,|x− y| ≤ δ íשא êכ δ > 0 íקיי ε > 0 לכל מהרציפות,
.supy∈[0,1] |f(y)| = M < ∞ ïנסמ ,óבנוס .x + δ < ש1ֿ êכ δ נבחר אז ,0 < x < 1

≤ |f(x)|e−nx
∑∞

k=n+1
(nx)k

k! +

+e−nx
∑

k≤n : | k
n−x|≤δ |f(x)− f( k

n )| (nx)k

k! +

+e−nx
∑

k≤n : | k
n−x|>δ |f(x)− f( k

n )| (nx)k

k!

≤ Me−nx
∑

k−nx=n(1−x)+1
(nx)k

k! + ε + 2MP{|Sn

n − x| > δ}

שוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני {Xi} עבור Sn = X1 + . . . + Xn כאשר
k
n −x = (1−x)+ 1

n > δ ונקבל nֿב k−nx = n(1−x)+1 את נחלק .x פרמטר íע ïפואסו
אז ;δ בחירת לפי

≤ ε + 3MP{|Sn

n − x| > δ}
≤ ε + 3M

Var Sn
n

δ2

= ε + 3M Var Sn

n2δ2

= ε + 3M Var X1
nδ2

óובנוס VarX1 = EX2
1 − (EX1)2 = EX2

1 − x2 כי ,VarX1 = x íומתקיי
.e−x

∑∞
k=0 k2 xk

k! = x2 + x

מונטהֿקרלו שיטת 6.2.3

35.0 ≤ f(x) ≤ ו1ֿ רציפה f(x) ,
∫ 1

0
f(x)dx לחשב íרוצי

אחידה התפלגות íע שוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתניX1, Y1, X2, Y2, . . . יהיו

.EZi = P{f(Xi) > Yi} אז .Zi =

1 f(Xi) > Yi

0 f(Xi) ≤ Yi

נגדיר .[0, 1] הקטע על

P{(Xi, Yi) ∈} = P{Xi ∈ [a, b]}P{Yi ∈ [a, c]} = areaR

.P{Zi = 1} =
∫ 1

0
f(x)dx ברנולי, íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני {Zi}

. 1n
∑n

i=1 Zi
p→ EZi =

∫ 1

0
f(x)dx עלֿידי

∫ 1

0
f(x)dx את נקרב שיטה:

שההתכנסות בעתיד נוכיח ,x = 1 íא :[0, 1] כל על לא אבל ,[0, בֿ[1 סגור קטע כל על היא שווה במידה 34ההתכנסות

. f(1)
2

לֿ אלא f(1)ֿל לא היא
הפונקציה. של supֿב ולחלק קבוע להוריד או óלהוסי אפשר כזה, למצב להגיע 35כדי
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íהגדולי íהמספרי חוק החזקה6 בצורה 6.3

החזקה בצורה 6.3

משתניíמקרייíבלתיֿתלוייíושוויֿ (Xn)∞n=1 :(íהגדולי íהמספרי של החזק (החוק 26 משפט 25.2.2008

.Sn =
∑n

k=1 Xk טבעי n לכל ïנסמ 37.E(X1) = µֿוש 36E(|X1|n) < שֿ∞ נניח התפלגות.
.P (limn→∞

1
n · Sn = µ) = 1 אזי

38.P (|Sn

n − µ| < ε n > N שלכל êכ N íקיי) = 1 ,ε לכל אחר: ניסוח

limk→∞ P (|Zn| < ε) = 1 ε שלכל êכ {Zn}∞n=1 íמקריי íמשתני של סדרה מצאו תרגיל:
.P (∃N : ∀n > N |Zn| < ε) = ש0ֿ êכ ε íקיי אבל

An íא Zn = ו1ֿ P (An) = 1
n íהמקיימי íבלתיֿתלויי מאורעות {An}∞n=1 יהיו דוגמה.

אחרת. Zn = 0 קורה,

íמתקיי אז .
∑∞

n=1 P (An) < ∞ ונניח מאורעות {An}∞n=1 יהיו (א) (בורלֿקנטלי): 27 למה
39.P (∃N : ∀n > N ¬An) = 1

íמתקיי אז .
∑∞

n=1 P (An) = ∞ ונניח íבלתיֿתלויי מאורעות סדרת {An}∞n=1 תהי (ב)
.P (∃N : ∀n > N ¬An) = 0

íרוצי אנחנו .íמתקיי לא An ,n > N שלכל êכ N íשקיי המאורע Ā יהי (א) הוכחה.
ואז ,íמתקיי לא An ,n > N שלכל המאורע להיות ĀN נגדיר .Ā של ההסתברות את לחשב

.N לכל P (Ā) ≥ P (ĀN ) ובפרט ,Ā =
⋃∞

n=1 ĀN

,ïכ íוא ĀN =
⋂∞

n=N+1 AC
n = [

⋃∞
n=N+1 An]C

טור של זנב זהו כי ,P (ĀN ) = 1 − P (
⋃∞

n=N+1 An) ≥ 1 −
∑∞

n=N+1 P (An) → 1

.P (Ā) ≥ lim supN→∞ P (ĀN ) = 1 ïלכ מתכנס.
.P (Ā) = limN→∞ P (ĀN ) ïלכ .ĀN ⊆ ĀN+1ֿש לב íנשי .íהסימוני íבאות נשתמש (ב)

.N לכל P (ĀN ) = 0 ההנחות, שתחת להראות מספיק ïלכ
ĀN =

⋂∞
n=N+1 AC

n

אז .íבלתיֿתלויי AC
n íג ïלכ ,íבלתיֿתלויי An

40.P (ĀN ) = limk→∞ P (
⋂k

n=N+1 AC
n ) = limk→∞

∏k
n=N+1 P (AC

n )

,k > n ולכל P (AC
n ) = 0 אז ,P (An) = ש1ֿ êכ n > N íקיי íא :íמקרי לשני נחלק

.P (ĀN ) = 0 ואז
∏k

n=N+1 P (AC
n ) = 0

.
∏k

n=N+1 P (AC
n ) = e

Pk
n=N+1 log P (AC

n ) לכתוב ונוכל íחיוביי תמיד íהסיכויי אחרת,
ïלכ .log(P (AC

n )) ≤ P (AC
n )− 1 = −P (An) ïולכ ,x לכל log(x) ≤ x− ש1ֿ נזכור

ïולכ ,limk→∞
∑k

n=N+1 P (An) = ∞ אבל .P (
⋂k

n=N+1 AC
n ) ≤ e−

Pk
n=N+1 P (An)

וזהו. limk→∞ P (
⋂∞

n=N+1 AC
n ) = 0

בהרבה. קשה תהיה ההוכחה אז êא קיימת, E(|X1|)ֿש בדרישה זו דרישה óלהחלי ï36נית
קיימת. E(|X|n)ֿש הנחנו הרי כי קיימת זו 37תוחלת

.limn→∞ P (| 1
n

Sn − µ| < ε) = 1 ,ε לכל החלש: החוק – 38תזכורת
.1 היא íמתקיי לא An המאורע n > N שלכל êכ N íשקיי êלכ ההסתברות :í39במילי

בגבול. להשתמש עלינו ïלכ סופי, óתתֿאוס על מדברת איֿתלות 40הגדרת
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החזקה בצורה 6.3íהגדולי íהמספרי חוק 6

E(Y 4
1 ) < ∞íושוויֿהתפלגותהמקיימיíבלתיֿתלוייíמקרייíמשתני{Yn}∞n=1 יהיו :28 למה

.E[(
∑n

k=1 Yk)4] ≤ 3n2E(Y 4
1 ) ,n לכל אז .E(Y1) = ו0ֿ

.E(Y 4
1 ) ≥ [E(Y 2

1 ש2ֿ[( לב íנשי ראשית הוכחה.

,ïכ íא .(
∑n

k=1 Yk)4 =
∑

1≤i1,i2,i3,i4≤n Yi1Yi2Yi3Yi4

E[(
∑n

k=1 Yk)4] =
∑

1≤i1,i2,i3,i4≤n E(Yi1Yi2Yi3Yi4)

:íמקרי למספר נחלק .E(Yi1Yi2Yi3Yi4) את נחשב

Yi1 כי ,E(Yi1Yi2Yi3Yi4) = E(Yi1)E(Yi2Yi3Yi4) = 0 אז .i1 /∈ {i2, i3, i4}ֿש נניח .1
וכו'. i2 /∈ {i1, i3, i4} עבור íמתקיי דומה דבר .E(Yi1) = ו0ֿ Yi2Yi3Yi4 בֿ בלתיֿתלוי

íא רק E(Yi1Yi2Yi3Yi4) 6= 0 ïלכ
íא או ,E(Yi1Yi2Yi3Yi4) = E(Y 4

i1
) שאז ,i1 = i2 = i3 = i4 .2

.E(Yi1Yi2Yi3Yi4) = [E(X2
1 )]2 ≤ E(Y1)4 שאז ,2 בגודל קבוצות לשתי íמחולקי íה .3

ïלכ .(3) מסוג רביעיות 3
(
n
2

)
ïוישנ ,(2) מסוג רביעיות n ïישנ

.E[(
∑n

k=1 Yk)4] ≤ E(Y 4
1 )(n + 3

(
n
2

)
) ≤ 3n2E(Y 4

1 )

,ε לכל íא אז מקרי. משתנה Zֿו íמקריי íמשתני של סדרה {Zn}∞n=1 תהי :29 28.2.2008למה

.P (|Zn − Z| < ε ,n > N שלכל êכ N íקיי ε (לכל = 1 אז ,P (|Zn − Z| < ε ,n > N שלכל êכ N íקיי) = 1

Aε1 ⊆ נקבל ε1 < ε2 íשא לב íנשי .Aε = {|Zn − Z| < ε ,n > N שלכל êכ N íקיי} יהי ε לכל הוכחה.
.Aε2

.P (
⋂

ε>0 Aε) = 1 להראות íרוצי אנו .P (Aε) = 1 ,ε שלכל ïנתו
íחיתוכ הסתברות íג 1 היא íמה אחד כל שהסתברות ℵ0מאורעות ïשבהינת ידוע הקושי? מה

נכונה. בהכרח אינה זו טענה מאורעות, של מניה ïב שאינו óלאוס êא .1 היא
בïֿמניה. êחיתו זהו ïשכ ,P (

⋂∞
k=1 A 1

k
) = 1 ïולכ P (A 1

k
) = 1 ,k = 1, 2, . . . לכל

ïלכ ,
⋂∞

k=1 A 1
k
⊆ A 1

k0
⊆ Aε ïלכ .A 1

k0
⊆ Aε ïלכ . 1

k0
< εֿש êכ k0 íקיי ε לכל

.
⋂∞

k=1 A 1
k
⊆

⋂
ε>0 Aε

.P (
⋂

ε>0 Aε) = 1 ïולכ ,P (
⋂

ε>0 Aε) ≥ P (
⋂∞

k=1 A 1
k
) = 1 ïלכ

ממה .P (
⋂∞

k=1 Bk) = 1 אז ,k = 1, 2, . . . לכל P (Bk) = 1 íא הבאה: בעובדה השתמשנו
מאורעות של סדרה {An}∞n=1 íשא אומרת ההסתברות תורת של האקסיומות אחת נובע? זה

.P (
⋃∞

n=1 An) =
∑∞

n=1 P (An) אז בזוגות íזרי
ואז ,Ān = An \

⋃n−1
k=1 Ak נגדיר זה, במקרה בזוגות. íזרי Anֿש ההנחה את נשמיט

P (
⋃∞

n=1 An) = P (
⋃∞

n=1 Ān) =
∑∞

n=1 P (Ān) ≤ Pוֿ{Ān}זריíבזוגות. (Ān) ≤ P (An)

.
∑∞

n=1 P (An)

P (
⋂∞

k=1 Bk) = 1−P ((
⋂∞

k=1 Bk)C) = 1−P (
⋃∞

k=1 BC
k ) ≥ 1−

∑∞
k=1 P (BC

k ) = אז
.1
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íהגדולי íהמספרי חוק החזקה6 בצורה 6.3

41:P (
⋂

Bα) � 1 אבל α לכל P (Bα) = 1 íהמקיימי {Bα}0≤α≤1 מאורעות דוגמה.
כי íמתקיי 0 ≤ a < b ≤ 1 לכל (דהיינו, [0, 1] בקטע אחיד מפולג מקרי משתנה X יהי
בעוד ,P (Bα) = 1 ,α לכל אז .Bα = {X 6= α} נגדיר .(P (a ≤ X ≤ b) = b − a

.P (
⋂

0≤α≤1 Bα) = P (X 6∈ [0, 1]) = ש0ֿ

בניֿמניה. íשאינ íובחיתוכי íבאיחודי להיזהר יש מסקנה:

:íהגדולי íהמספרי של החזק החוק להוכחת נחזור 25.2.2008

.An = {| 1nSn − µ| ≥ ε} נגדיר :P (| 1
n

Sn − µ| < ε ,n > N שלכל êכ N íקיי) ,ε שלכל נראה הוכחה.
להראות מספיק בורלֿקנטלי, לפי ,ïלכ .P קורה) לא An ,n > N שלכל êכ N íקיי) = ש1ֿ להראות עלינו

:P (An) את êנערי .
∑∞

n=1 P (An) < שֿ∞

ïאיֿשוויו לפי P (An) = P (| 1nSn − µ| ≥ ε) = P (( 1
nSn − µ)4 ≥ ε4) ≤ E[( 1

n Sn−µ)4]

ε4

E(Y1) = E(x1) − µ = ו0ֿ ,íבלתיֿתלויי {Yn}∞n=1 אז .Yn = Xn − µ נגדיר מרקוב.
42.E(Y r

1 ) < וֿ∞

ïלכ . 1n
∑n

k=1 Yk = 1
n

∑n
k=1(Xk − µ) = 1

n (
∑n

k=1 Xk − nµ) = 1
nSn − µ ,ïכ כמו

E[( 1
nSn − µ)4] = E[( 1

n

∑n
k=1 Yk)4]

= 1
n4 E[(

∑n
k=1 Yk)4]

≤ 3n2E(Y 4
1 )

n4

= 3E(Y 4
1 )

n2

.
∑∞

n=1 P (An) < ∞ ïולכ ,P (An) ≤ 3E(Y 4
1 )

ε4 · 1
n2 ïלכ

íמקרייíמשתני {Xn}∞n=1 :(íהגדולי íהמספרי של החזק החוק של êההפו ïהכיוו) 30 משפט 28.2.2008

אז ,P ( 1
n

∑n
i=1 Xk

n→∞→ µ) = 1 íשמתקיי ונניח µ ∈ R ויהי ושוויֿהתפלגות, íבלתיֿתלויי
תוחלת.43 יש X1ֿל ובפרט ,E(X − 1) = µ

תוחלת.44 שיש נראה הוכחה.

.
∑∞

n=1 P (|X1| > n) = ∞ אז תוחלת, ïאי X1ֿל íא :1.30 למה

תרגיל. הוכחה.

אמיתי. בïֿמניה שאינו êחיתו íע הקושי 41כלומר,

íמתקיי ïלכ .Y r
1 = (x1 − µ)4 =

P4
i=0

`4
i

´
xi
1(−µ)4−i = c1 + c2x + c3x2 + c4x3 + c5x442

.E(Y 4
1 ) < ∞ ïולכ ,E(Y 4

1 ) = c1 + c2E(X1) + . . . + c5E(X4
1 )

.E(|X|k) < ∞ ,k < n לכל אז ,E(|X|n) < ∞ íא :1.29 למה

אז אחרת. V = 1 ,|X| ≤ 1 íא V = 0 אחרת, W = 0 ,|X| ≤ 1 íא W = 1 יהיו הוכחה.
,ïכ íא .|X|k| = V |X|k + W |X|kֿו |X| = V |X|+ W |X|

E(|X|k) = E(V |X|k) + E(W |X|k) ≤ E(|X|n) + 1 < ∞

הקורס. בחומר 43לא
.ïהנכו לדבר היא שההתכנסות ברור שיש, 44ברגע
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יוצרות פונקציות 7

מבורלֿקנטלי, אז .íבלתיֿתלויי {|Xn| > n} והמאורעות
∑∞

n=1 P (|Xn| > n) = ∞ ïלכ
אז |Xn| > n íשא נקבל פשוט ïמחשבו .íקורי |Xn| > n מהמאורעות óאינסו ,1 שבסיכוי נובע

התכנסות. ïאי ,íפעמי óאינסו קורה זה íא אבל .| 1n
∑n

k=1 Xk − 1
n−1

∑n−1
k=1 Xk| > 1

2

יוצרות פונקציות 7

.a = (a0, a1, . . .) íמספרי סדרת של יוצרת פונקציה נקראת Ga(s) =
∑∞

k=0 aksk 3.3.2007הגדרה. יוצרת פונקציה

.(
∑∞

k=0 aksk < ∞ ,|s| < r לכל (כלומר, מתכנס הוא בו r רדיוס יש חזקות שלטור נזכיר
,G′a(0) = a1 ,Ga(0) = a0 ואז ,|s| < r לכל איברֿאיבר הטור את לגזור ïנית ,r > 0 íא
יחיד ïבאופ íמוגדרי הטור מקדמי :an = G(n)

a (0)
n! כלומר, – G

(n)
a (0) = ann! כללי ïובאופ

היוצרת. הפונקציה נגזרות עלֿידי

סדרות לשתי Ga(s) = Gb(s) íמתקיי |s| < r שלכל êכ r > 0 íקיי íא :31 מסקנה
.a = b אזי ,b = (b0, b1, . . וֿ(. a = (a0, a1, . . .)

íערכי המקבל X מקרי במשתנה ïנתעניי בהסתברות הסתברות. על דיברנו בהכרח לא כה, עד
45.pk = P{X = k} כאשר ,GX(s) =

∑∞
k=0 pksk היוצרת הפונקציה על ונדבר ,(0 (או íטבעיי

מלמעלה íחסו הטור ïולכ pk ≤ 1 íהמקדמי כל ,|s| < 1 íא :r ≥ 1 íמקיי r ההתכנסות רדיוס
מתכנס. גיאומטרי טור עלֿידי

ושהטור íאיֿשליליי íהמקדמי Ga(s) =
∑∞

k=0 aksk חזקות שלטור נניח (אבל): 32 משפט
46.lims→1 Ga(s) = Ga(1)(∈ R ∪ {∞}) אזי .|s| < 1 לכל מתכנס

s = 1 נציב .G′(s) =
∑∞

k=1 kpksk−1 קיימת |s| < 1 לכל .GX(s) =
∑∞

k=0 pksk נניח
מצאנו כלומר, .G′X(1) = lims→1 G′X(s) =

∑∞
k=1 kpk = E(X) אבל, משפט לפי ונקבל,

התוחלת. לחישוב נוסחה
נקבל s = 1 נציב íוא ,G′′X(s) =

∑∞
k=2 k(k − 1)pksk−2 השנייה: בנגזרת ïנתבונ

G′′X(1) = lims→1 G′′X(s) =
∑∞

k=2 k(k − 1)pk

= E(X(X − 1)) = EX2 − EX

= EX2 − (EX)2 + (EX)2 − EX

= Var X + (EX)2 − EX

VarX = G′′X(1)−(G′X(1))2+êולפיכ ,G′′X(1) = VarX+(G′X(1))2−G′X(1) כלומר,
השונות. לחישוב נוסחה מצאנו – G′X(1)

בלבד. íטבעיי íערכי íשמקבלי íמקריי íבמשתני לעיסוק íמוגבלי שאנו לב íנשי זאת, íע

ההסתברויות. מסדרת הטור את íבוני 45דהיינו,
ב1ֿ. רציפה Ga 46כלומר,
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יוצרות פונקציות 7

:r מספר להצלחה עד שנכשלו ברנולי ניסויי מספר – X שלילית: בינומית התפלגות דוגמה.
כי שלילי בינומי נקרא זה .(k ≥ r ,q = 1 − p (כאשר P{X = k} =

(
k−1
r−1

)
prqk−1

גיאומטרי. נקרא המקרי המשתנה ,r = 1 íא .(1− q)−r =
∑∞

k=1

(
k−1
r−1

)
qk

מקרי משתנה Y שלילי, בינומי מקרי משתנה X עבור היוצרת הפונקציה את לחשב נרצה
ïולכ ,(1− q)−r =

∑∞
k=r

(
k−1
r−1

)
qk−r .(P{Y = k} = pqk−1) גיאומטרית התפלגות íע

GX(s) =
∑∞

k=r pksk

= pr
∑∞

k=r

(
k−1
r−1

)
qk−rsk

= (ps)r
∑∞

k=r

(
k−1
r−1

)
(qs)k−r

= (ps)r(1− qs)−r

= ( ps
1−qs )r

איננה זו נוסחה .GX(s) = (GY (s))r ,ïכ íא .GY (s) = ps
1−qs ,r = 1 נציב íא ,ïמכא

íמקריי íמשתני r של íסכו הוא Xֿש ïמכא להסיק ïנית מיד, שנוכיח טענה ובעזרת מקרית,
.(Y (כמו גיאומטרית התפלגות íע שוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי

היא b = (b0, b1, . . .) ,a = (a0, a1, . . .) סדרות שתי של (convolution) קונבולוציה קונבולוציההגדרה.

.cn =
∑n

i=1 aibn−i עלֿידי המוגדרת a ∗ b = c = (c0, c1, . . .) סדרה

:c של היוצרת הפונקציה
Gc(s) =

∑∞
n=0 cnsn =

∑∞
n=0(

∑n
i=0 aibn−i)si+(n−i)

=
∑∞

n=0

∑n
i=0 ais

ibn−is
n−i

=
∑∞

i=1

∑∞
n=i ais

ibn−is
n−i

=
∑∞

i=0 ais
i
∑∞

k=0 bksk = Ga(s) ·Gb(s)

.Gc(s) = Ga(s) ·Gb(s) אז c = a ∗ b íא כלומר, (.k = n− i ,ïהאחרו (בשלב
íשמתקיי êכ íטבעיי íערכי íהמקבלי íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני Y וֿ Xֿש נניח

:Z = X + Y על נסתכל 47.P{Y = k} = qkֿו P{X = k} = pk

rn = P{Z = n} = P{X + Y = n} =
∑n

k=0 P{X = k, Y = n − k} =∑n
k=0 P{X = k}P{Y = n− k} =

∑n
k=0 pkqn−k

Y וֿ X íא כלומר, .GX+Y (s) = GZ(s) = GX(s) · GY (s) ïולכ ,r = p ∗ q כלומר,
.Y Xוֿ של היוצרות הפונקציות מכפלת Xהיא + Y íהסכו של היוצרת הפונקציה ,íבלתיֿתלויי
íערכי íהמקבלי íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני X1, . . . , Xn íא באינדוקציה, ,ïמכא

.GX1+...+Xn
(s) =

∏n
i=1 GXi

(s) אז ,íטבעיי
התפלגות íע íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני X1, . . . , Xr יהיו :íקוד שעשינו למה נזחור
בינומי מקרי משתנה הוא X1 + . . . + Xr ïלכ .GX1+...+Xn(s) = ( ps

1−qs )r אז גיאומטרית.
אותה (או התפלגות פונקציית אותה יש X = X1 + . . . + Xn מקרי למשתנה כלומר, שלילי.

.qֿל p ïבי קשר ïאי ï47כא
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הסתעפות תהליכי יוצרות7.1 פונקציות 7

התפלגות íע התפלגות שווי íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני r של íסכו של משקל) פונקצית
גיאומטרית.

íע íטבעיי íערכי íהמקבלי שוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתניX1, X2, . . . נניח
íע íטבעיי íערכי המקבל Xi בכל בלתיֿתלוי אחר מקרי משתנה N ויהי ,GX יוצרת פונקציה
לכל כלומר, .(S = 0 ,N = 0 íא) S = X1 + X2 + . . . + XN נגדיר .GN יוצרת פונקציה

.S(ω) = X1(ω) + X2(ω) + . . . + XN(ω)(ω) ,ω ∈ Ω

.GS(t) = GN (GX(t)) :33 טענה

GS(t) =
∑∞

n=0 tnP{S = n}
=

∑∞
n=0 tnP{X1 + . . . + XN = n}

=
∑∞

n=0 tn
∑∞

k=0 P{X1 + . . . + Xk = n | N = k}P{N = k}

הוכחה.

אז .P (A | B) = P (A) אז íבלתיֿתלויי Bֿו A íא כללי ïובאופ ,Xiֿב בלתיֿתלוי N אבל
=

∑∞
n=0 tn

∑∞
k=0 P{X1 + . . . + Xk = n}P{N = k}

=
∑∞

k=0 P{N = k}
∑∞

n=0 tnP{X1 + . . . + Xk = n}

(.íמתכנסי íהטורי כל כי הסכימה את óלהחלי (מותר
=

∑∞
k=0 P{N = k}GX1+...+Xn(t)

=
∑∞

k=0 P{N = k}(GX(t))k

= GN (GX(t))

.GN (u) =
∑∞

k=0 P{N = k}uk שהרי

הסתעפות תהליכי 7.1

6.3.2008 êכ (בנות) íבני Xi מוליד i מספר (íא) אב כל n + 1 ובדור Zn שמספרה n בדור אוכלוסייה יש
.G יוצרת פונקציה íע שוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני X1, . . . , XZn

שֿ
0 ïבזמ Z0

Z1 = X1 + . . . + XZ0

Z2 = X̃1 + . . . + X̃Z1

.G יוצרת פונקציה íע התפלגות אותה íלה ויש íבלתיֿתלויי íה íֿיXֿה כל
GN (s) =

∑∞
i=0 pis

i =
∑∞

i=0 e−λ λi

i! si = e−λ
∑∞

i=0
(λs)i

i! = e−λeλs = eλ(s−1)

ïפואסו מקרי משתנה הוא S – GS(u) = GN (GX(u)) = eλ(1−p+pu−1) = eλp(u−1)

.pλ פרמטר íע

.íֿפעמיn GZn
(s) = G(G(. . . (G(s)) . . .)) .Z0 = 1 נניח :34 טענה

.GZ1(s) = G(s) :n = 1 באינדוקציה. הוכחה.
.n = k + ל1ֿ ונוכיח n = 1, . . . , k לכל ïנכו שזה נניח

{Xi} ,Zk+1 = X1 + . . . + XZk
ïשכ) הנוסחה לפי GZk+1(s) = GZk

(G(s))

GZk
(u) = האינדוקציה, הנחת לפי יוצרת). כפונקציה G íע ושוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי
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יוצרות פונקציות פשוט7 אקראי êמהל של חזרות 7.2

כנדרש. ,GZk+1(s) = G(G(. . . (G(s)) . . .)) אז ,íפעמי k G(G(. . . (G(u)) . . .))

,µ 6= 1 עבור σ2 def= VarZn = σ2µn−1 µn−1
µ−1 ,µn

def= EZn = µn ,µ = EX1 :35 טענה
.(σ2 = VarX1) µ = 1 עבור = σ2n

48.lims↑1 G′n(s) = (G′n(1)) = EZn הוכחה.
:s ↑ 1 לגבול נעבור .G′n(s) = G′n−1(G(s))G′(s) ונקבל נגזור 49;Gn(s) = Gn−1(G(s))

.EZn = EZn−1µ

ïלכ .lims↑1 G′n−1(G(s)) = limu→1 G′n−−1(u) = EZn−1 אז ,lims↑1 G(s) = 1

.EZn = µn

.VarY = G′′Y (1) + G′Y (1)− (G′Y (1))2 הוכחנו

[íבינתיי [חסר 10.3.2008

פשוט אקראי êמהל של חזרות 7.2

Xk = 1 שוויֿהתפלגות, íבלתיֿתלויי íמקרייíמשתני {Xk} Snכאשר =
∑∞

k=1 Xk ,S0 = 0 13.3.2008

ל0ֿ. Sn חזרת את לתאר íמעונייני אנו אחרת. Xk = −1 ,p בהסתברות
.p0(0) = 1 íמתקיי .p0(n) = P{Sn = 0} נגדיר

.f0(0) = 0 ïכא íג .f0(n) = P{S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , Sn−1 6= 0, Sn = 0} íג נגדיר
Bk וֿ= An = {Sn = 0} עלֿידי הנתונות המאורעות סדרות של ההסתברויות íבעצ אלה

.{S1 6= 0, . . . , Sk−1 6= 0, Sn = 0}
סופי. הוא לאפס T0 החזרה ïשזמ êלכ ההסתברות היא

∑∞
n=1 P (Bn) =

∑∞
n=1 f0(n)

êהמהל ,P (
⋃

Bn) = 1 íא .P (
⋃∞

n=1 Bn)ֿל שווה זו הסתברות ,íזרי Bn שהמאורעות ïמכיוו
חוזר. איננו êהמהל אחרת, חוזר; נקרא

50.0 ≤ s < 1 עבור F (s) =
∑∞

n=1 snf0(n)ֿו P (s) =
∑∞

n=0 snp0(n) נגדיר

F (s) = (ג) ;P (s) = (1 − 4pqs2)−
1
2 (ב) ;P (s) = 1 + P (s)F (s) (א)51 :36 משפט

.1− (1− 4pqs2)
1
2

נקבל השלמה ההסתברות מנוסחת ïלכ זר, איחוד זהו .An =
⋃n

k=1(Bk ∩ An) הוכחה.
.p0(n) =

∑n
k=1 P (An | Bk)f0(k) ïלכ .P (An) =

∑n
k=1 P (An | Bk)P (Bk)

íמתקיי ïלכ ,Xk+1 + . . . + Xn = 0 íא ורק íא íהתקיי Bkֿש בתנאי íמתקיי An

הנוסחה את נקבל ïמכא .P{Xk+1 + . . . + Xn = 0} = P{Sn−k = 0} = p0(n − k)

ïלכ .p0(n) =
∑n

k=1 p0(n− k)f0(k)

גבולות ïה הנגזרות כל ל1ֿ; מעבר מוגדרת בהכרח לא הפונקציה ïשכ ממש, G′n(1) על לדבר ïנית תמיד לא 48למעשה,

.G(n)(1) = lims↑1 G(n)(s)

,GY () = 1 ;s ↑ 1 כאשר עולה זו ופונקציה s ≥ 0 עבור GY (s)
P∞

i=0 pis
i ïשכ שכזו, הרכבה על לדבר 49מותר

.0 ≤ s < ב1ֿ GY (s) < 1 אז
.íמתבדרי אולי íהטורי ,s = 50ב1ֿ

למה. נרחיב לא אבל הזה, êמלמהל כללי 51יותר
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P (s)− 1 =
∑∞

n=1

∑n
k=1 p0(n− k)sn−kf0(k)sk

=
∑∞

k=1

∑∞
n=k f0(k)skp0(n− k)sn−k

= (
∑∞

k=1 f0(k)sk)(
∑∞

m=0 p0(m)sm)

= F (s)P (s)

לכל p0(n) = 0 זוגי: להיות חייב n Sn,אז = 0 íא .p0(n) = P{Sn = 0} לחשב íרוצי (ב)
.p0(2l) =

(
2l
l

)
(pq)l ושמאלה. ימינה íפעמי l ללכת אפשרויות

(
2l
l

)
יש ;n = 2l ניקח איֿזוגי. n

P (s) =
∑∞

l=0

(
2l
l

)
(pq)ls2l(

2l
l

)
= (2l)!

(l!)2 = 2ll!(1·3·...·(2l−1))
(l!)2 = 2l(1·3·...·(2l−1))

l! מביתֿספר: תרגיל
=

∑∞
l=0

1·3·...·(2l−1)
l! (2pqs2)l) לכתוב נוכל אז

טיילור וטור תמיד, pq ≤ 1
4 (בדוק!). (1− 2x)−

1
2 =

∑∞
l=0

1·3·...·(2l−1)
l! xl מאינפי: תרגיל

.= (1− 4pqs2)−
1
2 ולקבל x = 2pqs2 להציב נוכל ïלכ הזה. íבתחו מתכנס ודאי הזה

.F (s) = P (s)−1
P (s) = 1− 1

P (s) = 1− (1− 4pqs2)
1
2 (ג)

נחשב: כעת,
היא F (1) =

∑∞
n=1 f0(n) .F (1) = lims→1(1− (1− 4pqs2)

1
2 ) = 1− (1− 4pq)

1
2

:1 היא מתי נבדוק סופי. ïבזמ חוזר êשהמהל êלכ ההסתברות כלומר החזרה, הסתברות
(1− 4pq)

1
2 = (1− 4p(1− p))

1
2 = (1− 4p + 4p2)

1
2 = ((1− 2p)2)

1
2 = ((q− p)2)

1
2 =

|q − p|
.F (1) < 1 אחרת ,p = q = 1

2 íא F (1) = 1− |q − p| = 1 ,ïכ íא

מרקוב שרשראות 8

íא מרקוב שרשרת מגדירה X1, X2, . . . íמקריי íמשתני של סדרה 17.3.2008הגדרה. מרקוב שרשרת

P (Xi+1 = a | X1, X2, . . . , Xi) = P (Xi+1 = a | Xi)

.íהקוד המקרי המשתנה את רק "זוכרת" השרשרת כלומר,

מרקוב. לשרשרת דוגמה היא íבלתיֿתלויי íמשתני של סדרה דוגמה.

מרקוב מטריצות 8.1

הנתונה P מטריצה היא מרקוב מטריצת .{1, 2, . . . , s} íמצבי s של קבוצה נתונה הגדרה. מרקוב מטריצת

את מייצגות Pij המעבר הסתברויות ;
∑s

j=1 Pij = ו1ֿ 1 ≤ i, j ≤ s כאשר ,Pij ≥ 0 עלֿידי
52.j למצב i ממצב לעבור ההסתברות

המתואר למצב בשורה המתואר מהמצב שנעבור ההסתברות מופיעה תא בכל .s = 3 דוגמה.
בעמודה:

התפלגות. íמגדירי íה ïלכ ,1 הוא Pij הֿ íסכו ,i 52לכל
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מרקוב שרשראות 8ïזמ êלאור התנהגות 8.2

íגשו ïמעונ נאה
íגשו 1

3
1
3

1
3

ïמעונ 1
4

1
2

1
4

נאה 1
6

1
6

2
3

.1 הוא שורה בכל íהסכו

P (X2 = j | X1 = i) = Pij íמתקיי íא Pij למטריצה מתאימה X1, X2, X3 סדרה
.qi ≥ ו0ֿ

∑s
i=1 qi = כש1ֿ qi = P (X1 = i) נניח .P (X3 = j | X1 = k, X2 = i) = Pijֿו

ולכל ,Ω = {1, 2, . . . , s}3 :íהמדג מרחב ומהו íהמשתני של המלאה ההתפלגות מה לומר ïנית
.P (X1 = i, X2 = j, X3 = k) = qipijpjk ,(i, j, k) ∈ Ω

,(i1, . . . , in) ∈ Ω ועבור ,{1, 2, . . . , s}n = Ω יהיה íהמדג מרחב ,íמשתני n עבור
.P (X1 = i1, X2 = i2, . . . , Xn = in) = qi1pi1i2 · . . . ·in−1in

קרה íא íהיו קורה k (מאורע P (X3 = k | X1 = i) ההסתברות מה לחשב נרצה כעת,
:(íשלשו i מאורע

P (X3 = k | X1 = i) =
∑

j P (X3 = k | X1 = i, X2 = j)P (X2 = j,X1 = i)
P (X3=k,X1=i)

P (X1=i) =
∑

j
P (X3=k,X2=j,X1=i

P (X1=i)

=
∑

j
qiPijPjk

qi

=
∑

j PijPjk

.P (X3 = j | X1 = i) = (P 2)ij כלומר, עצמה. íעP המטריצה במכפלת ikֿה האיבר זהו
נכליל:

.P (Xt = j | X1 = i) = (P t−1)ij ,Pij מעבר הסת' íע {Xt} מרקוב בשרשרת :37 למה

íהולכי נקודה מכל .S = {0, 1, 2, . . . , 100} הוא íהמצבי מרחב מקרי). êהילו) דוגמה
בהסתברות פנימה íחוזרי בקצה, íנמצאי íוא , 12 בהסתברות ושמאלה 1

2 בהסתברות ימינה
.P0,1 = P100,99 = 1 ,Pi,i+1 = Pi,i−1 = 1

2 כלומר, :1

ïזמ êלאור התנהגות 8.2

?P (Xt = i | X1 = 0) למשל, על, לומר נוכל מה גדול, t עבור

סדרת קיימת íא j0 למצב i0 ממצב לעבור ïשנית íאומרי Pij מרקוב מטריצת עבור הגדרה.
כלומר, .Pikj0 > 0 ,Pik−1ik

> 0 , . . . ,Pi1i2 > 0 ,Pi0i1 > ש0ֿ êכ i1, . . . , ik íמצבי
לפי או, – P (Xk+2 = j | X1 = i) > 0 íמתקיי זו מטריצה לפי X1, X2, . . . מרקוב בשרשרת

.(P k+1)ij > ש0ֿ הלמה,

מצב. לכל מצב מכל לעבור ïנית íא ארגודית53 נקראת מקרוב מטריצת ארגודיותהגדרה.

איֿפריקה. כזו למטריצה íקוראי í53לעתי
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ïזמ êלאור התנהגות מרקוב8.2 שרשראות 8

jֿל iֿמ קשת íומסמני ïמכוו óגר כקדקודי S = {1, . . . , s} íהמצבי קבוצת על íחושבי íא
קשירֿחזק. ïהמכוו óהגר í"íא ארגודית שהמטריצה לומר ïנית ,Pij > 0 íא רק

לכל להגיע אפשר נקודה מכל חזקה: קשירות יש ,íמקוד המקרי êההילו בדוגמת דוגמה.
נקודה.

54.1 ≤ i, j ≤ s לכל (P k)ij > ש0ֿ êכ k íקיי íא רגולרית היא P מרקוב מטריצת הגדרה. רגולריות

:íמתקיי איננו זה תנאי המקרי, êההילו בדוגמת )דוגמה.
0 1 0
1
2 0 1

2
0 1 0

) (
0 1 0
1
2 0 1

2
0 1 0

)
=

( 1
2 0 1

2
0 1 0
1
2 0 1

2

)
הלאה. ïוכ

כאשר ,1 ≤ i ≤ s לכל limn→∞(Pn)ij = πj íמתקיי Pij רגולרית מטריצה עבור :38 משפט
מרקוב שרשרת עבור הסתברותי: בניסוח .

∑s
i=1 πiPij = πj íהמקיי הסתברויות וקטור הוא πj

.limn→∞ P (Xn = j | X1 = i) = πj רגולרית,

.P עבור הסטציונרית ההתפלגות נקראת π ההתפלגות סטציונרית התפלגות

.P · 1 = 1 אזי מרקוב, מרטיצת P ≥ 0 íא מאחדות. המורכב העמודה וקטור את ב1ֿ ïנסמ
.πP = π íהמקיי π עצמי שורה וקטור íג íקיי ,ïמכא .1 עצמי êער íע עצמי וקטור הוא 1 ïלכ

íנשי) .π0 = π100 = 1
200 וֿ 1 ≤ i < 100 לכל πi = 1

100 המקרי, êההילו בדוגמת דוגמה.
רגולרית.) המטריצה בהיות תלוי לא כזה π íשקיו לב

המשפט: להוכחת ניגש

נסתכל .c = min0≤i,j≤s Pij ïנסמ .1 ≤ i, j ≤ s Pijלכל > 0 בו במקרההפרטי נתחיל הוכחה.
,limn→∞ Pnu = λ1 ,u וקטור שלכל ונראה 0 ≤ u1, . . . , us עמודות וקטורי על P פעולת על
(uֿב והמינימלית המקסימלית (הקואורדינטה T (u) = umax − umin ïנסמ .uֿב תלוי λ כאשר

:T (Pu) את ונחשב
(Pu)i =

∑
j

Pijuj ≤ c · umin + (1− c)umax

,(Pu)min ≥ c · umax + (1 − c)umin íוג (Pu)max ≤ c · umin + (1 − c)umax ,ïמכא
ïולכ

T (Pu) = (Pu)max − (Pu)min ≤ −(1− 2c)umin + (1− 2c)umax = (1− 2c)T (u)

ïלכ ,1 − 2c < 1 ,2 × מ2ֿ גדולה המטריצה íא .T (Pnu) = (1 − 2c)nT (u) באינדוקציה,
.limn→∞ Pnu = λ1 ïולכ מעריכי, בקצב T (Pnu) n→∞→ 0

ïלכ קבוע, עמודה וקטור ïיית íמה אחד שכל עמודה וקטורי sֿב Pn הכפלת היא Pn(P )

íמקיי הגבול íג ïלכ ,1 תמיד הוא Pn של השורות íסכו .πֿב זו שורה ïנסמ זהות. שורות נקבל
.1 =

∑s
i=1 πi זאת:

לינארית. באלגברה שמוגדר ïבמוב ברגולריות מדובר ïשאי לב íלשי 54יש
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.π = πP ïולכ ,limPn+1 = lim Pn .(lim Pn)(P ) =

−π−
...

−π−

 (P ) =

−πP−
...

−πP−


מתקבל עבורו c íשקיי לראות כדי 55P k עבור ïהראשו במקרה íנעזרי הכללי, במקרה

.T (P knu) = (1− 2c)nT (u)

ïהמכוו óבגר íמסתכלי רגולרית, היא íא לבדוק כדי ארגודית. מרקוב מטריצת P שֿ נניח
ארכי של המקסימלי óהמשות המחלק את dֿב íמסמני .íפשוטי íסגורי íמסלולי על שתיארנו

פרטי: מקרה נוכיח 56.d = 1 í"íא רגולרית P הללו. íהמסלולי כל

íארכי íע P עלֿידי שמוגדר ïהמכוו óבגר íפשוטי íסגורי íמסלולי שני íקיימי íא :39 טענה 20.3.2008

רגולרית. P המטריצה אזי מצב, לכל מצב מכל לעבור ואפשר 1 = (l1, l2) íהמקיימי l2ֿו l1

.k êבאור jֿל iֿמ óבגר מסלול יש jֿו i לכל אז ,jֿו i לכל 0 < (P k)ij הוכחה.

עבור al1 + bl2 íכסכו לכתיבה ïנית l2ֿומ l1ֿמ הגדול מספר כל ,1 = (l1, l2) íא :1.39 למה
.a, b ≥ 0

כל את íמקבלי l1 של הכפולות כל על íעוברי כאשר .l1 < l2 הכלליות, הגבלת בלי הוכחה.
כנדרש. גדול מספיק מספר כל ולקבל ïבה להשתמש ïנית ;l2 מודולו השאריות

ואפשר סופי הזוגות מספר כי ,N לֿ שווה או מֿ ïקט êבאור מסלול יש jֿו i כל ïשבי êכN íקיי
את שיפתרו b ≥ ו0ֿ a ≥ 0 למצוא ïנית :k = 10N + l1l2 נגדיר .j לכל i מכל מסלול למצוא
המחבר k êבאור מסלול יש jֿו i לכל ïולכ ,m1(i) + al1 + m + bl2 + m2(j) = k המשוואה

.(P k)ij > 0 כלומר, :jֿל i את

íבוחרי :ρ ∈ S52 תמורה הוא 1, 2, . . . , 52 íהקלפי סידור .(íקלפי חפיסת (ערבוב דוגמה
מכפלה íמבצעי החדש; למקומו אותו íומחזירי ïהעליו óהקל את íמוציאי ל52ֿ; 1 ïבי íמקו

הללו. התמורות מ52ֿ אחת באקראי íבוחרי כאשר התמורות בחבורת
כל את íיוצרי אלה íוחילופי ,2 ≤ i ≤ 52 לכל (1 i) óלחילו שמביא מסלול יש
המוגדרת מרקוב מטריצת ïולכ תמורה, לכל (1 2 . . . s) מהתמורה מסלול יש התמורות.

רגולרית. היא זו פעולה עלֿידי
בכל יש מרקוב בשרשרת אז קשתות, 51 מגיעות תמורה ולכל קשתות 51 יוצאות ρ מכל
לכל 1

52! משקל ïנות זו מטריצה עבור π ,ïמכא מ0ֿ. íהשוני íאיברי של קבוע מספר עמודה
מהתמורות. אחת

בקירוב יהיה íהקלפי סידור מספיק, לnֿגדול íפעמיn הערבוב פעולת על íחוזרי íא מסקנה:
,52! ≈ 51n מתי כלומר הקירוב, טיב את לחשב (כדי .íהאפשריי íהסידורי 52! כל על אחיד

סטירלינג.) בנוסחת להיעזר נוכל

.P מרגולריות כזה, íקיי – P k > ש0ֿ êכ k55

.1 מקסימלי óמשות למחלק שמביאה íמסלולי של קטנה קבוצה למצוא מספיק 56כלומר,
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íמומנטי יוצרות פונקציות 9

.X של kֿה המומנט נקרא EXk ,X מקרי משתנה עבור 24.3.2008הגדרה. מומנט

היא X של íהמומנטי יוצרת הפונקציה מקרי. משתנה X יהי הגדרה. íמומנטי יוצרת פונקציה

MX(t) = EetX =


∑

etxkP (X = xk) xk íערכי ומקבל בדיד X∫∞
−∞ etxf(x)dx f צפיפות íע óרצי X

כלומר, :M (k)
X (0) = dkMX(t)

dtk |t=0= EXk , . . . ,dMX(t)
dt |t=0= EXֿש לב íנשי

.íהמומנטי את לקבל ïנית t = ב0ֿ MX מנגזרות
.íרציפי íמקריי íלמשתני íג מוגדרת íמומנטי יוצרת פונקציה יוצרת, לפונקציה בניגוד

לב íנשי :|t| < a לכל íקיי MX(t)ֿש êכ a > 0 íקיי כאשר שימושית MX(t)

שרדיוס חזקות, טור זהו ;MX(t) = EetX = E(
∑∞

k=0
tkXk

k! ) =
∑∞

k=0
tk

k! E(Xk)ֿש
íשלה íהמומנטי יוצרת שהפונקציה íמקריי íמשתני (ויש בלבד 0 להיות יכול שלו ההתכנסות

.(t = ב0ֿ רק קיימת
כאשר ,MX(t) = EetX =

∑∞
k=0 etkfX(k) = GX(et) ,íטבעיי íערכי מקבל X íא

.X של היוצרת הפונקציה היא GX

תכונות 9.1

לכל íקיימי MY (t)ֿו MX(t)ֿש êכ íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני Y וֿ X יהיו :40 משפט
.MX+Y (t) = MX(t)MY (t) ,|t| < a לכל אז .(a > 0) |t| < a

התוחלות.) מכפלת היא íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני íסכו שתוחלת êמכ (נובע הוכחה.

משתנה שעבור ונניח (a > 0) |t| < a לכל íקיי MX(t)ֿש êכ מקרי משתנה X יהי :41 משפט
FX ההתפלגות פונקציית אזי .MX(t) = MY (t) (b > 0) |t| < b ≤ a לכל íמתקיי Y מקרי

5857.Y של FY ההתפלגות לפונקציית שווה X של

של ההתפלגות פונקציות ,EXk = EY k íמתקיי k ∈ N ולכל íמקריי íמשתני Y וֿ X íא
בסביבה קיימות MY (t)ֿו MX(t) íא אלא – נגדית) דוגמה לבנות ïנית) שוות בהכרח לא Y וֿ X

חיובי.59 ההתכנסות רדיוס כלומר ,0 של

íמומנטי יוצרות פונקציות íע íמקריי íמשתני X1, X2, . . . יהיו (הרציפות): 42 משפט
limn→∞MXn

(t) = M(t) נניח .(a > 0) |t| < a לכל שקיימות MX1(t),MX2(t), . . .

.X מקרי משתנה של íמומנטי יוצרת פונקציה היא M(t)ֿש ונניח ,(b > 0) |t| < b ≤ a לכל
נקודת בכל X של FX ההתפלגות לפונקציית מתכנסות FX1 , FX2 , . . . ההתפלגות פונקציות אז

.FX של רציפות
.b = aֿש íג êמכ 57נקבל

אותו. נוכיח לא טריוויאלי, איננו זה שמשפט ó58עלֿא
זה. במקרה Y וֿ X התפלגויות ïבי ïלשוויו מספיק תנאי מתקבל ï59מכא
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íמוכרי íמשתני של íמומנטי יוצרות פונקציות 9.2

נורמלי מקרי משתנה 9.2.1

אזי .(1 ושונות 0 (תוחלת X ∼ N(0, 1) יהי
MX(t) =

∫∞
−∞ etx 1√

2π
e−

x2
2 dx

= 1√
2π

∫∞
−∞ e−

1
2 (x2−2tx+t2)e

1
2 t2dx

= e
t2
2

(
1√
2π

∫∞
−∞ e−

1
2 (x−t)2d(x− t)

)
= e

t2
2

.(X = σY +µ) סטנדרטי נורמלי מקרי משתנה זהו ;Y = X−µ
σ נגדיר ,X ∼ N(µ, σ2)íא

ואז ,MY (t) = e
t2
2 למעלה, החישוב לפי

MX(t) = Eetx = EetσY +tµ

= etµEe(tσ)Y

= etµMY (tσ)

= etµe
1
2 σ2t2 = etµ+ 1

2 σ2t2

פונקציית ,íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני Y ∼ N(µ2, σ
2
וֿ(2 X ∼ N(µ1, σ

2
1) íא

היא Z = X + Y של ההתפלגות
MZ(t) = MX+Y (t)

= MX(t)MY (t)

= eµ1t+ 1
2 σ2

1t2eµ2t+ 1
2 σ2

2t2

= e(µ1+µ2)t+
1
2 (σ2

1+σ2
2)t2

.σ2
1 + σ2

2 ושונות µ1 + µ2 ממוצע íע נורמלי מקרי משתנה של íמומנטי יוצרת פונקציה זוהי
.Z ∼ N(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2) ïלכ ההתפלגות, את יחיד ïבאופ מגדירה íמומנטי יוצרת פונקציה

Γ התפלגות 9.2.2

אחרת. f(x) = 0 ,x ≥ 0 עבור f(x) = λα

Γ(α)x
α−1e−λx

אז .αֿו λ íפרמטרי íע Γ התפלגות íע מקרי משתנה X יהי
MX(t) =

∫∞
−∞ etx λα

Γ(α)x
α−1e−λxdx

= λα

Γ(α)

∫∞
0

xα−1e(t−λ)xdx

óבסו נקבל ,u = (t − λ)x משתנה החלפת עלֿידי ;íקיי זה אינטגרל ,λ > t עבור
.t < λ לכל MX(t) = ( λ

λ−t )
α

אקספוננציאלית התפלגות 9.2.3

íא .(f(x) = λe−λx צפיפות (פונקציית α = 1 עבור מתקבלת אקספוננציאלית התפלגות
לעיל מהחישוב ,λ פרמטר íע שוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני X1, X2, . . . , Xn
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.MX1+...+Xn(t) = ( λ
λ−t )

nֿו MXi(t) = λ
λ−t נקבל

χ2 התפלגות 9.2.4

.(Xi ∼ N(0, 1)) íסטנדרטיי íנורמליי íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני X1, X2, . . . , Xn יהיו
זוהי חופש. דרגות n íע χ2 התפלגות נקראת שלו ההתפלגות :Z = X2

1 + . . . + X2
n על נסתכל

:α = n
2 וֿ λ = 1

2 íפרמטרי íע Γ התפלגות
MZ(t) = (MX2

i
(t))n = (

∫∞
−∞ etx2 1√

2π
e−

x2
2 dx)n

= ( 1√
2π

∫∞
−∞ e

− x2

2( 1
1−2t

) dx)n

= ( 1
1−2t )

n
2

= (
1
2

1
2−t

)
n
2

מתארת (
1
2

1
2−t

)
n
2 התוצאה ;σ2 = 1

1−2t ïוכא ,σ ·
1

σ
√

2π

∫∞
−∞ e−

x2

2σ2 dx = σ כללי, ïבאופ
להראות. שרצינו כפי ,α = n

2 וֿ λ = 1
2 íפרמטרי íע Γ התפלגות

המרכזי הגבול משפט 10

íע שוויֿהתפלגות íבלתיֿתלויי íמקריי íמשתני X1, X2, . . . יהיו המרכזי): (הגבול 43 27.3.2008משפט

,x לכל אז .Yn =
Pn

i=1 Xi−nµ

σ
√

n
=

Pn
i=1(Xi−µ)

σ
√

n
נגדיר .VarX1 = σ2 ,EX1 = µ

P{Yn ≤ x} n→∞→ 1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2
2 du = Φ(x)

.Yn ⇒ Z ∼ N(0, 1) כלומר

.t ∈ (−a, a) לכל קיימת MX1(t) = EetX1 שֿ למקרה רק נוכיח בדיוק). (לא הוכחה
MYn(t) = (MX1−µ

σ
√

n

(t))n = (Ee
t

X1−µ

σ
√

n )n

=
(
1 + E(tX1−µ

σ
√

n
) + 1

2E(t2 (X1−µ)2

σ2n + o( 1
n )

)n

ïלכ .o( 1
n ) < 1

n ïולכ o( 1
n )
1
n

→ ו0ֿ ,E(X1 − µ)2 = σ2 ואז E(X1 − µ) = 0 אבל

= (1 + 0 + 1
2 ·

t2

n + o( 1
n ))n

→ e
t2
2 = E(etZ)

.EYn
(x) n→∞→ Φ(x) x לכל היחידות, ומשפט הרציפות משפט לפי .Z ∼ N(0, 1) עבור

התכנסות יש ïכא .X,−X, X,−X, . . . בסדרה ïנתבונ .X ∼ N(0, 1) יהי דוגמה.
אחרת. התכנסות לא êא בהתפלגות

40 ïבי כשר מטבע בהטלת פלי שמתקבל íהפעמי מספר הוא X נורמלי). (קירוב דוגמה
.P{X = 21} =

(
40
21

)
( 1
2 )40 הוא המדוייק êהער .P{X = 21} את לחשב נרצה הטלות.
.10 היא והשונות 20 היא X של התוחלת קירוב. רק למצוא íג ïנית
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P{X = 21} = P{20.5 < X ≤ 21.5} = P{0.5 < X − 20 ≤ 1.5}
= P{ 0.5√

10
< X−20√

10
≤ 1.5√

10
}

≈ Φ( 1.5√
10

)− Φ( 0.5√
10

)

íשא êבכ השתמשנו ,óבנוס .σ
√

n = 1
2

√
40 =

√
10 כי

√
ב10ֿ היא (החלוקה

(.P{a < Yn ≤ b} → Φ(b)− Φ(a) אזי P{Yn ≤ a} → Φ(a)ֿו P{Yn ≤ b} → Φ(b)

0 < λ < 1 עבור e−nλ
∑n

k=0 f( k
n ) (nλ)k

k! → f(λ) כי הוכחנו לבחינות). (חביבה דוגמה
החלשה בצורה íהגדולי íהמספרי חוק באמצעות נראה עכשיו וחסומה; רציפה f כאשר

. 12f(1)ֿל óשוא זה ביטוי ,λ = 1 שעבור

פרמטר íע ïפואסו Xi עבור הוא, זה ביטוי :e−n
∑n

k=0
nk

k!

n→∞→ 1
2 נוכיח ראשית הוכחה.

,1
P{X1 + . . . + Xn ≤ n} = P{

∑n
i=1(Xi − 1) ≤ 0}

= P{
Pn

i=1(Xi−1)√
n

≤ 0}
→ 1√

2π

∫ 0

−∞ e−
u2
2 du = 1

2

(.
∫ 0

−∞ h(u)du =
∫∞
0

h(u)du = 1
2 ïלכ זוגית, h(u) = e−

u2
2 (הפונקציה

כעת,
e−n

∑n
k=0 f( k

n )nk

k! = e−n
∑n

k=0(f( k
n − f(1))nk

k! +

+f(1)e−n
∑n

k=0
nk

k!

.e−n
∑n

k=0(f( k
n )−f(1))nk

k! → נותרלהראות0 ïלכ ,e−n
∑n

k=0
nk

k! →
1
2 יודעיíשֿ

אז .|f(x)− f(1)| ≤ ε אז |x− 1| < δ íשא êכ δ > 0 נבחר ;ε > 0 יהי
e−n

∑n
k=0(f( k

n )− f(1))nk

k! ≤ e−n
∑

k:1− k
n >δ |f( k

n )− f(1)|n
k

k! +

+e−n
∑

k:1− k
n≤δ,k≤n |f( k

n )− f(1)|n
k

k!

≤ 2Me−n
∑

k:1− k
n >δ

nk

k! + ε

.M = supx∈[0,1] f(x) כאשר
של החלש החוק ולפי 60,

∑
k:1− k

n >δ e−n nk

k! = P{1 − X1+...+Xn

n > δ}ֿש לב íנשי
כנדרש. ,P{1− X1+...+Xn

n > δ} → 0 ,íהגדולי íהמספרי

ïפואסו êתהלי 11

íערכי íהמקבלי N = {N(t), t ≥ 0} íמקריי íמשתני משפחת זאת ïפואסו êתהלי פואסוïהגדרה. êתהלי 31.3.2008

שֿ êכ íטבעיי
;N(0) = ו0ֿ ,N(t) ≥ N(s) אז t > s íא כלומר עולה, משפחה N(t) א.

המקרי המשתנה של êהער הוא k כאשר התנאי, את íהמקיימי íֿיk לקבל ההסתברות את "óאוס" í60הסכו

.(Xi ∼ P (1) (שהרי X1 + . . . + Xn ∼ P (n)
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;u ≤ s עבור N(u) בכל בלתיֿתלוי N(t)−N(s) אז t > s íא ב.

P{N(t + h)−N(t) = k} =

λh + o(h) k = 1

1− λh + o(h) k = 0
ג.

:
∑

k>1 P{N(t + h) −N(t) = k} = o(h) ולמעשה ,o(h) אז k > 1 íשא נובע ïלכ
k > 1 לכל ההסתברות ïלכ .1+ o(h) íמקבלי k = 0, 1 ועבור ,1 הוא ההסתברויות íסכו

.o(h) להיות íג צריכה

.ïזמ היא t משמעות

.P{N(t) = k} = e−λt (λt)k

k! כלומר ,λtפרמטרíע ïפואסו N(t)הואמשתנהמקרי :44 משפט

.Pk(t) = P{N(t) = k} ïנסמ הוכחה.

Pk(t + h) = P{N(t + h) = k}
=

∑k
m=0 P{N(t + h) = k | N(t) = m}P{N(t) = m}

=
∑k

m=0 P{N(t + h)−N(t) = k −m | N(t) = m}P{N(t) = m}
=ב'

∑k
m=0 P{N(t + h)−N(t) = k −m}P{N(t) = m}

=
∑k−2

m=0 P{N(t + h)−N(t) = k −m}P{N(t) = m}+
+P{N(t + h)−N(t) = 1}P{N(t) = k − 1}+
+P{N(t + h)−N(t) = 0}P{N(t) = k}

= o(h) + (λh + o(h))Pk−1(t) + (1− λh + o(h))Pk(t)

ונקבל hֿב נחלק .Pk(t + h) = λhPk−1(t) + Pk(t) − λhPk(t) + o(h) ,êלפיכ
.P ′k(t) = λPk−1(t)−λPk(t) ,h → 0 כאשר .Pk(t+h)−Pk(t)

h = λPk−1(t)−λPk(t)+ o(h)
h

נקבל k = 0 עבור .k ≥ 1 עבור ïנכו זה

P0(t + h) = P{N(t + h) = 0}
= P{N(t + h)−N(t) = 0 | N(t) = 0}P{N(t) = 0}
= P{N(t + h)−N(t) = 0}P{N(t) = 0}
= (1− λh + o(h))P0(t)

.P0(t + h) = (1− λh + o(h))P0(t) ,êלפיכ

.P ′0(t) = −λP0(t) ,h → 0 כאשר .P0(t+h)−P0(t)
h = −λP0(t) + o(h)

h ונקבל hֿב נחלק

כלומר ,P ′0(t) = −λP0(t)ֿו P ′k(t) = λPk−1(t) − λPk(t) משוואות: מערכת קיבלנו
.P0(0) = 1 הוא ההתחלה תנאי כאשר ,P0(t) = e−λt

אז .qk(t) = eλtPk(t) נגדיר

q′k(t) = λeλtPk(t) + eλtP ′k(t)

= λqk(t) + eλt(λPk−1(t) + λPk(t))

= λqk(t) + λqk−1(t)− λqk(t)

= λqk−1(t)
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ונקבל êנמשי 61.q1(t) = λt ïולכ q′1(t) = λ ,ïמכא .q′k(t) = λqk−1(t) ,q0(t) = 1 קיבלנו
.Pk(t) = e−λt (λt)k

k! ïלכ .qk(t) = (λt)k

k! עד וכו', q2(t) = λ2t2)
2 = (λt)2

2 ïולכ q′2(t) = λ(λt)

ïפואסו ïסימאו של ïהטלפו דוגמה:

.k מספר ïטלפו שיחת של ההגעה ïזמ – Tk = inf{t : N(t) = k} ïנסמ

íמקריי íמשתני X1, X2, . . . אז .k = 1, 2, . . . עבור Xk = Tk − Tk−1 נגדיר :45 משפט
כאשר P{X1 ≤ t} = 1 − e−λt ,P{X1 ∈ [a, b]} =

∫ b

a
λe−λtdt :íמעריכיי íבלתיֿתלויי

.a ≥ 0

,X1משתניíמקרייíבלתיֿתלוייíשוויֿהתפלגותעíהתפלגותאקספוננציאלית X2, . . . יהיו
.Tk = X1 + X2 + . . . + Xk ,T0 = 0 ונגדיר ,λ פרמטר íע

.N(t) = max{k ≥ 0 | Tk ≤ t} נגדיר

.P{N(t) = k} = e−λt (λt)k

k! כלומר ,λt פרמטר íע ïפואסו משתנה N(t) :46 משפט

(כאשר .P{Tk ≤ t} =
∫ t

0
λksk−1

(k−1)! e−λsds :Γ התפלגות יש Tkֿשל íקוד מצאנו הוכחה.
יורדת: המאורעות סדרת כי íמתקיי זה ;íמקסימו íקיי ïלכ ל0ֿ, óשוא זה ביטוי ,k → ∞

(.{X1 + . . . + Xk ≤ t} ⊃ {X1 + . . . + Xk+1 ≤ t}
נקבל זאת, באמצעות .{Tk ≤ t} = {N(t) ≥ k} כי לב íנשי

P{N(t) = k} = P{N(t) ≥ k} − P{N(t) ≥ k + 1

= {Tk ≤ t} − {Tk+1 ≤ t}
=

∫ t

0
λksk−1

(k−1)! e−λsds−
∫ t

0
λk+1sk

k! e−λsds

ונקבל ∫נחשב t

0
λk+1sk

k! e−λsds = λk+1

k!

∫ t

0
ske−λsds

(íבחלקי (→אינטגרציה = λk+1

k!

∣∣∣ sk e−λsds
ksk−1 − 1

λ e−λs

∣∣∣
= λk+1

k! (− 1
kske−λs) |t0 +λk+1

k! · k
λ

∫ t

0
sk−1e−λsds

= −λk

k! t
ke−λt + λk

(k−1)!

∫ t

0
sk−1e−λsds

כנדרש. ,P{N(t) = k} = λk

k! t
ke−λt = (λt)k

k! e−λt נקבל ïלכ

.k > 1 עבור Pk(0) = ש0ֿ ïמכיוו 0 הוא האינטגרציה 61קבוע
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