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החבורות תורת 1

החבורות תורת 1

הגדרה 1.1

שֿ êכ ,e ∈ Gֿו בינארית1 פעולה · Gקבוצה, כאשר (G, ·, e) מערכת היא חבורה חבורההגדרה. 22.10.2007

∀a, b ∈ G ∃!a · b ∈ G קשירות: .1
∀a, b, c ∈ G (a · b) · c = a · (b · c) אסוציאטיביות: .2

∀a ∈ G a · e = e · a = a יחידה: איבר e .3
∀a ∈ G ∃b ∈ G : a · b = b · a = e הפכי: איבר íקיו .4

.∀a, b ∈ G ab = ba íא אבלית) (קומוטטיבית, חילופית נקראת חבורה חילופיתהגדרה. חבורה

חבורות. (F \ {0}, ·, וֿ(1 (F,+, 0) שדה, F íא כללי, ïבאופ חבורה; (Z,+, 0) דוגמה.
אבלית. חבורה הוא החיבור, פעולת íע וקטורי, מרחב כל

{1, . . . , n}ֿמ ועל החח"ע הפונקציות כל קבוצת Sn = perm({1, . . . , n}) תהי דוגמה.
ההרכבה פעולת הזהות. תמורת הוא הנייטרלי האיבר ההרכבה. לפעולת ביחס לעצמה,

קומוטטיבית. אינה זו חבורה ,2 < n עבור אסוציאטיבית.2

לפעולת ביחס GLn(F ) = {A ∈ Mn(F ) | detA 6= 0} הקבוצה שדה. F יהי דוגמה.
חבורה.3 היא eG = I היחידה איבר íע הכפל

(4.a−1 (נסמנו יחיד. a של b ההפכי האיבר :1 טענה

bֿב המשוואות שתי את נכפול ,ba = eֿש êכ b íשקיי מאחר ,ac2 = eֿו ac1 = e íא הוכחה.
באסוציאטיביות: ונשתמש

b(ac1) = (ba)c1 = ec1 = c1

b(ac2) = (ba)c2 = ec2 = c2

.c1 = c2 ונקבל ,b(ac1) = b(ac2) íג ,ac1 = ac2ֿש ïמכיוו

יחיד. ïפתרו יש xa = d או ax = d מהצורה למשוואה :2 מסקנה

,ac1 = ac2ֿש בעובדה רק השתמשנו הטענה בהוכחת .x = a−1d ,ïפתרו יש .(ax = d) הוכחה
.ïכא íג יחידות נקבל ïלכ

חבורות. Gשתי ,H יהיו הגדרה.
.ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b) ,a, b ∈ G לכל íא íהומומורפיז נקראת ϕ : G→ H פונקציה .1íהומומורפיז

.íמתקיי בהכרח שלא מה קומוטטיבית, פעולה מייצג שֿ+ שמקובל היא · ïבסימ לשימוש הסיבה כפל. בהכרח 1לא
.((f ◦ g) ◦ h)(x) = f ◦ g(h(x)) = f(g(h(x))) = f(g ◦ h(x)) = f ◦ (g ◦ h)(x) 2כי

.General Linear [Group] של קיצור הוא GL3

לקומוטטיביות. דרישה ïאי והרי , 1
a
· c או c · 1

a
הוא c

a
íהא ברור לא – 1

a
4לא
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סופיות חבורות החבורות1.2 תורת 1

ïלכ החיבור, על שומרת íוקטוריי íמרחבי שני ïבי לינארית טרנספורמציה כל דוגמה.
.íהומומורפיז היא

ערכית. חדֿחד ϕ íא íמונומורפיז ייקרא ϕ íהומומורפיז .2
על. ϕ íא íאפימורפיז ייקרא ϕ íהומומורפיז .3

ועל. חח"ע ϕ íא íאיזומורפיז ייקרא ϕ íהומומורפיז .4
.(G ∼= H ) שGֿוHֿאיזומורפיות נאמר ,íאיזומורפיז ϕ : G→ H íקיי íא איזומורפיות חבורות

5.ϕ(eG) = eH אזי חבורות, ïבי íהומומורפיז ϕ : G→ H íא :3 טענה

.a = e אזי ,ab = bֿו b ∈ G íא :1.3 למה הוכחה.

.e והוא יחיד, ïפתרו יש xb = b למשוואה הוכחה.

.ϕ(eG) = eH הלמה, עלֿפי אז .ϕ(eG) = ϕ(eG · eG) = ϕ(eG) · ϕ(eG) כעת,

סופיות חבורות 1.2

סימטרית.) תהיה זו טבלה קומוטטיבית, החבורה íא) כפל"). ("לוח כטבלה חבורה לייצג ïנית
(השורהתהיהתמורה בדיוק פעíאחת החבורה איברי כל יופיעו שורה היאשבכל 2 משמעותמסקנה
.∀a, b ∃!x : xa = b עמודות: לגבי íג ïנכו זה .∀a, b ∃!x : ax = b החבורה): איברי של

.("íקס ("ריבוע לטיני" "ריבוע íבעצ היא חבורה כל אז

1 מסדר חבורות 1.2.1

החבורה זוהי .e · e = eֿש êכ G = ({e}, ·, e) היא 1 מסדר האפשרית היחידה החבורה
הטריוויאלית.

לחבורה איזומורפי חבורה) למעשה שהוא ה0ֿ, את רק שמכיל הווקטורי (המרחב ה0ֿ מרחב
.1 מסדר חבורה קיימת ובפרט ,({e}, ·, e) ∼= ({0},+, 0) כלומר, הטריוויאלית.

2 מסדר חבורות 1.2.2

– נקבל בהכרח ,· הפעולה מתכונות .aֿו eֿב íהאיברי את ïנסמ
· e a

e e a

a a

רק להיות יכולה ,ïמכא .e = a ïכ לא íשא ,a · a = e בהכרח êא ;a · a מהו למצוא נותר
לחבורה). תוביל לא · הפעולה של אחרת הגדרה (כל íאיזומורפיז עדֿכדי ,2 מסדר אחת חבורה

:2 מסדר חבורה Z2הוא השדה דוגמה: עלֿידי אותה לספק ïנית ;íקיו הוכחת חסרה למעשה,
.G = ({e, a}, ·, e) ∼= ({0, 1},+, 0) = Z2

.1 לינארית מאלגברה ,ϕ טרל"נ עבור ϕ(0) = 0 כי לטענה אנלוגית זו 5טענה
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החבורות תורת סופיות1 חבורות 1.2

3 מסדר חבורות 1.2.3

– נקבל בהכרח .bֿו a ,eֿב íהאיברי את ïנסמ
· e a b

e e a b

a a

b b

– ונקבל ,a · a = b בהכרח ïלכ ;a = eֿו b · a = b נקבל אז כי ,a · a = e להגדיר איֿאפשר
· e a b

e e a b

a a b e

b b e a

.Z3 היא כזו לחבורה דוגמה .3 מסדר לחבורה היחידה האפשרות זו ,ïכא íג

4 מסדר חבורות 1.2.4

– נקבל בהרח .cֿו b ,a ,eֿב íהאיברי את ïנסמ
· e a b c

e e a b c

a a

b b

c c

אפשרויות: שלוש ïישנ כעת ;a · a 6= a

a · a = c a · a = b a · a = e

· e a b c

e e a b c

a a c

b b

c c

· e a b c

e e a b c

a a b

b b

c c

· e a b c

e e a b c

a a e

b b

c c

– ובהכרח
· e a b c

e e a b c

a a c e b

b b e c a

c c b a e

· e a b c

e e a b c

a a b c e

b b c e a

c c e a b

· e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e/a a/e

c c b a/e e/a
a ·a = b עבור לאפשרותהמתקבלת איזומורפית a ·a = e עבור (המודגשת) השנייה האפשרות
אפשרויות ,ïכמוֿכ .(ϕ(c) = c ,ϕ(e) = e ,ϕ(b) = a ,ϕ(a) = b עבורו ϕ íאיזומורפיז (עלֿידי
המתקבלות האפשרות שני, מצד (כתרגיל). a · a = c עבור המתקבלת לאפשרות איזומורפיות אלה
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תתֿחבורות החבורות1.3 תורת 1

איברי קבוצות :a · a = e עבור המתקבלת הראשונה לאפשרות איזומורפית אינה a · a = b עבור
.ïהאלכסו על לשמור שיוכל íאיזומורפיז ïאי ïולכ שונות, ïהאלכסו

בה ,Z2 × Z2 = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} היא a · a = e íמהדג לחבורה דוגמה
.Z4 = {0, 1, 2, 3} היא a · a = b íמהדג לחבורה דוגמה ;a איבר לכל a+ a = 0

תתֿחבורות 1.3

– íא חלקית) (חבורה תתֿחבורה Gתיקרא Hשל תתֿקבוצה Gחבורה, íא 24.10.2007הגדרה. תתֿחבורה

;H 6= ∅ .1
;a · b ∈ H íג a, b ∈ H לכל .2

.a−1 ∈ H íג a ∈ H לכל .3

.H ≤ G íמסמני 6.G של פעולה לאותה ביחס Hחבורה כלומר,

.e ∈ H מהתכונות, :4 מסקנה

a, b ∈ H לכל ⇐⇒ חלקית חבורה H אזי ריקה. לא תתֿקבוצה H ⊆ G חבורה, G :5 טענה
.a−1b ∈ H íג

כתרגיל. הוכחה.

חלקית. חבורה היא íגH =
⋂
i∈I Hi אזי ,G של תתֿחבורות של óאוס {Hi}i∈I íא :6 טענה

.íמתקיי 1 ותנאי ריקה Hאינה ובפרט e ∈
⋂
Hi = H ïלכ ,i לכל e ∈ Hi הוכחה.

,ïמכא תתֿחבורות); (אלו a · b ∈ Hi ,i לכל ïולכ ,i לכל a, b ∈ Hi אזי a, b ∈ H íא
.íמתקיי 2 ותנאי ,a · b ∈ H

.íמתקיי 3 ותנאי ,a−1 ∈ H ,ïמכא ;a−1 ∈ Hi ,i לכל ïולכ ,i לכל a ∈ Hi אזי a ∈ H íא

חלקית. H1חבורה ∩H2 = 35Z אז .H1 = 5Z ,H2 = 7Z ,G = Z דוגמה.

איננה H1 ∪H2 הנ"ל, בדוגמה מתקיימת: אינה תתֿחבורות לאיחוד המקבילה הטענה
לא. 5 + 7 êא בה, íנמצאי ו7ֿ 5 למשל, – חלקית חבורה

Ŝ =
⋂
{H : H ≤ G ∧ S ⊆ H} ïנסמ תתֿקבוצה. S ⊆ Gֿו חבורה G תהא :7 מסקנה

החבורה וזו ,G של חלקית חבורה Ŝ אזי .S את המכילות G של החלקיות החבורות כל êחיתו –
7.S את המכילה המינימלית החלקית

ותתֿהקבוצה (0 יחידה איבר íע) לחיבור ביחס חבורה R íאמנ למשל, פעולה: באותה שמדובר êלכ לב íלשי 6חשוב

.R של חלקית חבורה איננה R∗ êא ,(1 יחידה איבר íע) לכפל ביחס חבורה מהווה R∗ = R \ {0}
.íוקטורי קבוצת עלֿידי הנפרש וקטורי למרחב אנלוגי זה 7דבר
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החבורות תורת ציקליות1 חבורות 1.4

– ïנסמ תתֿקבוצה. S ⊆ G :8 טענה

〈S〉 = {xε11 · xε22 · · ·xεn
n : n ∈ N ∪ {0}, εi = ±1, xi ∈ S}

〈S〉 = Ŝ אזי .(e היא 0 êבאור המילה כאשר ,S מאיברי המורכבות "íה"מילי כל óאוס (זהו
.S עלֿידי הנוצרת החלקית החבורה הנוצרתהיא החבורה

xε11 · · ·xεn
n , y

δ1
1 · · · yδm

m ∈ S íא ;e ∈ 〈S〉 ,ïואכ חלקית. חבורה היא 〈S〉ֿש נראה הוכחה.
íג ïולכ (xε11 · · ·xεn

n )−1 = x−εn
n · · ·x−ε11 ,óולבסו ;xε11 · · ·xεn

n · yδ11 · · · yδm
m ∈ 〈S〉 אזי

חלקית. חבורה 〈S〉 אז 8.〈S〉ֿב ההפכי
.Ŝ הגדרת עלֿפי ,Ŝ ≤ 〈S〉 ïלכ ;S ⊆ 〈S〉 ≤ Gֿש ברור

אז ;S−1 = {s−1 : s ∈ S} את íג ïולכ S את המכילה חלקית חבורה היא Ŝ ,êההפו ïבכיוו
.〈S〉 את מכילה ïולכ ,êאור מכל S−1ֿומ Sֿמ íאיברי של המכפלות כל óאוס את íג מכילה היא

ציקליות חבורות 1.4

נקבל T = {5, 7} עבור .〈S〉 = 3Z נקבל S = {3} עבור .G = (Z,+, 0) דוגמה. 29.10.2007

êכ x, y ∈ Zíקיימי ,a, b ∈ Zíא יותר, כללי ïבאופ .1 = 3 ·5−2 ·7 לקבל נוכל :〈T 〉 = Z
.Z = 〈1〉 = 〈−1〉 כי ,〈a, b〉 ∼= Z í"íא íמתקיי זה 9.(a, b) = 1 í"íא xa+ yb = ש1ֿ
,(a, n) = 1ו1ֿ ≤ a < níא כללי, ïבאופ ;Zn = 〈1〉 ,G = Zn = {0, . . . , n−1}íא

(כתרגיל.) .〈a〉 = Zn

(ציקלית). מעגלית שGֿחבורה נאמר ,〈a〉 = Gֿש êכ a ∈ G íקיי íא ציקליתהגדרה. חבורה

10.G ∼= Zn ,n ואGíסופיתמסדר ,G ∼= Z אGíאינסופית, אזי אGíחבורהציקלית, :9 טענה

איבר כל ïולכ ,a−1ֿוב aֿב "מילה" בGֿהוא איבר כל כלומר ,G = 〈a〉ֿש êכ a ∈ G יש הוכחה.
11.k ∈ Z עבור ak מהצורה בGֿהוא

עלֿידי ϕ : Z → G העתקה נגדיר אינסופית. G בפרט מזה, זה íשוני ak íהאיברי כל íא
כי על, זה 12.ϕ(k + l) = ak+l = akal = ϕ(k) · ϕ(l) כי íהומומורפיז זהו .ϕ(k) = ak

.íאיזומורפיז ϕ ïלכ מזה. זה íשוני íהאיברי שכל אמרנו כי חח"ע וזה ,G = 〈a〉
k − l > 0 בה"כ .ak−l = e ונקבל íפעמי l a−1ֿב נכפול ,ak = alֿש êכ k 6= l ∈ Z יש íא
êכ ïהראשו החיובי n יהי .am = eֿש êכ m > 0 יש כלומר ,(e = (ak−l)−1 = al−k (אחרת
nֿבkנחלקאת ,k ≥ níא .íשוניíאיברי ואלו ,G = {e, a, a2, . . . , an−1} כי ïנטע ;an = eֿש
ak = arn+s = (an)ras = eras = eas = as ואז ,(0 ≤ s < n (כאשר k = rn + s ונקבל
,ai−j = e אז ,1 ≤ j < i < nֿו ai = aj íא כי íשוני íאיברי אלו שלילי). k עבור דומה ïובאופ)

.(a−1)−1 = aֿש êבכ 8השתמשנו
.(íזרי íה) 1 הוא bֿו a של ביותר הגדול óהמשות המחלק דהיינו, – (a, b) = gcd(a, b) = 19

בתֿמניה. היותר לכל היא ציקלית שחבורה נובע 10מהטענה
ציקלית). ולא אבלית למשל R) ïנכו אינו ,ïכמוב ,êההיפ אבלית; היא ציקלית שחבורה בפרט, אומר, 11זה

.G של הפעולה היא וֿ· Z של הפעולה היא שֿ+ לב íלשי 12יש
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חלקיות חבורות של מחלקות החבורות1.5 תורת 1

חח"ע ϕֿש נובע íהקוד ïמהדיו .ϕ(k) = ak עלֿידי ϕ : Zn → G נגדיר .n למינימליות בסתירה
.ϕ(k + r) = ak+r = akar = ϕ(k)ϕ(r) :íהומומורפיז ϕ ועל;

n ïאי íא .a של הסדר הוא o(a) = min{n : n > 0, an = e} .a ∈ G חבורה, G הגדרה. איבר של סדר

אינסופי. הוא a של שהסדר נאמר כזה,

.|H| = o(a) אזי ,a עלֿידי הנוצרת החלקית Hהחבורה = 〈a〉ֿו a ∈ G íא :10 מסקנה

חלקיות חבורות של מחלקות 1.5

íא a ≡ b (mod H)ֿש נאמר ,a, b ∈ G עבור תתֿחבורה. H חבורה, G תהי הגדרה.
.a−1b ∈ H

שקילות. יחס הוא זה יחס :11 טענה
התכונות:13 íקיו את נבדוק הוכחה.

Hחבורה כי ,íמתקיי ïאכ זה ;e = a−1a ∈ H ⇐⇒ a ≡ a (mod H) רפלקסיביות: .1
חלקית.

,(a−1b)−1 = b−1a ∈ H íג ïולכ a−1b ∈ H אזי .a ≡ b (mod H) נניח סימטריות: .2
.b ≡ a (mod H) כלומר, חלקית. Hחבורה כי

.b−1c ∈ Hֿו a−1b ∈ H אז .b ≡ c (mod H)ֿו a ≡ b (mod H) נניח טרנזיטיביות: .3
.a ≡ c (mod H) כלומר, .(a−1b)(b−1c) = a−1c ∈ H íג ïלכ חלקית, Hחבורה

ïנסמ ,a ∈ G íא זרות; שקילות למחלקות (כקבוצה) G החבורה את מחלק זה שקילות יחס
.a של המחלקה זוהי .[a] = {b : a ≡ b (mod H)}

.a לכל a = e−1a ∈ H כי ,[e] = H דוגמה.
14.[a] = a ·H = {ah : h ∈ H} אזי a ∈ G íא :12 טענה

a−1b = a−1ah = h ∈ H אזי ,b = ah ∈ H íא ,ïואכ :aH ⊆ [a]ֿש íקוד נראה הוכחה.
.b ∈ [a] ïולכ

.b = aa−1b = ah ∈ aH אז .h = a−1b ∈ H אזי b ∈ [a] íא ,êלהיפ

המחלקה Haהיא אנלוגי, ïבאופ .a את Hהמכילה של השמאלית המחלקה נקראת aH הגדרה. מחלקות

16 15.a את Hהמכילה של הימנית

.GֿבH של האינדקס נקרא ,[G : H] ïשיסומ ,GֿבH של השמאליות המחלקות מספר הגדרה. אינדקס

הקבוצות. בתורת íסיכומי ר' שקילות, ויחס יחס 13להגדרת
לישרייה. מקביל זה ,íוקטוריי íמרחבי של 14בקונטקסט

.ab−1 ∈ H ⇐⇒ a ≡ b (mod H) השקילות ביחס íמשתמשי ימנית, מחלקה הגדרת í15לש
.aH 6= Ha כלל, ê16בדר
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החבורות תורת חלקיות1 חבורות של מחלקות 1.5

.([Z : nZ] = n כללי, ïובאופ) [Z : 7Z] = 7 דוגמה.

f : [a] → [b] ועל חח"ע פונקציה יש ,H של (שמאליות) שקילות מחלקות [b]ֿו [a] íא :13 טענה
.(|[a]| = |[b]| (ובפרט,

.h ∈ H עבור c = ahֿכ יחיד ïבאופ לכתיבה ïנית c ∈ [a] איבר כל :1.13 למה הוכחה.

.h1 = h2 אזי ah1 = ah2 הוכחה.

חח"ע וזה ,bh מהצורה íה [b] איברי כל כי על זה .f(ah) = bh עלֿידי f : [a] → [b] נגדיר
.ah1 = ah2ֿו h1 = h2 ïומכא bh1 = bh2 אז f(ah1) = f(ah2) íא כי

.|G| = [G : H] · |H| אזי Gסופית, íא :14 מסקנה

מחלקות. [G : H] ויש íאיברי מספר אותו יש מחלקה בכל הוכחה.

.|H| | |G| אזי חלקית, וHֿחבורה Gסופית íא לגראנז'): (משפט 15 מסקנה

.g עלֿידי הנוצרת G של החלקית החבורה את Hֿב ïונסמ ,Gֿב כלשהו איבר g עכשיו יהי 31.10.2007

Gֿב מצאנו כלומר, 17.n = o(g) כאשר H ∼= Zn ואז סופית, H íג סופית, G íא ציקלית. H
.g כסדר שגודלה תתֿחבורה

.o(g) | |G| ,g ∈ G לכל אזי Gסופית, íא :16 מסקנה

.g|G| = e ,g ∈ G לכל :17 מסקנה

.g|G| = go(g)·r = (go(g))r = er = e אז ,|G| = o(g) · r הוכחה.

.G ∼= Zp אזי ,p ראשוני מסדר Gחבורה íא :18 מסקנה

H = 〈g〉 18.o(g) = p ïלכ .g 6= e כי o(g) 6= ו1ֿ o(g) | |G| = p אזי .e 6= g ∈ G יהי הוכחה.
איזומורפית ïולכ – p מסדר ציקלית היא כלומר ,g עלֿידי Gנוצרת אז .H = G ïולכ ,p מסדר היא

.Zpֿל

להוכחה: íפשוטי íנעשי íהמספרי בתורת íמשפטי בחבורות, שימוש בעזרת

(.p | ap − a (כלומר, .ap ≡ a (mod p) אזי ,a ∈ Zֿו ראשוני p íא :(ïהקט (פרמה 19 משפט

íע Z∗p = Zp \ {0} הכפלית בחבורה ïנתבונ .(a, p) = 1 נניח ïלכ ברור. ,p | a íא הוכחה.
b ∈ {1, . . . , p− 1} ∈ Z∗p לכל מהמסקנה, ïלכ ,p− 1 מסדר חבורה זו 19.p מודולו הכפל פעולת
êכ b ∈ Z∗p יש אזי ,(a, p) = 1 íע כלשהו a ∈ Z íא ïולכ ,bp−1 ≡ 1 (mod p) íמתקיי
ונקבל aֿב íהצדדי שני את נכפול .ap−1 ≡ bp−1 ≡ 1 (mod p) ïולכ ,a ≡ b (mod p)ֿש

.ap ≡ a (mod p)

.H = {e, g, g2, . . . , gn−1} 17כי
עצמו. הראשוני הוא 1 שאינו ראשוני מספר של 18מחלק

.Z∗p = {1, 2, . . . , p− 1} ;Zp השדה של הכפלית החבורה 19זו
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התמורות חבורות החבורות1.6 תורת 1

מוגדרת אוילר פונקציית .Z∗n = {1 ≤ a < n | (a, n) = 1} ïנסמ טבעי; מספר n יהי הגדרה.
.ϕ(n) = |Z∗n| עלֿידי

,íראשוניי qֿו p íא ;ϕ(15) = 8 ;ϕ(6) = 2 ראשוני; p íא ,ϕ(p) = p − 1 דוגמה.
.ϕ(p · q) = ϕ(p) · ϕ(q) = (p− 1)(q − 1)

.ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) אזי (m,n) = 1 íא .1 :20 טענה

ראשוני. p עבור ϕ(pr) = (p− 1)pr−1 .2

.Zn בחוג íההפיכי íהאיברי חבורת זו ;ϕ(n) מסדר חבורה היא Z∗n :21 טענה

.ab ≡ 1 (mod n)ֿש êכ b ∈ Z∗n íקיי ⇐⇒ a ∈ Z∗n תרגיל: הוכחה.
.(ab)−1 = b−1a−1 הפיכה: íהפיכי שני מכפלת

20.aϕ(n) ≡ 1 (mod n) אזי ,(a, n) = 1 íע a, n ∈ Z (אוילר): 22 משפט

(a− q · n, n) = 1 כי a ∈ Z∗n ואז ,0 ≤ a < nֿש להניח אפשר הכלליות, הגבלת בלי הוכחה.
ממשפט המסקנה ועלֿפי ,ϕ(n) מסדר Z∗nחבורה כי ,aϕ(n) ≡ 1 (mod n) אז 21.(a, n) = 1íא

לגראנז'.

התמורות חבורות 1.6

5.11.2007 זו .X של התמורות óאוס – Per(X) = {f : X → X | ועל חח"ע f} ïנסמ קבוצה. X תהי
ועל חח"ע f : X → X לכל הזהות; העתקת הוא היחידה איבר ההרכבה: לפעולת ביחס חבורה
החוק את מקיימת פונקציות שתי הרכבת ;f−1 ◦ f = f ◦ f−1 = idֿש êכ f−1 : X → X יש

.(f1 ◦ f2) ◦ f3 = f1 ◦ (f2 ◦ f3) האסוציאטיבי:

.Per(X) = Sym(n) = Sn = Σn ïנסמ ,X = {1, 2, . . . , n} נניח Xסופית, íא דוגמה.
.|Sn| = n! גודלה אותיות; n על הסימטרית החבורה נקראת זו חבורה

של חלקית לחבורה איזומורפית Gֿש êכ X קבוצה קיימת G חבורה לכל (קיילי): 23 משפט
.ϕ : G→ Per(X) íומונומורפיזX קבוצה íקיימי כלומר, 22.Per(X)

la(x) = ax עלֿידי la : G → G נגדיר a ∈ G כל עבור (כקבוצה). X = G נבחר הוכחה.
.x1 = x2 ïלכ ,íבחבורהאפשרלצמצ ;ax1 = la(x1) = la(x2) = ax2 נניח חח"ע: la .(x ∈ G)
ïלכ .la(a−1y) = a(a−1y) = (aa−1)y = ey = y נקבל ,y ∈ X = G íא על: la ,ïכמוֿכ

.la ∈ Per(X)

(א) כי להראות נותר .a ∈ G לכל ϕ(a) = la עלֿידי ϕ : G→ Per(X) íהומומורפיז נגדיר
חח"ע. ϕ (ב) וכי íהומומורפיז ϕ

.ïהקט פרמה משפט של הכללה 20זוהי
.a את íג מחלק p בהכרח אז ,a− q · n את íוג n את íג מחלק p í21א

.ïשלה חלקיות וחבורות תמורות לחבורות איזומורפיות החבורות שכל היא המשפט 22משמעות
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החבורות תורת התמורות1 חבורות 1.6

;(la ◦ lb)(x) = a(bx)ֿו lab(x) = (ab)x .lab = ϕ(a · b) ?= ϕ(a) ◦ ϕ(b) = la ◦ lb (א)
מאסוציאטיביות. ,íמתקיי ïשוויו

ïנפעיל .a = b אזי la = lb íא אומרת, זאת :a = b אזי ϕ(a) = ϕ(b) íא כי להוכיח êצרי (ב)
.a = la(e) = lb(e) = b :e על

לחבורה איזומורפית בSnֿ(כלומר, ïלשיכו ניתנת היא ,n אGíסופיתמסדר כי נובע מההוכחה
.(Sn של חלקית

Sn = Sym(n) החבורה 1.6.1

.

(
1 2 . . . n

π(1) π(2) . . . π(n)

)
:êכ ïלסמ מקובל π ∈ Sn תמורה

נקבל ,π =

(
1 2 3 4 5

5 3 2 4 1

)
וֿ σ =

(
1 2 3 4 5

3 1 4 5 2

)
,n = 5 עבור דוגמה.

.σ ◦ π =

(
1 2 3 4 5

2 4 1 5 3

)
וֿ π ◦ σ =

(
1 2 3 4 5

2 5 4 1 3

)
,σ = (1 3 4 5 2) נקבל לעיל, בדוגמה :íמחזורי כתיב היא תמורות לכתוב אחרת שיטה
ברור ïמכא .σ ◦ π = (1 2 4 5 3) ,π ◦ σ = (1 2 5 3 4) ,π = (1 5)(2 3)(4) = (1 5)(2 3)

.o(ϕ) = 6 ,ϕ = (1 3 5)(2 4) עבור נוספת: דוגמה וכו'. o(π) = 2 ,o(π ◦ σ) = ש5ֿ

Y = {i1, . . . , ir} ⊆ {1, . . . , n} íקיימי íא r מסדר ציקלוס23 נקראת ϕ ∈ Sn הגדרה.
.ϕ(j) = j ,j 6∈ Y ולכל ϕ(ir) = i1 ,ϕ(ir−1) = ir ,. . . ,ϕ(i1) = i2 íשמתקיי êכ (r ≤ n)

.Y של êהתומ נקראת Y = {i1, . . . , ir} הקבוצה

הוא íקוד שהוגדרה σ .3 מסדר íג (4 2 3) .3 מסדר מחזור הוא ϕ = (1 2 3) ∈ S5 דוגמה.
.íמחזורי שני של הרכבה אלא ציקלוס, אינו π êא ,5 מסדר ציקלוס

.o(σ) = r אזי ,r מסדר ציקלוס σ íא :24 טענה

.(íזרי íתומכי בעלי (כלומר, íזרי íציקלוסי של מכפלה היא Snֿב תמורה כל :25 טענה

ïנית π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5 6 2 4 1 7 3 9 10 8

)
התמורה את ;n = 10 דוגמה.

.π = (1 5)(2 6 7 3)(8 9 כֿ(10 לכתוב

זה. íע זה íמתחלפי íזרי íציקלוסי :26 טענה

למכנה שווה o(π) אזי ,íזרי íמחזורי íה ϕi כאשר π = ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ . . . ◦ ϕl íא :27 מסקנה
.i = 1, . . . , l לכל o(ϕi) עלֿידי המתחלק ביותר ïהקט הטבעי למספר כלומר ,o(ϕi) של óהמשות

(.íלאֿזרי íמעגלי מכפלת עבור נכונה איננה (הטענה
מחזור/מעגל. í23ג
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התמורות חבורות החבורות1.6 תורת 1

7.11.2007 :íזרי íמחזורי כמכפלת לכתיבה ïנית π ∈ Sn איבר כל

π = (a1 a2 . . . ar1)(b1 b2 . . . br2) . . .

:(íזרי דווקא (לאו íחילופי כמכפלת לכתיבה ïנית מעגל כל

(a1 a2 . . . ar) = (a1 ar)(a1 ar−1) . . . (a1 a2)

טרנספוזיציות. r − 1 מכפלת למעשה, הוא, r מסדר מעגל –

טרנספוזיציות. n היותר לכל של כמכפלה לכתיבה ניתנת Snֿב תמורה כל :28 מסקנה

,
∑
ri ≤ nֿש êכ r1, . . . , rl íבאורכי íמעגלי של כמכפלה לכתיבה ניתנת π תמורה כל הוכחה.

של כמכפלה לכתיבה ניתנת π ïלכ .íחילופי ri − 1 של כמכפלה לכתיבה ïנית ri êבאור מעגל וכל
.íחילופי

∑l
i=1(ri − 1) < n

,a < b íא :(i i+ 1) מהצורה íחילופי כמכפלת לכתיבה ïנית (a b) óחילו כל ,óבנוס

(a b) = (a a+ 1)(a+ 1 a+ 2) . . . (b− 2 b− 1)(b− 1 b) . . . (a+ 1 a+ 2)(a a+ 1)

.(i i+ 1) מהצורה íחילופי 2n2 עד של כמכפלה לכתיבה ניתנת π תמורה כל :29 מסקנה

.(i i+ 1) מהצורה íחילופי 2n עד של מכפלה הוא (a b) כללי óחילו כל הוכחה.

.Sn את יוצרת {(1 2), (2 3), . . . , (n− 1 n)} הקבוצה :30 מסקנה

.σ = (1 2 . . . n) ,τ = (1 2) כאשר Sn = 〈σ, τ〉 :íאיברי שני עלֿידי נוצרת Sn :31 טענה

,ïואכ .(íוהפכיה) σֿו τ בֿ כמילה לכתיבה ïנית (i i + 1) óחילו שכל להוכיח מספיק הוכחה.
24.σi−1τσ−(i−1) = σi−1τσn−(i−1) = (i+ 1 i) = (i i+ 1)

לכתיבה ïנית Snֿב איבר כל ïולכ ,τ וֿ σֿב n + 1 êבאור מילה היא (i i + שֿ(1 קיבלנו
התמורה שבכתיבת לב íנשי מספיק: O(n2) למעשה, .σֿו τ עלֿידי O(n3) êבאור כמילה
,σa+1τσ−(a+1) · σaτσ−a · σa−1τσ−a+1 נקבל (a b) = . . . (a + 1 a + 2)(a a + כֿ(1
של O(n) êבאור מילה למעשה הוא (a b) óשהחילו נקבל דבר של שבסופו êכ ,íצמצומי ויתקבלו

.(O(n2) íבמקו) τ וֿ σ

"מכונה" באמצעות עולה סדר לפי íמספרי óרצ לסדר íמעונייני אנו .(Bubblesort) דוגמה
שקולות אלה שפעולות לב íנשי הקוטב. שליד íהאיברי ïבי óולהחלי להסתובב שיכולה

למשל, (החלפה). τ וֿ (סיבוב) σֿב כמילה המכונה על שרשומה הפרמוטציה לכתיבת

אינה íא π לתמורה ביחס רעה תיקרא כזו קבוצה :(i, j, k) השלשות óאוס על נסתכל
:$ בתמורה ïנתבונ .ïהשעו ïבכיוו מסודרת

בהתאמה. ,iֿול i+1ֿל íאות וσi−1ֿ"מחזיר" íביניה óמחלי τ ל2ֿ, i+1 ואת ל1ֿ i את σ−(i−1)מעביר 24למעשה,
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החבורות תורת התמורות1 חבורות 1.6

וחזקותיו σ הסיבוב כאלו. שלשות
(
n
3

)
∼ n3

6 יש רעות. השלשות $כל = σ−1 בתמורה
שני את שכוללות (אלה שלשות n היותר לכל מתקנת τ ההחלפה ואילו כלל, שלשות ïמתק לא
פעולות:

n3
6
n ∼ n2

6 לפחות êצרי הזו, הגרועה $ את לסדר כדי כלומר, שהוחלפו). íהאיברי
25.O(n2) êבאור כמילה תיכתב היא כלומר,

אחרת, .íחילופי של זוגי מספר כמכפלת לכתיבה ניתנת היא íא זוגית נקראת π תמורה תמורההגדרה. זוגיות

איֿזוגית. תיקרא
תמורה ïסימ .sgnπ = −1 אחרת, ;sgnπ = +1 ïנסמ זוגית, π íא

.f =
∏

1≤i<j≤n(xi − xj) עלֿידי ïהנתו x1, . . . , xn íמשתני nֿב íהפולינו f יהי :32 טענה
.fϕ = sgn(ϕ) · f אזי .fϕ =

∏
i<j(xϕ(i) − xϕ(j)) ïנסמ תמורה. ϕ תהא

זוגי מספר הפעלת פירושה f על ϕ הפעלת .íחילופי של זוגי מספר של מכפלה ϕֿש נניח הוכחה.
.f על íחילופי של

.ïהסימ את משנה óחילו כל :1.32 למה

xa − xi = xa − xϕ(j) ,a > j או a < j עבור .i < j כאשר ϕ = (i j) הוכחה.
,i < b < j עבור .xa − xj = xa − xϕ(i)ֿו

(xϕ(j) − xb)(xb − xϕ(i)) = (xj − xb)(xb − xi) = (xi − xb)(xb − xj)

איננה ההחלפה בו היחיד íהמקו ;
∏
i<j(xi − xj) íבפולינו êכ בדיוק íמופיעי אלה כל

.(xj − xi) = −(xi − xj)ֿל êשהופ ,(xi − xj) הוא מתבטלת
,íחילופי של איֿזוגי מספר של מכפלה ϕ íא דומה, ïבאופ .f את משנה אינה ϕ בסêֿהכל ïלכ

.fϕ = sgnϕ · f הכל, êבס .fϕ = −f אזי

כמכפלת שלה כתיבה כל אזי ,íחילופי של זוגית כמכפלה לכתיבה ניתנת ϕ íא :33 מסקנה
איֿזוגית. תמורה לגבי דומה, ïבאופ ;íחילופי של זוגי מספר של מכפלה היא íחילופי

לבדיקת מהירה שיטה ,ïמכא זוגי. |{(i, j) | i < j ∧ϕ(i) > ϕ(j)}| í"íא ϕזוגית למעשה,
לזוגיות שקולה התמורה זוגיות ;π(i)ֿו i ïבי קו íמעבירי ,π תמורה בכתיבת תמורה: של סימנה

ההצטלבויות. מספר
תמורה הוא זוגי êבאור מעגל כי לב íנשי תמורה. של íהמחזורי בכתיב ïנתבונ נוספת: שיטה
מספר לזוגיות שקולה התמורה זוגיות אז זוגית. תמורה הוא איֿזוגי êבאור ומעגל איֿזוגית

.íמעגלי כמכפלת בכתיבתה זוגי íשארכ íהמעגלי

זוגית. היא π = (1 6)(2 5)(3 7 4) התמורה דוגמה.

כמכפלת לכתוב ïנית שלא מילה מצאנו עכשיו ;íחילופיO(n2) êבאור כמכפלת תמורה כל לכתוב ïשנית הראינו í25קוד

יותר. טוב íחס לתת ïנית לא ïלכ .íחילופי O(n2)ֿמ פחות
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íפנימיי íואוטומורפיזמי íאוטומורפיזמי החבורות1.7 תורת 1

Snֿב הצמידות יחס 1.6.2

.g−1ag = bֿש êכ g ∈ G íקיי íא íצמודי íנקראי a, b ∈ G íאיברי כלשהי; חבורה G יהי הצמדה

צמידות. מחלקות נקראות השקילות מחלקות שקילות; יחס זהו

íבאורכי íזרי íמעגלי כמכפלת ïאות נכתוב .Snֿב תמורות שתי π′ֿו π תהיינה :34 טענה
26:íיורדי

π = (a1
1 . . . a

1
r1) . . . (a

l
1 . . . a

l
rl

)

π′ = (b11 . . . b
1
s1) . . . (b

l′

1 . . . bl
′

sl′
)

.r1 = s1, . . . , rl = sl′ וֿ l = l′ í"íא צמודות π′ֿו π אזי

π′ = (6 2 4)(7 1)(3 5) לתמורות צמודה π = (3 4 7)(5 2)(6 1) התמורה דוגמה.
.π′′ = (7 1 3)(2 5)(1 וֿ(6

:íהתכני על להפעלתה שקולה gֿב הצמדה .g ∈ Sn תהי הוכחה.

g(a1
1 . . . a

1
r1) . . . (a

l
1 . . . a

l
rl

)g−1 = (g(a1
1) . . . g(a

1
r1)) . . . (g(a

l
1) . . . g(a

l
rl

))

להגדיר ïנית ציקלי, מבנה אותו תמורות לשתי íוא ציקלי, מבנה אותו צמודות לתמורות ïלכ
יחיד). ïבאופ דווקא (לאו מצמידה תמורה

– אז .g = (1 6 7 4)(5 8) ,x = (1 5 7)(2 6)(3 8) 12.11.2007דוגמה.

gxg−1 = (1)(2 7)(3 5)(4 6 8)

= (6 8 4)(2 7)(3 5)

= (g(1) g(5) g(7))(g(2) g(6))(g(3) g(8))

את לכתוב האפשרויות מספר הוא σ(n)ֿש êכ σ : N → N הפונקציה היא החלוקה פונקציית החלוקה פונקציית

יורד.27 בסדר íחיוביי íטבעיי íמספרי íכסכו n

σ(1) = 1 דוגמה.
(2 = 1 + 1 ,2 = 2 ïשכ) σ(2) = 2

(3 = 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1) σ(3) = 3

(4 = 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1) σ(4) = 5

.σ(n) הוא Snֿב הצמידות מחלקות מספר :35 מסקנה

íציקליי íלמבני האפשרויות מספר הצמידות; מחלקות את הקובע הוא הציקלי המבנה הוכחה.
.σ(n) הוא

íפנימיי íואוטומורפיזמי íאוטומורפיזמי 1.7

.íאוטומורפיז ייקרא ועל חח"ע מGֿלGֿשהוא íהומומורפיז Gחבורה. תהא הגדרה. íאוטומורפיז

.íמתחלפי íזרי íמעגלי ïשכ זאת, לעשות ï26נית

.σ(n) ∼ e
√

n27
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החבורות תורת 1íפנימיי íואוטומורפיזמי íאוטומורפיזמי 1.7

ïתסומ זו חבורה ההרכבה; לפעולת ביחס חבורה Gמהווה של íהאוטומורפיזמי óאוס :36 טענה
28.Aut(G)

.id יחידה: איבר הוכחה.
היא ועל חח"ע פונקציות והרכבת ,íהומומורפיז היא íהומומורפיזמי שני הרכבת קשירות:

ועל. חח"ע
יהי .íהומומורפיז íג שהיא לבדוק יש ועל; חח"ע היא ההפכית הפונקציה הפכי: íקיו
.α(y) = x íא α−1(x) = y עלֿידי מוגדר α−1 : G → G .íאוטומורפיז α : G → G

.α−1(x2) = y2 ,α−1(x1) = y1 ïנסמ .α−1(x1x2) = α−1(x1)α−1(x2) כי להראות יש
נקבל ïלכ .α(y1y2) = α(y1)α(y2) = x1x2 ïולכ ,α(y2) = x2ֿו α(y1) = x1 íמתקיי אז
הוא íג שההפכי קיבלנו .íהומומורפיז α−1ֿו ,α−1(x1x2) = y1y2 = α−1(x1)α−1(x2)

.íאוטומורפיז

íהפנימיי íהאוטומורפיזמי 1.7.1

.(x ∈ G) ig(x) = gxg−1 עלֿידי ig : G→ G נגדיר .g ∈ G ויהי Gחבורה, תהא

.G של íאוטומורפיז ig :37 טענה

.ig(xy) = g(xy)g−1 = (gxg−1)(gyg−1) = ig(x) · ig(y) כי íהומומורפיז ig הוכחה.
x = y⇐= gxg−1 = gyg1 כלומר ,ig(x) = ig(y) נניח חח"ע: ig

ig(g−1xg) = g(g−1xg)g−1 = x על: ig

.íהומומורפיז היא i(g) = ig עלֿידי המוגדרת i : G→ Aut(G) ההעתקה :38 טענה

x כל על ïאופ באותו íשפועלי נראה זאת, להוכיח כדי .i(g1g2) = i(g1) ◦ i(g2) צ"ל הוכחה.
:Gֿב

i(g1g2)(x)
?= (i(g1) ◦ i(g2))(x)

ig1g2(x)
?= ig1 ◦ ig2(x)

(g1g2)x(g1g2)−1 ?= ig1(g2xg
−1
2 )

(g1g2)x(g−1
2 g−1

1 ) != g1(g2xg−1
2 )g−1

1

.Aut(G) של חלקית חבורה Gמהווה חבורה של íהפנימיי íהאוטומורפיזמי óאוס :39 מסקנה

.i íההומומורפיז של התמונה בדיוק זו הוכחה.

G איברי óאוס הוא ,G של (centre) המרכז או ,Z(G) כאשר ,ker i = Z(G) :40 טענה
.G איברי כל íע íהמתחלפי

הזהות. הוא פנימי íאוטומורפיז כל אבלית, בחבורה

.Per(G) של תתֿחבורה 28זו
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מנה וחבורות נורמליות חלקיות חבורות החבורות1.8 תורת 1

מנה וחבורות נורמליות חלקיות חבורות 1.8

29.gHg−1 = H ,g ∈ G לכל íא (H EG) נורמלית Gנקראת Hשל חלקית חבורה הגדרה. נורמלית חלקית חבורה

:íשקולי íהבאי íהתנאי אזי חלקית. Hחבורה Gחבורה, :41 טענה
;H CG א.

;gH = Hg ,g ∈ G לכל ב.
ימנית. מחלקה היא שמאלית מחלקה כל ג.

וגמרנו. ,gH = Hg ïולכ gHg−1 = H ⇐(ב)) ((א) הוכחה.
.gHg−1 = H ונקבל (משמאל) g−1ֿב הקבוצות שתי את נכפול ;gH = Hg ⇐(א)) ((ב)

ברור. ⇐(ג)) ((ב)
gH = Hg′ כלומר, ימנית. גíמחלקה שהיא íיודעי אנו שמאלית, מחלקה gH íא ⇐(ב)) ((ג)
של שקילות מחלקת באותה g′ֿו g כלומר ,g = g · e ∈ Hg′ֿש אומר זה אבל .g′ ∈ G לאיזשהו

.Hg = Hg′ ïימניות,ולכ מחלקות

איבריה :êכ G/Nמוגדרת המנה חבורת נורמלית. Nתתֿחבורה EGֿו Gחבורה תהא הגדרה. מנה חבורת

(כאשר (g1N) · (g2N) = g1g2N עלֿידי מוגדר הכפל ;GֿבN של השמאליות30 המחלקות íה
.(g1, g2 ∈ G

(g1N)(eN) = (g1e)N = g1N שהרי ,eN = N הוא היחידה איבר חבורה: ïאכ זו
כי ,(gN)−1 = g−1N עלֿידי מוגדר הפכי איבר ;(eN)(g1N) = (eg1)N = g1N וֿ

:Gֿב מקיומה מתקיימת אסוציאטיביות משמאל); ïוכ) (gN)(g−1N) = (gg−1)N = eN

[(g1N)(g2N)](g3N) ?= (g1N)[(g2N)(g3N)]

(g1g2N)(g3N) ?= (g1N)(g2g3N)

(g1g2)g3N
!= g1(g2g3)N

,g1g2N
?= x1x2N צ"ל ,g2N = x2N וֿ g1N = x1N íא היטב: מוגדר הכפל ,ïכ כמו

,ïכ íא .g2x−1
2 = n′ ∈ N íמתקיי ïולכ ,g2N = x2N אבל .g1g2(x1x2)−1 ∈ N כלומר

N שֿ ïמכיוו ,g1g2(x1x2)−1 = g1g2x
−1
2 x−1

1 = g1n
′x−1

1 = (g1n′g−1
1 )(g1x−1

1 ) ∈ N

.(g1x−1
1 ∈ N ïולכ) g1N = x1N וֿ (g1n′g−1

1 ∈ N ïולכ) נורמלית

.G/N = Z/mZ ∼= Zm אז .N = mZ ,G = Z דוגמה.

:íשקולי íהבאי íהתנאי אזי חלקית. Nחבורה ≤ G :42 14.11.2007טענה

;(g−1Ng = N ,g ∈ G לכל N(דהיינו, CG א.
;gNg−1 ⊆ N ,g ∈ G לכל ב.

בהכרח H איברי כל (לא פנימי. íאוטומורפיז כל עלֿידי íבמקו נשמרת כקבוצה, היא, íא נורמלית H 29כלומר,

הזהות. העתקת íה íהפנימיי íהאוטומורפיזמי כל ïשכ נורמלית, היא חלקית חבורה כל אבלית, בחבורה (.íנשמרי
נורמלית. N שהרי משנה, לא זה הימניות; 30או
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החבורות תורת מנה1 וחבורות נורמליות חלקיות חבורות 1.8

.g−1ng ∈ N ,n ∈ N ולכל g ∈ G לכל ג.

טריוויאלי. ⇐(ג)) ⇐(ב) ((א) הוכחה.
,ïשוויו íשמתקיי להראות עלינו ;g−1Ng ⊆ N ,g ∈ G שלכל גורר שֿ(ג) ברור ⇐(א)) ((ג)
n0 ∈ N אז ;n0 = gng−1 נבחר ,ïואכ .g−1n0g = nֿש êכ n0 ∈ N íקיי n ∈ N לכל כלומר
g−1n0g = g−1(gng−1)g = n ואז ,n0 = gng−1 = (g−1)−1ng−1 ∈ N כי (ג), עלֿפי

וגמרנו.

קורה שזה ïייתכ לא êא ,g−1Hg ( Hֿש êכ g ∈ Gֿו חלקית שHֿחבורה מצב ïשייתכ נעיר
.g ∈ G לכל

,g ∈ G ,n ∈ N עבור :N C G אזי .31N = SLn(F ) ,G = GLn(F ) שדה, F דוגמה.
ïולכ ,det(g−1ng) = det(g−1) det(n) det(g) = det(g)−1 · 1 · det(g) = 1 נקבל

.g−1ng ∈ N

.32N = An ,G = Sn דוגמה.
ïולכ ((a1 b1) . . . (al bl))−1 = (al bl)−1 . . . (a1 b1)−1 = (al bl) . . . (a1 b1)

l של מכפלה g íא כלשהי, תמורה gֿו זוגית n íא ïלכ זוגית. g−1 í"íא זוגית g ∈ Sn

l + 2m + l = 2l + 2m של מכפלה g−1ng אזי ,íחילופי 2m של מכפלה nֿו íחילופי
.N ובֿ זוגית ïולכ íחילופי

.N CG אזי .N = kerϕ ïנסמ .íהומומורפיז ϕ : G→M Gחבורה, :43 טענה

,ïואכ .ϕ(g−1ng) = eM כלומר ,g−1ng ∈ N להוכיח êצרי .g ∈ Gֿו n ∈ N יהיו הוכחה.
.ϕ(g−1ng) = ϕ(g−1)ϕ(n)ϕ(g) = ϕ(g)−1eMϕ(g) = eM

ואז ,íהומומורפיז sgn : Sn → שֿ{±1} לומר יכולנו ,An C Sn להראות כדי דוגמה.
.An = ker(sgn)

:êההפו ïבכיוו íג נכונה הטענה

ϕ : G → M íואפימורפיזM חבורה קיימת G של N נורמלית חלקית חבורה לכל :44 טענה
.N = kerϕֿש êכ

.Gֿב N של השמאליות המחלקות íה M איברי אומרת, זאת .M = G/N תהא הוכחה.
נגדיר .g1N · g2N = g1g2N הכפל להגדרת ביחס חבורה מהווה המחלקות óשאוס ראינו
,g1, g2 ∈ G íא כי ,íהומומורפיז זהו .ϕ(g) = gN עלֿידי ϕ : G → G/N העתקה
ïולכ eG/N = eN = N ,ïכ כמו .(g1g2)N = ϕ(g1g2)

?= ϕ(g1)ϕ(g2) = (g1N)(g2N)

כנדרש. ,kerϕ = {g ∈ G | gN = N} = {g ∈ G | g ∈ N} = N

.SLn(F ) = {A ∈ GLn(F ) | det A = 1}31
.{1, . . . , n} על הזוגיות התמורות חבורת היא An

32
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íההומומורפיז משפטי החבורות1.9 תורת 1

íההומומורפיז משפטי 1.9

ïנסמ .íהומומורפיזϕ : G→M Mחבורות, Gוֿ תהיינה :(ïהראשו íההומומורפיז) 45 משפט
.Ḡ ∼= G/ kerϕ אזי .Ḡ = Imϕ

(N = kerϕ (כאשר ϕ̄ : G/N → Ḡ העתקה נגדיר .ϕ : G → Ḡ íאפימורפיז לנו יש הוכחה.
.íאיזומורפיז שהיא ונראה

,gN = g′N íא בנציג: תלויה אינה ϕֿ̄ש לבדוק יש .ϕ̄(gN) = ϕ(g) נגדיר ,g ∈ G לכל
.ϕ(g′) = ϕ(gn) = ϕ(g)ϕ(n) = ϕ(g)eḠ = ϕ(g) ונקבל כלשהו n ∈ N לֿ g′ = gn

:íהומומורפיז ϕ̄
ϕ̄((g1N)(g2N)) ?= ϕ̄(g1N) · ϕ̄(g2N)

ϕ̄(g1g2N) ?= ϕ(g1)ϕ(g2)

ϕ(g1g2)
!= ϕ(g1)ϕ(g2)

íשקיי ידוע .ϕ̄(gN) = hֿש êכ gN ∈ G/N íקיי h ∈ Ḡ שלכל להראות êצרי על: ϕ̄
.ϕ̄(gN) = ϕ(g) = h ואז ,(Ḡ על ϕ (כי ϕ(g) = hֿש êכ g ∈ G

.kerψ = {eG} í"íא חח"ע ψ אזי ,íהומומורפיז ψ : G→ H íא בלמה: ניעזר חח"ע: ϕ̄
,ϕ(g) = ϕ̄(gN) = eḠ íא ,ïואכ .gN = N אזי ϕ̄(gN) = eḠ íשא להוכיח עלינו כלומר,

.gN = eN = N ïולכ g ∈ N כלומר ,g ∈ kerϕ = N íמתקיי

GLn(F מֿ( íהומומורפיז det : GLn(F ) → F ∗ אזי .G = GLn(F ) שדה, F דוגמה.
היא התמונה .SLn(F ) הוא ïהגרעי הכפל. לפעולת ביחס חבורה שהיא ,F ∗ = F \ לֿ{0}
.a היא 1 והשאר a אחת íפע אלכסונה שעל המטריצה של הדטרמיננטה ,a ∈ F ∗ íא כי ,F ∗

.GLn(F )/SLn(F ) ∼= F ∗ ,ïמכא

.Z/nZ ∼= Zn ïומכא ,kerϕ = nZ אז .ϕ(x) = x (mod n) ,ϕ : Z → Zn דוגמה.

כי íהומומורפיז זהו .f(x) = e2πix ,f : R+ → S1 = {z ∈ C | |z| = 1} דוגמה.
.R/Z ∼= S1 ïומכא ,ker f = Z .f(x+ y) = e2πi(x+y) = e2πixe2πiy = f(x)f(y)

.Sn/An ∼= {±1} ∼= Z2 ïלכ ;ker sgn = An ,sgn : Sn → {±1} דוגמה.

.G של חלקית חבורה 33HN = NH אזי ,H ≤ GֿוN CG Gחבורה, íא :46 19.11.2007למה

.HN ⊆ NH ïולכ (N (מנורמליות hn = hnh−1h = n′h ,n ∈ N ,h ∈ H íא הוכחה.
.ïשוויו íמתקיי ïלכ .NH ⊆ HN ïולכ nh = hh−1nh = hn′′ השני, ïבכיוו

,N מנורמליות כי נעיר .n1, n2 ∈ N ,h1, h2 ∈ H יהיו חלקית: חבורה היא HN

,óבנוס .(h1n1)(h2n2) = h1h2(h−1
2 n1h2)n2 = h1h2n0n2 ∈ HN אז .h−1

2 n1h2 = n0

.(hn)−1 = n−1h−1 ∈ NH = HN

.HN = {hn | h ∈ H, n ∈ N} í33מגדירי
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החבורות תורת 1íההומומורפיז משפטי 1.9

על לדבר אפשר ïלכ .N CHN וכי (e ∈ N ∩H ïשכ)H Nואת את HNמכילה כי íג נעיר
.HN/N

.HN/N ∼= H/H ∩N אזי .H ≤ G ,N C G חבורה, G השני): íההומומורפיז) 47 משפט
(.íהאיזומורפיז íומתקייH ∩N CH אומרת, (זאת

על, הוא ϕ 34.ϕ(h) = hN עלֿידי ϕ : H → HN/N(≤ G/N) íהומומורפיז נגדיר הוכחה.
ïולכ gN = h1n1N = h1N ואז g = h1n1ֿכ לכתיבה ïנית g אזי gN ∈ HN/N íא כי

35.ϕ(h1) = h1N = gN

.kerϕ = {h ∈ H | ϕ(h) = eHN/N ⇔ hN = N ⇔ h ∈ N} = H ∩N ,óבנוס
.H/H ∩N ∼= HN/N ,ïהראשו íההומומורפיז משפט לפי ïלכ

משרה 36π : G→ G/N הטבעי íההומומורפיז אזי .N CG Gחבורה, (ההתאמה): 48 משפט
הניתנת ,{M | M ≤ G/N} ïלבי {L | N ≤ L ≤ G} הקבוצות ïבי π̄ ועל חח"ע התאמה

.M 7→ {g ∈ G | π(g) ∈M} = π−1(M) ,L 7→ πL עלֿידי

.G/N של חלקית חבורה π(L) אזי N את המכילה G של חלקית חבורה L íשא ברור הוכחה.
חלקית: חבורה היא íג π−1(M) ,ïכ כמו

G של חלקית חבורה ϕ−1(T ) אזי ,T ≤ Sֿו íהומומורפיז ϕ : G → S íא :1.48 למה
.kerϕ את המכילה

.ϕ(g1g−1
2 ) = ϕ(g1)ϕ(g−1

2 ) = ϕ(g1)(ϕ(g2))−1 ∈ T אזי ;g1, g2 ∈ ϕ−1(T ) הוכחה.
.g1g−1

2 ∈ ϕ−1(T ) ïלכ

êא .π(L) = M ונראה L = π−1(M) ïנסמ .G/N של חלקית חבורה M תהא על: π̄
êכ g ∈ G יש m ∈ M לכל כי ïשוויו íומתקיי ,π(L) = π(π−1(M)) ≤ M כי ברור, זה

מהגדרה. g ∈ π−1(M)ֿו על), π (שהרי π(g) = mֿש
.π(L1) = π(L2)ֿש êכN את Gהמכילות של חלקיות חבורות שתי L2ֿו L1 יהיו חח"ע: π̄
êכ l2 ∈ L2 íקיי אזי .l1 ∈ L1 יהי .êההיפ íג ינבע ומסימטרייה ,L1 ⊆ L2ֿש נראה
ïולכ N ⊆ L2 אבל .l1 = l2nֿש êכ n ∈ N íקיי ïלכ ;l1N = l2N כלומר ,π(l1) = π(l2)ֿש

.l1 ∈ L2 כלומר ,l2n ∈ L2

êכ G של נורמליות חלקיות חבורות Kֿו N חבורה, G השלישי): íההומומורפיז) 49 משפט
.(G/N)/(K/N) ∼= G/K ïוכK/N CG/N אזי .N ⊆ Kֿש

íמתקיי אז .kN ∈ K/N ,gN ∈ G/N יהיו :K/N C G/N שֿ íקוד נבדוק הוכחה.
.(gN)(kN)(gN)−1 = (gN)(kN)(g−1N) = (gkg−1)N = k′N ∈ K/N

.ϕ(h1h2) = (h1h2)N = (h1N)(h2N) = ϕ(h1)ϕ(h2) כי íהומומורפיז 34זהו
.Hֿמ נציג יש N של מחלקה שלכל אמרנו 35למעשה

.g π7→ gN íההומומורפיז 36זהו
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נורמליות סדרות החבורות1.10 תורת 1

כי היטב, מוגדרת ψ .ψ(gN) = gK עלֿידי ψ : G/N → G/K íהומומורפיז נגדיר
ïלכ .g1K = g2nK = g2K ïולכ (n ∈ N ⊆ K) g1 = g2n אזי g1N = g2N íא

.gK = ψ(gN) אזי gK ∈ G/K íא כי על היא ψ ,óבנוס .ψ(g1N) = ψ(g2N)

.kerψ = {gN | ψ(gN) = gK = eK} = {gN | g ∈ K} = K/N

משפט לפי מתקבל הדרוש ïולכ ,K/N שגרעינו G/Kֿל G/N מֿ íאפימורפיז ψ הכל, êבס
.ïהראשו íההומומורפיז

נורמליות סדרות 1.10

íמתקיי אזי .G של חלקיות חבורות ארבע AC A∗ ,B C B∗ חבורה, G (זאסנהאוס): 50 21.11.2007למה

íהאיזומורפיז íמתקיי ïוכ ,B(B∗ ∩ A) C B(B∗ ∩A∗)ֿו A(A∗ ∩ B) C A(A∗ ∩B∗)

.A(A∗ ∩B∗)/A(A∗ ∩B) ∼= B(B∗ ∩A∗)/B(B∗ ∩A)

.A ∩B CA ∩B∗ אזי ,G של חלקיות חבורות Aשלוש ,B CB∗ íא א. :1.50 למה

KNנורמלית. אזי ,G של נורמליות חלקיות NוKֿחבורות íא ב.

מאחר .g−1ng ∈ A ∩B להראות יש .n ∈ A ∩Bֿו g ∈ A ∩B∗ יהיו א. הוכחה.
ïולכ n ∈ Aֿו g ∈ A שני, מצד .g−1ng ∈ B הרי ,B C B∗ֿו g ∈ B∗ ,n ∈ Bֿש

.g−1ng ∈ A ∩B אז .g−1ng ∈ A
כתרגיל. ב.

(ב), לפי .A∗ ∩ B C A∗ ∩B∗ דומה, ïובאופ ,A ∩ B∗ C A∗ ∩B∗ בלמה, (א) לפי הוכחה.
.D = (A∗ ∩B)(A ∩B∗) CA∗ ∩B∗

,b ∈ B (כאשר x = bc ∈ B(B∗ ∩A∗) לכל f : B(B∗ ∩ A∗) → A∗ ∩B∗/D נגדיר
.f(x) = f(bc) = cD עלֿידי (37c ∈ B∗ ∩A∗

היטב; מוגדרת f א. :2.50 למה

על; f ב.
;íהומומורפיז f ג.

.ker f = B(B∗ ∩A) ד.

íמתקיי אזי .c, c′ ∈ B∗ ∩A∗ֿו b, b′ ∈ B עבור x = bc = b′c′ כי נניח א. הוכחה.
,c′c−1 ∈ B ∩ (B∗ ∩A∗) = B ∩ A∗ ≤ Dֿו B∗ ∩A∗ 3 c′c−1 = b′−1b ∈ B

.c′D = cD ïומכא
.f(x) = yDֿו x = ey ∈ B(B∗ ∩A∗) אזי y ∈ A∗ ∩B∗ íא ב.
אז .(c, c1 ∈ B∗ ∩A∗ ,b, b1 ∈ B (עבור y = b1c1 ,x = bc יהיו ג.

f(x)f(y) = (cD)(c1D) = cc1D = f((bcb1c−1)cc1) = f(bcb1c1) = f(xy)

(.c ∈ B∗ ∩A∗ ≤ B∗ֿוB CB∗ כי ,b(cb1c−1) ∈ B (שהרי

נורמלית). חלקית בחבורה חלקית חבורה (מכפלת חלקית חבורה היא B(B∗ ∩A∗)37
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החבורות תורת נורמליות1 סדרות 1.10

ker f = {x ∈ B(B∗ ∩A∗) | f(x) = eA∗∩B∗/D}
= {x = bc | cD = D}
= {x = bc | c ∈ D}
= BD = B(A∗ ∩B)(A ∩B∗) = B(B∗ ∩A)

ד.

.(A∗ ∩B ≤ B ∗B(Aכי ∩B) = B)

.B(B∗ ∩ A∗)/B(B∗ ∩ A) ∼= A∗ ∩B∗/D ,ïהראשו íההומומורפיז ומשפט הלמה לפי
וגמרנו. ,A(A∗ ∩B∗)/A(A∗ ∩B)ֿל íג איזומורפית ïימי óשבאג החבורה מסימטרייה,

נורמליות סדרות 1.10.1

תיקרא G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gl = {e} חלקיות חבורות סדרת חבורה; G תהא נורמליתהגדרה. סדרה

.Gi BGi+1 ,i = 0, . . . , l − 1 לכל íא נורמלית סדרה

נורמליות סדרות G = H0 ≥ . . . ≥ Hm = {0} ,G = G0 ≥ . . . ≥ Gl = {0} íא סדרההגדרה. של ïעידו

.{G0, . . . , Gl} ⊆ {H0, . . . ,Hm} íא השנייה של ïעידו היא שהשנייה נאמר ,Gֿב

של אחת ïעידו ïאינ Z10 − {0, 5} − וֿ{0} Z10 − {0, 2, 4, 6, 8} − {0} הסדרות דוגמה.
למשל); בסדרה, מופיעה שכבר חבורה הוספת (עלֿידי ïלעד אפשר תמיד (טכנית, השנייה.

איֿאפשר.) ïכא מעשית,

וקיימת m = l íא שקולות תיקראנה {Hj}mj=0ֿו {Gi}li=0 נורמליות סדרות שתי נורמליותהגדרה. סדרות שקילות

.Gi/Gi+1
∼= Hα(j)/Hα(j)+1ֿש êכ α : {0, . . . , n− 1} → {0, . . . , n− 1} תמורה

אזי .Gֿב נורמליות סדרות {Hj}mj=0ֿו {Gi}li=0 תהאGחבורה, שרייר): של ïהעידו) 51 משפט
.íשקולי íעידוני ïלה יש

íא .j = 0, . . . ,m − 1 ,i = 0, . . . , l − 1 עבור Gij = Gi+1(Gi ∩ Hj) נגדיר הוכחה.
זאסנהאוס, של הלמה לפי נקבל, ,Hj−1 = B∗ ,Hj = B ,Gi = A∗ ,Gi+1 = A ïנסמ
,j = 1, . . . ,m− Gijל1ֿ = A(A∗ ∩B)CA(A∗ ∩B∗) = Gi+1(Gi ∩Hj−1) = Gi,j−1

ïעידו קיבלנו .Gi,0 = Gi = Gi+1(Gi ∩H0) ,j = 0 עבור ïוכ ,Gij CGi,j−1 כלומר

G0 = G0,0 ≥ G0,1 ≥ . . . ≥ G0,m−1 ≥ G1,0 = G1 ≥ . . . ≥ G1,m−1 ≥ G2,0 ≥ . . .

H0,j = Hj íמתקיי .Hij = Hj+1(Hj ∩ Gi) עלֿידי Hj הסדרה את ïנעד דומה, ïבאופ
ïעידו קיבלנו .Hj+1 ≤ Hij ≤ Hjֿו

H0 = H0,0 ≥ H1,0 ≥ . . . ≥ Hl−1,0 ≥ H0,1 = H1 ≥ . . .

.óבסו הסדרות בשתי {e} óנוסי
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נורמליות סדרות החבורות1.10 תורת 1

íשמתקיי להוכיח נותר .lm + 1 = ml + 1 êמאור הסדרות של íעידוני שני אלה
כי להוכיח יש כלומר, הסדר). לפי בהכרח Gi,j/Gi,j+1(לא

∼= Hi,j/Hi+1,j

Gi+1(Gi ∩Hj)/Gi+1(Gi ∩Hj+1) ∼= Hj+1(Hj ∩Gi)/Hj+1(Hj ∩Gi+1)

של מהלמה זאת נקבל ,B∗ = Hj ,B = Hj+1 ,A∗ = Gi ,A = Gi+1 ïנסמ íא ,ïואכ
זאסנהאוס.

הרכב סדרות 1.10.2

.Gֿו {e} ïה שלה היחידות הנורמליות החלקיות החבורות íא פשוטה Gנקראת חבורה 26.11.2007הגדרה. פשוטה חבורה

לכל íא הרכב סדרת נקראת G = G0 ≥ . . . ≥ Gn = {e} נורמלית סדרה הגדרה. הרכב סדרת

פשוטה. Gi/Gi+1חבורה ,i = 0, . . . , n− 1

נקראות הרכב בסדרת כמנות המופיעות החבורות ג'ורדïֿהולדר. גíסדרת נקראת הרכב סדרת
החבורה. של ג'ורדïֿהולדר) גורמי (או הרכב גורמי

Aהמכילות חבורה של החלקיות החבורות ïבי ועל חח"ע התאמה ïנות ההתאמה משפט כזכור,
חלקיות חבורות מעבירה זו והתאמה ,A/N של החלקיות החבורות ïלביN נורמלית חלקית חבורה
ונסיק N = Gi+1ֿו A = Gi על נפעילו .A/N בֿ נורמליות חלקיות לחבורות Aֿב נורמליות

38.Giֿב מקסימלית נורמלית חלקיתֿממש Gi+1חבורה í"íא שGi/Gi+1ֿפשוטה

(.êאור אותו ïלה יש (בפרט, שקולות. ïהGֿב הרכב סדרות שתי כל (ג'ורדïֿהולדר): 52 משפט

שכאלה íעידוני .íשקולי íעידוני הסדרות לשתי יש שרייר, של ïהעידו משפט עלֿפי הוכחה.
íעידוני ïבי התאמה מופיעות. שכבר בסדרה חלקיות חבורות על חזרה רק להיות íיכולי
ïלכ לטריוויאליות), (וטריוויאליות ללאֿטריוויאליות לאֿטריוויאליות מנה חבורות מעבירה אלו

.ïלכ íקוד íג שקולות הסדרות

הרכב.39 סדרת יש סופית בחבורה :53 טענה

אזי Gפשוטה, íא .Gֿמ הקטנות החבורות לכל ïשנכו נניח .G של הסדר על באינדוקציה הוכחה.
בגלל (וזאת מקסימלית נורמלית חלקית בGֿחבורה יש פשוטה, Gלא íא הרכב. Gסדרת ≥ {e}
ïקט G1 של הסדר ,ïכמוֿכ לאֿטריוויאלית. פשוטה G/G1ֿו G ≥ G1 .G1 לה נקרא הסופיות);

וגמרנו. הרכב, בG1ֿסדרת יש האינדוקציה הנחת לפי ïלכ ,G של מהסדר ממש

פתירות חבורות 1.10.3

íע G = G0 ≥ . . . ≥ Gn = {e} נורמלית סדרה לה יש íא פתירה נקראת G חבורה 28.11.2007הגדרה. פתירה חבורה

.i = 0, . . . , n− 1 לכל Gi/Gi+1אבלית

(לא .C = A או C = B אזי B ⊆ C C A íא נורמלית מקסימלית תיקרא A של B נורמלית חלקית 38חבורה

אותה.) המכילה ממנה" גדולה ïש"אי נורמלית בחבורה אלא גדולה", "הכי הנורמלית בחבורה מדובר
אינסופית. בחבורה ïנכו בהכרח 39לא
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החבורות תורת פשוטות1 חבורות 1.11

.G′ = G(1) = [G,G] = 〈g−1h−1gh | g, h ∈ G〉 ïנסמ

G של ביותר Nהקטנה הנורמלית החלקית החבורה היא [G,G]ֿו G/[G,G]אבלית, :54 טענה
G/Nאבלית. שֿ êכ

.G(i+1) = [G(i), G(i)] ,G(1) = [G,G] ,G(0) = G באינדוקציה נגדיר

.G(n) = {e}ֿש êכ n ∈ N íקיי í"íא פתירה Gהיא חבורה :55 טענה

מסדר ציקלית חבורה הוא שלה הרכב íגור כל í"íא פתירה היא G סופית חבורה :56 טענה
ראשוני.

ראשוני. מסדר ציקלית היא פשוטה אבלית חבורה :1.56 למה

פשוטות חבורות 1.11

אלו הסופיות, האבליות ïמבי (למעשה, פשוטות. חבורות ïה ראשוני p עבור Zp דוגמה. 26.11.2007

היחידות.) הפשוטות

ïה (íעצמי n בת קבוצה על הזוגיות התמורות (חבורות An האלטרנטיביות החבורות :57 משפט
40.n ≥ 5 לכל פשוטות

.3 מסדר íהציקלוסי óאוס עלֿידי Anנוצרת החבורה :1.57 למה

ïאות ïה הזוגיות התמורות .2 מסדר íציקלוסי עלֿידי נוצרת Snֿש הוכחנו כזכור, הוכחה.
התמורות כל עלֿידי נוצרת An ,ïמכא .íחילופי של זוגי מספר כמכפלת שנכתבות תמורות
מכפלת היא (x y)(z w) מהצורה תמורה שכל להראות מספיק ïלכ .(x y)(z w) מהצורה
.(x y)(y w) = (x y w) נקבל ,z = y íא .(x y)(x y) = e ,w = yֿו z = x íא שלשות:

.(x y)(z w) = (x y)(y z)(y z)(z w) = (x y z)(y z w) אחרת,

(כתרגיל.) A5פשוטה. :2.57 למה

לזו. זו בAnֿצמודות השלשות ,n ≥ 5 לכל :3.57 למה

êכ g ∈ Sn íשקיי íיודעי אנו .Anֿב (a b c)ֿל צמוד (x y z)ֿש להראות יש הוכחה.
(יש x, y, zֿמ íשוני u 6= v ניקח אחרת, גמרנו. ,g ∈ An íא .g(x y z)g−1 = (a b c)ֿש

ונקבל ,(x y z) íע óמתחל (u v) אז .(n ≥ 5 כי כאלה,
((u v)g)−1(x y z)((u v)g)) = g−1(u v)−1(x y z)(u v)g

= g−1(u v)−1(u v)(x y z)g

= (a b c)

.(u v)g ∈ Anֿו

.n = 1, 2, 3 עבור íג ïנכו 40זה
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קבוצה על חבורה של פעולה החבורות1.12 תורת 1

שנוכיח מספיק .K = An Kאזי 6= {e}ֿו (n ≥ 5)K C An íשא להוכיח íרוצי אנו הוכחה.
,3 êמאור íהציקלוסי כל את שמכילה ינבע מנורמליות אז כי ,3 êבאור אחד ציקלוס שKֿמכילה

.K = An נקבל ,An את יוצר זה óשאוס ïומכיוו
ïנתבונ .k = (a b c d . . .)(r s u z . . .) . . . .e 6= k ∈ K ויהי {e} 6= K C An תהא
ïנתבונ כלשהו). איבר להיות יכול x ,k = (a b) . . . íא) x 6= c כאשר ,t = (b a x) בשלשה
.K 3 (tkt−1)k−1 = (b a x)k(a b x)k−1 = (b a x)(k(a) k(b) k(x)) = (b a x)(b c y)ֿב
לו שיש ,A5 של עותק Anֿב מצאנו כלומר, .Alt{a, b, c, x, y} ∼= A5ֿב íג נמצאת זו תמורה
– K ∩ A5 = A5 ïולכ {e} 6= K ∩ A5 C A5 אבל פשוטה, A5 .K íע לאֿטריוויאלי êחיתו

שלשה. מכילה ובפרט {a, b, c, x, y} על הזוגיות התמורות כל את Kמכילה ∩A5 כלומר,

קבוצה על חבורה של פעולה 1.12

α : G ×X → X פונקציה קיימת íא X על פועלת Gֿש נאמר קבוצה. X חבורה, G 28.11.2007הגדרה. קבוצה על חבורה של פעולה

.g1, g2 ∈ Gֿו x ∈ X לכל α(g1g2, x) = α(g1, α(g2, x)) (ב) ;α(e, x) = x (א) המקיימת

ϕ(g)(x) = α(g, x) עלֿידי ïהנית ϕ : G → PerX íהומומורפיז מגדירה כזו α :58 טענה
X על G של פעולה מגדיר ϕ : G → PerX íהומומורפיז כל – êולהיפ ,(x ∈ X ,g ∈ G (לכל

.α(g, x) = (ϕ(g))(x) הבא: ïבאופ

ההגדרה, עלֿפי .PerX êלתו íהומומורפיז ϕֿש לבדוק êצרי כנ"ל. ϕ נגדיר ,α ïבהינת הוכחה.
נבדוק: .ϕ(g−1) הפכי, לה יש כי ועל חח"ע היא .XֿלXֿמ העתקה ϕ(g)

ϕ(g−1)(ϕ(g)(x)) = ϕ(g−1)(α(g, x))

= α(g−1, α(g, x))

= α(g−1g, x) = α(e, x) = x

,êהפי ϕ(g) ïלכ .ϕ(g) ◦ϕ(g−1) = id |X דומה, ïובאופ ,ϕ(g−1) ◦ϕ(g) = id |X ,êכ íא
.X של פרמוטציה זו כלומר

,x ∈ X שלכל להראות êצרי :íהומומורפיז ϕ
ϕ(g1g2)(x)

?= ϕ(g1)(ϕ(g2)(x))

α(g1g2, x)
?= α(g1, ϕ(g2)(x))

α(g1g2, x)
!= α(g1, α(g2, x))

שהתכונות לבדוק êצרי כנ"ל. α נגדיר ,ϕ : G → PerX íהומומורפיז ïבהינת ,êולהיפ
מתקיימות:

α(e, x) = ϕ(e)(x) = id |X (x) = x (א)
α(g1g2, x) = ϕ(g1g2)(x) = ϕ(g1)(ϕ(g2)(x)) = α(g1, α(g2, x)) (ב)

.gx רק או g.x בפשטות ïנסמ Xברורה, Gעל של הפעולה כאשר כלל, êבדר
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החבורות תורת קבוצה1 על חבורה של פעולה 1.12

H של השמאליות המחלקות קבוצת בXֿאת ïנסמ חלקית. Hחבורה Gחבורה, תהא דוגמה.
X על Gפועלת מנה). חבורת בהכרח לא שזו óעלֿא ,X = G/H זאת íמסמני íלפעמי)Gֿב
כלומר ,yH = y′H íא כי היטב, מוגדר זה .(yH = x ∈ X ,g ∈ G) g.(yH) = gyH :êכ

.(gy)−1gy′ = y−1g−1gy′ = y−1y′ ∈ H כי ,gyH = gy′H íג אזי ,y−1y′ ∈ H
התכונות: íקיו את נבדוק
e.yH = eyH = yH (א)

(g1g2).(yH) = (g1g2)yH = g1(g2y)H = g1.(g2y)H = g1.(g2.yH) (ב)
השתמשנו משמאל; כפל עלֿידי עצמה על G פעולת את נקבל ,H = {e} הפרטי במקרה

.PerG êבתוG את ïלשכ עלֿמנת קיילי במשפט זו בפעולה

.g.x = gxg−1 ,g ∈ G, x ∈ X לכל ;X = G עצמה). על G של ההצמדה (פעולת דוגמה
.(g1g2).x = (g1g2)x(g1g2)−1 = g1(g2xg−1

2 )g−1
1 = g1.(g2.x) ;e.x = x פעולה: זו

חלקית חבורה קיימת אזי .n מאינדקס G של חלקית חבורה H כלשהי, חבורה G :59 מסקנה
.[G : N ] ≤ n!ֿוN ≤ Hֿש êכN CG נורמלית

מגדיר זה .|X| = n .GֿבH Xקבוצתהמחלקותהשמאליותשל Gעל בפעולהשל ïנתבונ הוכחה.
,G/ kerϕ ∼= Imϕֿש מאחר .N = kerϕ ïבגרעי נסתכל .ϕ : G→ PerX = Sn íהומומורפיז
ïולכ ;kH = k(eH) = k.eH = eH = H íמתקיי k ∈ N לכל 41.[G : N ] ≤ n! נקבל

.N ≤ Hֿו k ∈ H

[x] = o(x) = {g.x | g ∈ G} ïנסמ x ∈ X עבור ,X קבוצה על הפועלת Gחבורה íא מסלולהגדרה.

.G עלֿידי x של המסלול –

.[x] ∩ [y] = ∅ או [x] = [y] אזי .x, y ∈ X ,X על Gפועלת :60 למה

.([y] ⊆ [x] íג סימטרי, ïבאופ (ואז, [x] ⊆ [y] אזי z ∈ [x] ∩ [y] íשא להוכיח מספיק הוכחה.
אז .u ∈ [x] יהי .x = (g−1

1 g2).y ïולכ ,g1.x = z = g2.yֿש êכ g1, g2 ∈ G íקיימי ,ïואכ
.u = g3.((g−1

1 g2).y) = (g3g−1
1 g2).y ∈ [y]ֿו ,u = g3.x

.Gֿב x של המייצב Gxהוא = {g ∈ G | g.x = x} .x ∈ X יהי מייצבהגדרה.

;G של חלקית Gxחבורה א. :61 טענה

íא בפרט, .GֿבGx של השמאליות למחלקות [x] המסלול איברי ïבי ועל חח"ע התאמה יש ב.
.gGx 7→ g.x עלֿידי ניתנת זו התאמה .|[x]| = [G : Gx] סופי, [x]

ואז ,t ∈ Gx עבור g = g0t אזי gGx = g0Gx íא כי היטב מוגדרת ההתאמה (ב). הוכחה
.g.x = (g0t).x = g0.(t.x) = g0.x

.gGx 7→ g.x = y ïולכ y = g.xֿש êכ g ∈ G íקיי אזי y ∈ [x] íא על: היא ההתאמה
אזי איבר. לאותו g2Gx ואת g1Gx את העבירה שההתאמה נניח חח"ע: היא ההתאמה

.g1Gx = g2Gx ïולכ g−1
1 g2 ∈ Gx כלומר ,(g−1

1 g2).x = x אומרת זאת ,g1.x = g2.x

.|G/ ker ϕ| = | Im ϕ| ≤ |Sn| = n! ,íהאיזומורפיז í41מקיו
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קבוצה על חבורה של פעולה החבורות1.12 תורת 1

.|[x]| | |G| ,x ∈ X לכל אזי ,X קבוצה על הפועלת סופית Gחבורה íא :62 מסקנה

של מסלול C (כי |C| | |G| אזי ,Gֿב צמידות מחלקת Cֿו סופית חבורה G íא :63 מסקנה
הצמדה). עלֿידי עצמה Gעל פעולת

.pֿחבורת נקראת ראשוני p עבור pn מסדר סופית חבורה הגדרה. pֿחבורת

.Z(G) 6= {e} ,pֿחבורתG עבור :64 מסקנה

ïה הצמידות שמחלקות נניח .p חזקת מסדר היא צמידות מחלקת כל .pֿחבורת G תהי הוכחה.
בכל במרכז42. הוא c ∈ Ci ⇐⇒ |Ci| = 1 .

∑r
i=1 |Ci| = pn .|Ci| = pαi ,C1, C2, . . . , Cr

(p − 1 (לפחות עוד יש שבהכרח נובע ïומכא ,|C1| = 1 ,C1 = {e} אבל .p | |Ci| אחר, מקרה
.1 מגודל צמידות מחלקות
– יותר פורמלי ïבאופ

.Gx = {g ∈ G | gx = xg} = CG(x) ההצמדה, בפעולת íמתבונני שכאשר לב íנשי
|G| = סופית, G íא .x ∈ Z(G) í"íא |xG| = [G : Gx] = [G : CG(x)] = 1 אז
ïשאינ לאֿטריוויאליות צמידות מחלקות נציגי x1, . . . , xt כאשר |Z(G)|+

∑t
i=1[G : CG(x)]

,i = 1, . . . , t לכל .pn = |Z(G)|+
∑t
i=1[G : CG(xi)] נקבל ,pֿחבורתGíא בפרט, מרכזיות.

ïולכ ,(xi ∈ Z(G) אחרת (כי [G : CG(xi)] > 1 שני ומצד ,[G : CG(xi)] | |G| = pn

|Z(G)| ≥ p ïולכ ,e ∈ Z(G) כי |Z(G)| ≥ 1 אבל .p | |Z(G)| ïולכ ,p |
∑t
i=1[G : CG(xi)]

וסיימנו.

פתירה. pֿחבורת כל :65 מסקנה

:(Z(G) = G ïכíאלאא) לאטריוויאלי ישלהמרכז ïלכ ,pֿחבורת זו .G/Z(G)ֿב ïנתבונ הוכחה.
חלקית חבורה Z2(G) יש ההתאמה, משפט לפי .Z1(G) = Z(G) ïנסמ .Z(G/Z(G)) 6= {e}
נבנה זו êבדר .Z2(G)/Z1(G) = Z(G/Z1(G))ֿש êכ Z1(G) את המכילה G של נורמלית
והמנות ,{e} C Z1(G) C . . . C Zl(G) = Gֿש êכ Gֿב נורמליות חלקיות חבורות סדרת

Gפתירה. ïלכ אבליות. Zi+1(G)/Zi(G)

Gx = G í"íא דהיינו, ;g.x = x ,g ∈ G לכל íא G של שבת נקודת נקרא x ∈ X 3.12.2007הגדרה. שבת נקודת

.o(x) = {x} í"íא

o(x) = G ,x ∈ G íא .g.x = gx ,x, g ∈ G משמאל: כפל Gעלֿידי על Gפועלת דוגמה.
.Gx = {g ∈ G | gx = x} = {e} .gx = yֿש êכ g ∈ G íקיי y ∈ G לכל כי

היא x של הצמידות מחלקת .g.x = gxg−1 עלֿידי X = G על פועלת G דוגמה.
.Gx = {g ∈ G | gxg−1 = x} = {g ∈ G | gx = xg} = CG(x) .xG = o(x)

.Z(G) ïמסומ החבורה. איברי כל íע íשמתחלפי íהאיברי קבוצת ;Centre42
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החבורות תורת סילו1 משפטי 1.13

סילו משפטי 1.13

.p מסדר בGֿאיבר יש אזי .p | |G| ונניח ראשוני, p Gסופית, תהא (קושי): 66 משפט

החבורה .X ⊆ Gp אז .X = {(g0, . . . , gp−1) | gi ∈ G,
∏p−1
i=0 gi = e} נגדיר הוכחה.

(זהו i.(g0, . . . , gp−1) = (g0+i, . . . , gp−1+i (mod p)) עלֿידי Gp על פועלת Cp = Z/pZ
,
∏p−1
i=0 gi = e íא :X הקבוצה על שומרת היא פעולה. שזו לראות קל שמאלה). סיבוב

,i = 1 עבור ;g0+i · · · gp−1+i (mod p) = e íשג להראות êצרי ,g0 · · · gp−1 = e כלומר
i = 2, . . . , p − 1 ועבור ,g1 · · · gp−1g0 = e⇐= g1 · · · gp−1 = g−1

0 ⇐= g0 · · · gp−1 = e

.X על Cp = Z/pZ של פעולה מוגדרת ïלכ באינדוקציה. –
.gp−1 את ïלחלוטי קובע וזה שרירותית g0, . . . , gp−2 את לבחור אפשר כי ,|X| = |G|p−1

.p | |X| ïלכ
,p את Xמחלק על Cp בפעולת מסלול כל גודל ,p מסדר Xהיא על הפועלת שהחבורה מאחר
נקודת לפחות יש שבת. נקודת xֿש או p מסדר שהמסלול או כלומר, .1 מסדר או p מסדר הוא ïולכ
ועוד השבת נקודות מספר הוא |X| אחת: שבת נקודת עוד לפחות יש ïמכא .(e, . . . , e) אחת: שבת
ל1ֿ, שווה או מֿ שגדול השבת, נקודות מספר את מחלק p ïלכ ;p מסדר íהמסלולי מספר íפעמי p
הסדר .hp = eֿש êכ h ∈ G עבור (h, . . . , h) ∈ X וקטור היא שבת נקודת .p לפחות הוא ïולכ

כנדרש. איבר ומצאנו o(h) = p הרי ,h 6= eֿש ומאחר ,p את מחלק h של

Gמסדר של P חלקית חבורה .p - mֿו ראשוני p כאשר ,n = prm מסדר Gחבורה תהי pֿסילוהגדרה. חבורת

.G של pֿסילו חבורת תיקרא pr

– אזי .p - m ראשוני, p ,n = prm מסדר סופית Gחבורה (סילו): 67 משפט
pֿסילו; חבורת יש כלומר ,pr מסדר P חלקית לGֿחבורה יש א.

כלשהי; pֿסילו בחבורת בGֿמוכלת pֿחבורת כל ב.
לזו; זו בGֿצמודות pֿסילו חבורות שתי כל ג.

.l | mֿו ,l ≡ 1 (mod p) אזי ,Gֿב pֿסילו חבורות מספר הוא l íא ד.

פתירה. 48 מסדר חבורה שכל להוכיח כדי סילו במשפט נשתמש דוגמה.
(כתרגיל.) Gפתירה. אזי G/Nפתירה, וֿ Nפתירה שֿ êכN CG Gחבורה, íא למה:
P חלקית חבורה Gֿב יש סילו משפט לפי ïלכ ,48 = 24 · 3 .48 מסדר חבורה G תהא
חבורת2ֿ N וֿ ,3! ≥ מאינדקס N נורמלית חלקית חבורה מכילה P .3 ואינדקס 16 מסדר

פתירה.44 ïולכ 6 ≥ מסדר G/Nחבורה פתירה.43 ïולכ

.|X| =
(
prm
pr

)
.pr Gמסדר של תתֿהקבוצות כל קבוצת בXֿאת ïנסמ א. הוכחה.

(כתרגיל.) .p -
(
prm
pr

)
אזי ,p - m íא :1.67 למה

פתירה. היא pֿחבורת שכל 43ניזכר
K ∼= Z/6Z (למעשה, פתירה היא 6 מסדר K שחבורה ההוכחה פתירות; ïולכ pֿחבורות ïה 5 ≥ íמסדרי 44חבורות

כתרגיל. – (K ∼= S3 או
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סילו משפטי החבורות1.13 תורת 1

מאחר .g.B = {gb | b ∈ B} ,g ∈ G ,B ∈ X íא הבא: ïבאופ X על פועלת G
אינו G בפעולת שלה המסלול שגודל pr מסדר B0 אחת קבוצה לפחות יש ,p - |X|ֿש
חבורה זו .B0 של המייצב H = GB0 = {g ∈ G | gB0 = B0} ïנסמ .pֿב מתחלק
איננו prm

|H| וֿ p
rm את מחלק H של הסדר כלומר, 45.pֿל זר מאינדקס G של חלקית

ונגדיר קבוע איבר b0 ∈ B0 יהי שני, מצד .|H| ≥ pr ובפרט ,pr | |H| ïלכ .pֿב מתחלק
כי ברור, זה חח"ע: f שֿ ïנטע .f(h) = h · b0 ∈ B0 עלֿידי f : H → B0 פונקציה
הכל êבס .|H| ≤ |B0| = pr ïלכ .h1 = h2 ïולכ h1b0 = h2b0 ,f(h1) = f(h2) íא

וגמרנו. ,|H| = pr

X Gעל חבורה של בפעולה ïנתבונ סילו, במשפט íהנוספי íהסעיפי הוכחת את êנמשי í5.12.2007בטר

זו 46.H ∈ Xֿו g ∈ G עבור g.H = gHg−1 עלֿידי Gהמוגדרת של החלקיות החבורות קבוצת
פעולה.

הוא זו Hבפעולה של המייצב
GH = {g ∈ G | g.H = H} = {g ∈ G | gHg−1 = H} = NG(H)

הבאות: התכונות מתקיימות .H של הנורמליזטור –
;G של חלקית NG(H)חבורה .1

;NG(H) ⊇ H .2
זו; לתכונה Gביחס של המקסימלית החלקית החבורה HוֿNG(H)הוא CNG(H) .3

כל קבוצת כי ,[G : NG(H)]ֿל שווה Hֿל הצמודות G של החלקיות החבורות מספר .4
שווה שגודלו ,G פעולת Hתחת של המסלול לHֿהיא Gהצמודות של החלקיות החבורות

המייצב; לאינדקס
את מחלק ,[G : NG(H)] = |G|

|NG(H)| ,Hֿל הצמודות החלקיות החבורות מספר .5
Hואז ≤ NG(H) ≤ G íמתקיי כי ,[G : H] = |G|

|H|

[G : H] =
|G|
|H|

=
|G|

|NG(H)|
· |NG(H)|

|H|
= [G : NG(H)][NG(H) : H]

סילו: משפט להוכחת נחזור
החלקיות החבורות קבוצת Y = {P1, . . . , Pk} תהא .G של pֿסילו חבורת P תהא ב.
לפי חלקיות. חבורות על הצמדה עלֿידי G בפעולת P של המסלול כלומר ,P לֿ הצמודות

.(p - k) pֿל זר k בפרט, .k | m = [G : P ] לעיל, ïהדיו
Q של íהמסלולי הצמדה. עלֿידי Y על פועלת Q .Gֿל חלקית כלשהי pֿחבורת Q תהא
החבורה), סדר את מחלק חבורה של מסלול êאור (שהרי pֿחזקת מסדר íה Y על בפעולתה

.(|Q| = ps (כאשר 1, p, . . . , ps íסדריה ïולכ
(íהזרי) íהמסלולי ארכי íסכו שבת): נקודת (כלומר, 1 בגודל אחד מסלול לפחות יש
íקיי ïולכ p - k êא ,pֿב מתחלק kֿש נובע ,pֿב íמתחלקי íכול íוא ,|Y | = k הוא

.pֿל שזר ,B0 של המסלול êאור הוא 45האינדקס
חלקית. חבורה היא íג gHg−1 ïולכ ,G של íאוטומורפיז היא כזכור, 46הצמדה,
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החבורות תורת סילו1 משפטי 1.13

.q.Pi0 = qPi0q
−1 = Pi0 ,q ∈ Q לכל כלומר ,Q של שבת נקודת Pi0 שֿ êכ 1 ≤ i0 ≤ k

,P̄ C D אז .P̄ = Pi0 ,D = NG(Pi0) ïנסמ .Q ≤ NG(Pi0) ïולכ q ∈ NG(Pi) אז
.D ≤ GֿוDֿב ומוכלת |P̄ | = pr כי ,m0 | m עבור |D| = prm0 íמתקיי .Q ≤ D

Q/P̄ ∩ Q .QP̄/P̄ ∼= Q/P̄ ∩Q ,ïכ על יתר חלקית. חבורה זו .QP̄ בחבורה נסתכל
חזקת הוא íג |QP̄/P̄ | = [QP̄ : P̄ ] ïולכ ,Q של מנה חבורת זו כי ,pֿחזקת מסדר היא
מסדר חלקית חבורה Gֿב ïאי אבל .p חזקת הוא íג ,ïכ íא ,|QP̄ | = [QP̄ : P̄ ]|P̄ | .p

.Q ≤ P̄ ïולכQP̄ = P̄ כלומר ,|QP̄ | = pr ïולכ ,prֿמ גדולה p חזקת
Q íא בפרט, ;P מצמודי באחד מוכלת Gֿב pֿחבורת שכל הראינו (ב) בהוכחת למעשה, ג.
Q ïולכ זהה, מגודל ïה אלה חבורות אבל .P מצמודי באחד מוכלת היא pֿסילו, היא עצמה

.P מצמודי לאחד שווה
על P בפעולת ïנתבונ .l ≡ 1 (mod p)ֿש עכשיו נוכיח 47.l = k | m ,íהקודמי íבסימוני ד.
יש אבל .pֿב íמתחלקי או 1 מגודל או íה Y בֿ P של íהמסלולי :Y = {P1, . . . , Pl}
אזי Pi את מייצבת P íא כי נוספת, שבת נקודת ïאי ;Y של כאיבר עצמה, P – שבת נקודת
סדר, מאותו ïשה ïומכיוו ,(Q כלשהי pֿחבורת עבור זאת P(הוכחנו ≤ PiֿוP ≤ NG(Pi)

íה íהמסלולי שאר וכל עצמה את רק íבמקו מקבעת P שֿ קיבלנו הכל êבס .P = Pi

.l ≡ 1 (mod p) ,íזרי íמסלולי של איחוד היא Y שֿ מאחר .pֿב íהמתחלקי íמסדרי

.(l = 1) יחידה היא ⇐⇒ נורמלית pֿסילו חבורת :68 מסקנה

ציקלית. ולמעשה אבלית, היא 35 מסדר חבורה דוגמה.

חבורת – 7 מסדר A חלקית חבורה Gֿב יש .35 מסדר חבורה G תהא .35 = 7 · 5 הוכחה.
יש .A CG ïולכ l = 1 ïלכ ,l ≡ 1 (mod 7) ,5 את מחלק l 7ֿסילו חבורות מספר 7ֿסילו.
.t = 1 ïולכ t ≡ 1 (mod 5) ,t | 7 íמקיי t 5ֿסילו חבורות מספר .B 5ֿסילו חבורת Gֿב

.B CG íג ïלכ
48.5 מסדר Bציקלית Bכי = 〈b〉 ,b5 = e ;7 מסדר Aציקלית Aכי = 〈a〉 ,a7 = e

|A ∩ B| | 5, 7 êא .a−1b−1ab ∈ A ∩B íמתקיי :B 3 a−1b−1ab ∈ Aֿב נסתכל
.ab = ba ïומכא ,a−1b−1ab = e אז .A ∩B = {e} ïולכ

A את íג המכילה G של חלקית חבורה H = 〈a, b〉 כי ,bֿו a עלֿידי נוצרת G החבורה
.H = G כלומר ,|H| = ו35ֿ 35 | |H| | 35 ïולכ 7 | |H|ֿו 5 | |H| ïולכ ,B את íוג

אבלית. היא אזי ,íביניה íהמתחלפי íאיברי עלֿידי נוצרת חבורה íא :1.68 למה
(כתרגיל.)

מספיק זאת, להוכיח עלֿמנת :G ∼= Z35 כלומר ,35 מסדר ציקלית G ,ïכ על יתר
חבורה êבתו הוא כי ,g35 = eֿש ברור :g = abֿב נסתכל .35 מסדר איבר íקיו להראות
.o(g) = 1, 5, 7, 35 ïלכ לגראנז'. ומשפט o(g) = 〈g〉ֿש êכ לפי o(g) | |G|ֿו 35 מסדר

(ב). הוכחת בתחילת זאת 47ראינו
ציקלית. תמיד היא ראשוני מסדר 48חבורה
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סילו משפטי החבורות1.13 תורת 1

íא בסתירה. ,a = b = eֿו A 3 a = b−1 ∈ B כלומר ,g = e אז o(g) = 1 íא
נקבל ,o(g) = 7 íא ;o(a) = 7 כי ,g5 = (ab)5 = a5b5 = a5 6= e נקבל ,o(g) = 5

כנדרש. ,o(g) = 35 ïלכ .o(b) = 5 כי ,g7 = (ab)7 = a7b7 = b7 = b2 6= e

פתירות. ïה 60 > מסדר החבורות כל :69 10.12.2007משפט

לזכור: כדאי
פתירה); pֿחבורת כל (כמסקנה, =⇐Gפתירה G/Nפתירה וֿ Nפתירה ,N CG .1

נורמלית; היא 2 מאינדקס חלקית חבורה .2
;[G : N ] ≤ n! íעN CG חלקית חבורה מכילה n מאינדקס חלקית חבורה .3

הוא rp(G) (כאשר pֿסילו חבורת P כאשר ,rp(G) | [G : P וֿ[ rp(G) ≡ 1 (mod p) .4
;(G של pֿסילו חבורות מספר

;rp(G) = 1 í"íאGֿב Gנורמלית של pֿסילו חבורת .5
;|G/N | | n! לגראנז' ולפי ,Sn של לתתֿחבורה G/Nאיזומורפית .6
נורמלית. pֿסילו אזי p > q ,(p, q) = 1 ראשוני, p ,|G| = pq íא .7

.rp(G) = 1 ïולכ ,p > q אבל .rp(G) | q ,rp(G) ≡ 1 (mod p) הוכחה.

{e} :1 הוכחה.
ראשוני. מסדר ציקליות :59 ,57 ,53 ,47 ,43 ,41 ,37 ,31 ,29 ,23 ,19 ,17 ,13 ,11 ,7 ,5 ,3 ,2 p

.pֿחבורות :49 ,32 ,27 ,25 ,16 ,9 ,8 ,4 pr

למשל, לכתוב, ïנית :58 ,55 ,52 ,46 ,44 ,42 ,39 ,38 ,35 ,34 ,28 ,26 ,22 ,21 ,20 ,14 ,10 ,6 pq ,p > q

למעשה, ,ïכא נורמלית. pֿסילו חבורת שיש (7) לפי נקבל ,q = 4 ,p = 5 ïנסמ íוא ,20 = 5 · 22

מסדר ממש ïקט שסדרה הזו, pֿסילו שחבורת הראינו כבר – íקוד שהראינו מה על íמסתמכי אנו
פתירה. היא הנדונה, החבורה

חבורה יש ïולכ ,3 מאינדקס ïה 2ֿסילו חבורות ;12 = 3 · 22 למשל, :51 ,48 ,33 ,24 ,15 ,12 3pr

מה (עלֿפי G/Nפתירות Nוֿ .G 6= N 6= {e} íתקיי זו חבורה ;6 ≥ מאינדקס נורמלית חלקית
Gפתירה. ,(1) ולפי כבר), שהראינו

.(2 מאינדקס היא (כי נורמלית 3ֿסילו וחבורת ,18 = 2 · 32 למשל, :(2) עלֿפי :54 ,50 ,18 2pr

.r5 = 6 או סיימנו, שאז ,r5 = 1 ïולכ ,r5 | ו6ֿ r5 ≡ 1 (mod 5) אז .30 = 2 · 3 · 5 :30
יש אז .e את רק מכיל כאלו íשתיי כל êחיתו ïולכ ראשוני, מסדר ציקלית היא 5ֿסילו חבורת כל
אז .r3 | ו10ֿ r3 ≡ 1 (mod 3) כעת, .1 מסדר אחד ואיבר 5 מסדר íאיברי 6(5 − 1) = 24

וזה ,3 íשסדר ,íנוספי íאיברי 10(3 − 1) = 20 יש ואז r3 = 10 אחרת כי וסיימנו, r3 = 1

פתירה. והחבורה נורמלית, 3ֿסילו חבורת או 5ֿסילו חבורת ïלכ אפשרי. בלתי
.24 = 4! ≥ מאינדקס נורמלית חלקית חבורה מכילה 3ֿסילו חבורת אז ;36 = 3222 :36 4pr

.r5 = 1 ïולכ ,r5 | ו8ֿ r5 ≡ 1 (mod 5) ;40 = 5 · 23 למשל, :45 ,40 5pr

8 · 6 יש .r7 = 8 או סיימנו, שאז ,r7 = 1 ïלכ ,r7 | ו8ֿ r7 ≡ 1 (mod 7) ;56 = 7 · 8 :56
חבורת7ֿסילו). בכל נמצא íשג ,e) 1 מסדר אחד ואיבר חבורת7ֿסילו) מכל (שישה 7 איבריíמסדר
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החבורות תורת אבליות1 חבורות 1.14

כי וסיימנו, r2 = 1 לא. והשאר טריוויאלי אחד íמתוכ ,íאיברי שמונה יש 2ֿסילו חבורת בכל
,íאיברי 1 + 8 · 6 + 8 = מ57ֿ יותר שיש ונקבל ,8 או 4 ,2 íמסדרי íאיברי 8 לפחות יש אחרת

בסתירה.

אבליות חבורות 1.14

ב0ֿ. היחידה איבר ואת בֿ+ הפעולה את בדרêֿכלל ïנסמ אבלית; Aחבורה תהא

אבלית. היא ציקלית חבורה כל דוגמה.

הnֿֿיות חבורת זו G =
⊕n

i=1Gi הישר ïסכומ חבורות; של óאוס {Gi}i∈I יהי ישרהגדרה. íסכו

.gh = (g1 ·1 h1, g2 ·2 h2, . . . , gn ·n hn) הכפל פעולת íע ,{g = (g1, . . . , gn) | gi ∈ Gi}
.gi 7→ (e, . . . , e, gi, e, . . . , e) Gעלֿידי של חלקית Giכחבורה את לזהות ïונית חבורה, זו

הזיהוי). Gi(לאחר CG

אבלי. הוא ציקליות) חבורות של (ובפרט אבליות חבורות של ישר íסכו דוגמה.

החבורה איברי כל כי ציקלית, לא היא לחיבור. ביחס íהרציונאליי íהמספרי Q+ דוגמה.
לקבל נוכל לא ïולכ ,b את שמחלק מכנה בעלי íה a

b רציונאלי מספר עלֿידי הנוצרת החלקית
איננה Q+ אז (כתרגיל). ציקלית היא Q+ של סופית נוצרת תתֿחבורה כל רציונאלי. מספר כל

(.{ 1
n! | n ∈ N} :íיוצרי לקבוצת (דוגמה סופית. נוצרת

סופית. נוצרת לא íוג ציקלית לא היא לכפל. ביחס íהרציונאליי íהמספרי Q× דוגמה.
(.Q≥0

×
⊕

ראשוני p
〈p〉 ,ïכמוֿכ .Q× = 〈−1, p | ראשוני p〉 :íיוצרי לקבוצת (דוגמאה

אזי n ∈ Z \ N íא .íפעמי n na = a + . . . + a ,n ∈ N íא אבלית. חבורה A 12.12.2007

.íפעמי−n na = −((−a) + . . .+ (−a))
0Z ·a = 0A ,m ·0A = 0A ,m(a+A b) = ma+Amb ,(m+n)a = ma+Anaíמתקיי
êא ,Z מעל וקטורי בAֿכמרחב íמתקיי שהיה למה דומות אלה תכונות .(a, b ∈ Aֿוm,n ∈ Z)

שדה. איננו Z

לחבורות íבסיסי 1.14.1

íא A של בסיס Xֿש נאמר .A של תתֿקבוצה X = {α1, . . . , αn} אבלית, חבורה A בסיסהגדרה.

(כלומר, .a1, . . . , an ∈ Z כאשר a = a1α1 + . . .+anαnֿכ יחיד ïבאופ לכתיבה ïנית a ∈ A כל
יחיד.) ïבאופA את Xיוצרת

íמתקיי α לכל ,A = Zn למשל וציקלית, סופית A íא בסיס: יש אבלית חבורה לכל לא
יחידה. לא ההצגה ïולכ ,0α = nα = 0

בסיס. ïאי סופית לחבורה :70 טענה
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אבליות חבורות החבורות1.14 תורת 1

לכל כי ,Aֿל Xבסיס אזי 49.X = {e1, . . . , en} וניקח A = Zn = Z⊕ . . .⊕ Z דוגמה.
אלו כי (בפרט יחידה זו והצגה α = a1e1 + . . .+ anen íמתקיי α = (a1, . . . , an) ∈ A

נשמרת). היחידה וההצגה ,Rnֿל בסיס וקטורי
לייצג בעזרתו ïנית לא כי פורש, איננו הוא בסיס: איננו {2e1, . . . , 2en} זה, במקרה

איֿזוגיות. קואורדינטות בעלי íוקטורי

יחיד: לא הוא לחבורה בסיס

íמגדירי כאשר ,Y = {ᾱ1, α2, . . . , αn} אזי ,Aֿל בסיס X = {α1, . . . , αn} íא :71 טענה
.Aֿל בסיס הוא íג 50,ᾱ1 = α1 +

∑n
i=2 ciαi

חפשיות אבליות חבורות 1.14.2

לכל íאX על חפשית חבורה A נאמר Xתתֿקבוצה, = {α1, . . . , αn} אבלית, A íא הגדרה. חפשית חבורה

שהיא ϕ̃ : A→ D יחידה המשכה קיימת ϕ : X → D קבוצתית העתקה Dולכל אבלית חבורה
.(1 ≤ i ≤ n לכל ϕ̃(αi) = ϕ(αi)ֿו) íהומומורפיז

íהבאי íהתנאי אזי .A של Xתתֿקבוצה = {α1, . . . , αn}ֿו אבלית Aחבורה תהא :72 משפט
:íשקולי

;A של Xבסיס א.
;X על Aחפשית ב.

.i = 1, . . . , n לכל ϕ̃(ei) = αiֿש êכ ϕ̃ : Zn → A íאיזומורפיז íקיי ג.

êצרי .ϕ : X → D קבוצתית העתקה ϕֿו אבלית חבורה D תהא (ב)) ⇐ ((א) הוכחה.
;α ∈ A יהי .ϕ̃(αi) = ϕ(αi)ֿש êכ ϕ̃ : A → D יחיד íהומומורפיז íשקיי להוכיח
נגדיר .mi ∈ Z ,α =

∑n
i=1miαiֿכ יחיד ïבאופ לכתיבה ïנית α בסיס, Xֿש מאחר אזי

íהומומורפיז שיהיה íרוצי íא ϕ̃ את להגדיר היחידה êהדר שזו ברור .ϕ̃(α) =
∑n
i=1miϕ(αi)

êבכ íמשתמשי (כתרגיל; חבורות של íהומומורפיז ïאכ ϕֿ̃ש לבדוק נשאר .X על ϕ íע המתלכד
שDֿקומוטטיבית).

עלֿידי ψ : X → Zn ונגדיר X = {α1, . . . , αn} על חפשית A נניח (ג)) ⇐ ((ב)
êכ ψ̃ : A → Zn íהומומורפיז íקיי ,X על חפשית Aֿש מאחר .i = 1, . . . , nֿל ψ(αi) = ei

ϕ̃ : Zn → A íהומומורפיז íקיי ïולכ ,Zn של בסיס {e1, . . . , en} שני, מצד .ψ̃(αi) = eiֿש
,ψ̃ ◦ ϕ̃(ei) = ψ̃(αi) = ei לזה. זה íהפכיי אלה íשהומומורפיזמי נראה .ϕ̃(ei) = αi íהמקיי
על.) ψֿ̃ו חח"ע ϕֿ̃ש אומר (זה .ψ̃ ◦ ϕ̃ = id |Zn ,Zn את יוצרת {e1, . . . , en}ֿש ומאחר
להוכיח יש הזהות הוא íג ϕ̃ ◦ ψֿ̃ש להראות כדי .ϕ̃ ◦ ψ̃(αi) = ϕ̃(ei) = αi דומה, ïבאופ

.A את Xיוצרת = {α1, . . . , αn}ֿש

.ei = (0, . . . , 0,
i
1, 0, . . . , 0)49

תפרוש. לא שתתקבל והקבוצה הראשונה, הקואורדינטה על תנאי יציב בסקלר α1 של 50כפל
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.A את Xיוצרת Xאז = {α1, . . . , αn} על Aחפשית íא :1.72 למה

.α1, . . . , αn עלֿידי הנוצרת A של החלקית החבורה B = 〈α1, . . . , αn〉 תהא הוכחה.
ϕ̃1, ϕ̃2 : A → A/B העתקות שתי נגדיר .A/B = {0} כלומר ,B = A להראות יש
ϕ̃1(αi) = B = 0A/B ,i לכל אז האפס. העתקת ϕ̃2 הטבעי, íההומומורפיז ϕ̃1 עלֿידי
יחידה, המשכה יש חפשית, חבורה הגדרת לפי .ϕ̃1 |X= ϕ̃2 |X כלומר ,ϕ̃2(αi) = 0A/Bֿו

.A/B = {0A/B} כלומר תמונה, אותה ההתעקות לשתי בפרט, .ϕ̃1 ≡ ϕ̃2 ïולכ

.Zn של בסיס {e1, . . . , en} כי ברור, ⇐(א)) ((ג)

.A של חלקית Bחבורה תהא .X = {α1, . . . , αn} בסיס íע אבלית Aחבורה תהא :73 משפט
mi ∈ Zֿו k ≤ n ,B = 〈m1ᾱ1, . . . ,mkᾱk〉ֿש êכ Y = {ᾱ1, . . . , ᾱn} בסיס Aֿל íקיי אזי

.m1 | m2 | . . . | mk íומתקיי

החבורות שכל íיודעי Aואנו ∼= Z אז {α1} על Aחפשית ,n = 1 íא .n על באינדוקציה הוכחה.
.B = 〈m · 1〉 מהצורה ïה Z של החלקיות

חלקית וחבורה A של A כלשהו בסיס ïבהינת .nֿל ונוכיח n − ל1ֿ נכונה שהטענה נניח
0 6= β ∈ B íשקיי êכ ביותר ïהקט m החיובי íהשל – f(A, B) ïנסמ ,A של B 6= {0}
ביותר ïהקט mהמספר יהי ;B נתונה לנו .íהמקדמי mכאחד Aמופיע הבסיס עלֿפי שבכתיבתו
,A = {α′1, . . . , α′n}בסיס íע מתקבל שmֿזה נניח .A בסיסי כל על õרA כאשר ,f(A, B) ïמבי

.B 3 β = mα′1 + a2α
′
2 + . . .+ anα

′
n ונניח

.i = 2, . . . , n mלכל | ai :1.73 למה

בבסיס A הבסיס את óנחלי .ri = 0 נוכיח .(0 ≤ ri < m) ai = qim+ ri נכתוב הוכחה.
.β = mᾱ1+

∑n
i=2 riα

′
i ועכשיו ,ᾱ1 = α′1+

∑n
i=2 qiα

′
iֿש êכA0 = {ᾱ1, α

′
2, . . . , α

′
n}

לבסיס Bביחס של איבר של יותר ïקט íמקד ri ,ïכ לא íשא ,ri = ש0ֿ נובע ,m בחירת êמדר
.β = mᾱ1 ïלכ כלשהו.

n− 1 על חפשית A′ כלומר ,A′ של בסיס הוא α′2, . . . , α′n אזי .A′ = 〈α′2, . . . , α′n〉 תהא
.A′ של חלקית חבורה זוהי .B′ = B ∩A′ ïנסמ .íיוצרי

לכתיבה ïניתB של איבר וכל 〈β〉 ∩B′ = {0} דהיינו ,B = 〈β = mᾱ1〉⊕B′ :2.73 למה
.β′ ∈ B′ ,c ∈ Z עבור cβ + β′ֿכ

אבל .A′ 3 γ =
∑n
i=2 aiα

′
iֿו γ = rβ = rmᾱ1 כלומר ,0 6= γ ∈ 〈β〉∩B′ נניח הוכחה. 17.12.2007

סתירה.51 – יחידה γ של כתיבתו ïולכ בסיס, {ᾱ1, α
′
2, . . . , α

′
n}

.β′ ∈ B′ֿו c ∈ Z כאשר ,δ = cβ+β′ֿכ לכתיבה ïניתB של δ איבר שכל להראות עלינו
,0 ≤ r < m עבור a = qm + r נכתוב :m | a אז .δ′ ∈ A′ כאשר δ = aᾱ1 + δ′ ïנסמ

בֿ ïונתבונ

.γ = 0 íמקבלי היינו ואז החיוב, êבדר זאת להוכיח 51יכולנו
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אבליות חבורות החבורות1.14 תורת 1

B 3 δ − qβ = (aᾱ1 + δ′)− qmᾱ1

= (a− qm)ᾱ1 + δ′

= rᾱ1 + δ′

ïכ íא mאלא בחירת êלדר סתירה נקבל ,α′2, . . . , α′n של לינארי óצירו הוא δ′ֿש מאחר
.δ = mqᾱ1 + δ′ = q(mᾱ1) + δ′ = qβ + δ′ ïולכ a = mq כלומר ,m | a אז .r = 0

כנדרש. ,δ′ ∈ A′ ∩B = B′ ïלכ ,δ′ = δ − qβ ∈ B ïוכ δ′ ∈ A′ íמתקיי

B′ = 〈m2ᾱ2, . . . ,mkᾱk〉ֿש êכ ᾱ2, . . . , ᾱn בסיס A′ֿל יש האינדוקציה הנחת לפי
,A של בסיס ᾱ1, ᾱ2, . . . , ᾱnֿש לב íנשי .(k ≤ n) k − 1 ≤ n− 1 ,m2 | m3 | . . . | mkֿו

.m | m2 להוכיח נותר .B = 〈mᾱ1,m2ᾱ2, . . . ,mkᾱk〉ֿש נקבל ומהלמה
{α̃1, ᾱ2, . . . , ᾱn} ואז α̃1 = ᾱ1 + qᾱ2 ïנסמ .0 ≤ r < m עבור m2 = qm + r נכתוב

בֿ עכשיו ïנתבונ .71 טענה לפי ,Aֿל בסיס
B 3 mᾱ1 +m2ᾱ2 = mᾱ1 +mqᾱ2 + rᾱ2

= m(ᾱ1 + qᾱ2) + rᾱ2

= mα̃1 + rᾱ2

,m1 = m | m2 ïלכ .r = 0 ïולכ ,rֿב שימוש êתו בסיס עלֿפי כתיבה íע Bֿב איבר מצאנו
וסיימנו.

52.íיוצרי k ≤ n על nיוצריíהיאחפשית על חבורהאבליתחפשית חלקיתשל חבורה :74 מסקנה

עלֿידי נוצרת B ,A של X = {ᾱ1, . . . , ᾱn} לבסיס ביחס אזי B ≤ A íשא ראינו הוכחה.
של לינארי óצירו הוא Bֿב איבר כל כי ,B של בסיס Y שֿ ïנטע .Y = {m1ᾱ1, . . . ,mkαk}
íנקבעי aimi כי יחיד ïבאופ íנקבעי aiֿו ,íיוצרי íה כי ,B 3 β =

∑k
i=1 ai(miᾱi) ,Y איברי

שXֿבסיס. êמכ יחיד ïבאופ

ל)חבורת (איזומורפית M אזי ,íאיברי n עלֿידי סופית נוצרת אבלית חבורה M íא הערה:
נוצרת M וֿ {α1, . . . , αn} על חפשית A íא כי ,íיוצרי n על החפשית החבורה של מנה
íלהומומורפיז להרחיב ïנית αi 7→ γi הקבוצתית ההעתקה את ,{γ1, . . . , γn} ⊆ M עלֿידי

.B = ker ϕ̃ ,M ∼= A/B ïלכ .M את יוצרת {γ1, . . . , γn} כי על שהוא ,ϕ̃ : A→M

íשלמי íקיימי אזי ,n מינימלי íיוצרי מספר íע סופית נוצרת אבלית Mחבורה íא :75 מסקנה
כל בפרט, .M ∼= Z/m1Z ⊕ . . . ⊕ Z/mkZ ⊕ Zn−kֿש êכ (k ≤ n) m1 | . . . | mk íחיוביי

ציקליות. חבורות של ישר íסכו היא סופית נוצרת אבלית חבורה

êכ ᾱ1, . . . , ᾱn בסיס Aֿל íקיי ,73 משפט לפי .M ∼= A/B ,íכמקוד íבסימוני הוכחה.
ïלכ .m1 | . . . | mkֿו k ≤ n Bכאשר = 〈m1ᾱ1, . . . ,mkᾱk〉ֿש

A/B ∼= Z/m1Z⊕ . . .⊕ Z/mkZ⊕
íפעמי n − k︷ ︸︸ ︷

Z⊕ . . .⊕ Z
בתרגול.) (הסבר

יותר. גדול להיות עשוי תתֿחבורה של íהיוצרי מספר קומוטטיבית, שאיננה 52בחבורה
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החבורות תורת אבליות1 חבורות 1.14

שהיא אפשר ,ïכ על יתר ציקליות. חבורות של ישר íסכו Mהיא אבלית סופית חבורה :76 מסקנה
.m1 | m2 | . . . | mk כאשר Z/m1Z⊕ . . .⊕ Z/mkZ íלסכו איזומורפית

שלה. pֿסילו חבורות של ישר íל)סכו (איזומורפית Mהיא סופית אבלית חבורה כל :77 טענה

,r1 ≤ . . . ≤ rk íקיימי אזי ,pr Mמסדר כלומר סופית, אבלית pֿחבורתM íא :78 מסקנה
.M ∼= Z/pr1Z⊕ . . .⊕ Z/prkZֿש êכ

∑k
i=1 ri = r

הקודמת. מהמסקנה מיידית מסקנה הוכחה.

יחיד. הנ"ל הפירוק :79 טענה

החלוקה).53 פונקציית היא σ) σ(r) הוא pr מסדר האבליות החבורות מספר :80 מסקנה

íכסכו r את לכתוב האפשרויות למספר שווה pr מסדר האבליות החבורות מספר הוכחה.
הגדרה. עלֿפי ,σ(r)ֿל שווה זה ומספר ,1 ≤ r1 ≤ . . . ≤ rk כאשר r1 + . . .+ rk = r

לכל pi 6= pj ) íראשוניי למכפלת פירוקו n = pd11 p
d2
2 · . . . · pdl

l ויהי ,n ∈ N יהי :81 מסקנה
בחזקות רק תלוי ובפרט ,σ(d1) · . . . · σ(dl) הוא n מסדר האבליות החבורות מספר אז .(i 6= j

.íבראשוניי ולא

ומהמסקנה שלה pֿסילו חבורות מכפלת היא אבלית חבורה שכל מהטענה מסקנה זוהי הוכחה.
הקודמת.

.pֿב ולא בלבד rֿב תלוי pr מסדר האבליות החבורות שמספר לב 53שימו
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íהחוגי תורת 2

íהחוגי תורת 2

הגדרה 2.1

,+ : R × R → R בינאריות פעולות ושתי (האפס) 0 איבר íע R קבוצה הוא חוג 24.12.2007הגדרה. חוג

– המקיימות · : R×R→ R

קומוטטיבית חבורה היא (R, 0,+) .1
∀r, s, t ∈ R r · (s · t) = (r · s) · t אסוציאטיביות: .2

(s+ t)r = sr + tr ,r(s+ t) = rs+ rt דיסטריביוטיביות: .3

קומוטטיבי. חוג Rנקרא ,rs = sr íג íדורשי íא קומוטטיבי חוג

יחידה. íע חוג Rנקרא אזי ,1 · r = r · 1 = r íהמקיי 0 6= 1 איבר íקיו íדורשי íא יחידה íע חוג

.r·s = sכêש1ֿ ישנו r 6= 0 עíיחידההמקייíבנוסóשלכל קומוטטיבי חוג שדההינו דוגמה.

.íהשלמי – Z דוגמה.

מעל X במשתנה íהפולינומי חוג הוא F [X] משתנה. X שדה, F .(íפולינומי (חוגי דוגמה íפולינומי חוג

a0 ;íהמקדמי íה ai ∈ F .f(X) = a0 + a1X + . . . + anX
n מהצורה íה איבריו .F

.f íהפולינו (דרגת) מעלת היא n ;ïהעליו íהמקד הוא an 6= 0 החפשי; íהמקד ∑הוא
aiX

i +
∑
biX

i =
∑

(ai + bi)Xi

(
∑
aiX

i)(
∑
biX

i) =
∑
i,j aibjx

i+j =
∑
k(
∑
i+j=k aibj)X

k

.1F = 1 ,0F = 0 יחידה: íע קומוטטיבי חוג הוא F [X] התכונות). íקיו את לבדוק (יש

.
∑
aijX

iY j ∈ F [X,Y ] למשל אחד, ממשתנה ביותר íפולינומי חוגי להגדיר íג ïנית
בודד. במשתנה íפולינומי חוגי מתכונות מאוד שונות כאלה íחוגי תכונות

כפל íע F שדה מעל n × n המטריצות óאוס Mn(F ) משדה, F המטריצות). (חוג דוגמה
,(B+C)A = BA+CA ,A(B+C) = AB+AC íמתקיי מטריצות. רגיליíשל וחיבור
íע (AB 6= BA בדרêֿכלל ,n ≥ 2 (עבור קומוטטיבי לא חוג זהו .A(BC) = (AB)C

.0 אפס איבר הזהות), (מטריצת I יחידה

óאוס R = End(V ) ,F שדה מעל וקטורי מרחב V .(íהאנדומורפיזמי (חוג דוגמה
,(T1 + T2)(v) = T1(v) + T2(v) פעולות נגדיר .T : V → V הלינאריות הטרנספורמציות
החוג. אקסיומות íקיו את לבדוק יש .1(v) = v ,0(v) = 0 .(T1 · T2)(v) = T1(T2(v))

דיסטריביוטיביות: íקיו נראה
∀v ∈ V (T1 + T2)(S(v)) = T1(S(v)) + T2(S(v))

החיבור; מהגדרת –
∀v ∈ V S(T1(v) + T2(v)) = S(T1(v)) + S(T2(v))

מרחב של íהאנדומורפיזמי חוג נקרא êכ המוגדר החוג 54.S ומלינאריות החיבור מהגדרת –
.V וקטורי

שונות. ïכיוו מכל לדיסטריביוטיביות שהסיבות ,íבעצ 54קיבלנו,
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íהחוגי תורת 2íתתֿחוגי 2.2

55íהסופייíהביטוייóאתאוסF [Γ]ֿב ïנסמ Fשדה. תהאΓחבורהויהי חבורה). (חוגי דוגמה
:êכ מוגדרות הפעולות .ag ∈ F כאשר

∑
g∈Γ agg∑

g∈Γ agg +
∑
g∈Γ bgg =

∑
g∈Γ(ag + bg)g

(
∑
g∈Γ agg)(

∑
g∈Γ bgg) =

∑
g,h ag ·F bhg ·Γ h

ובשדה: בחבורה מאסוציאטיביות נובעת למשל, )אסוציאטיביות,
(
∑

agg)(
∑

bhh)
)

(
∑

ckk) = (
∑

agbhgh)(
∑

ckk) =
∑

(agbh)ck(gh)k

.F בשדה íמקדמי íע Γ של החבורה חוג נקרא êכ המוגדר החוג

F [Γ] = {ae + bg + cg2 | אז .(g3 = e) Γ = C3 = {e, g, g2} ,F = R דוגמה.
.a, b, c ∈ R}

אפס: מחלקי יש כלומר ,0 íשמכפלת מ0ֿ íשוני íאיברי יש F [Γ] החבורה בחוג
(e+ g + g2)(g − e) = g + g2 + e− e− g − g2 = 0

,(f + g)(x) = f(x) + g(x) íע [0, 1] בקטע הרציפות הפונקציות óאוס C[0, 1] דוגמה.
.1(x) = 1 ,0(x) = 0 ,(f · g)(x) = f(x) · g(x)

.rs = sr = ש1ֿ êכ s ∈ R íקיי íא êהפי נקרא r ∈ R איבר יחידה. íע Rחוג יהי הפיêהגדרה. איבר

כלומר ,f(x)g(x) = 1 íלהתקיי êצרי :C[0, בֿ[1 íההפיכי íהאיברי את נמצא דוגמה.
.f(x) 6= 0 íא רציפה 1

f(x) וֿ ;g(x) = 1
f(x)

.R× המסומנת כפלית, חבורה Rמהווה בחוג íההפיכי íהאיברי óאוס :82 טענה

R[X]× = R+ = R \ {0} ;Z× = {±1} דוגמה.

íקיי R× 3 r לכל ïוכ בחוג, מתקיימת r(st) = (rs)t האסוציאטיביות אקסיומת הוכחה.
אזי ,r2s2 = s2r2 = 1 ,r1s1 = s1r1 = 1 íא ïוכ ,rs = sr = ש1ֿ êכ R× 3 s

.(r1r2)(s2s1) = r1(r2s2)s1 = r11s1 = r1s1 = 1

íתתֿחוגי 2.2

לכפל ביחס וסגורה לֿ+ ביחס תתֿחבורה המהווה S תתֿקבוצה הינו R חוג של תתֿחוג תתֿחוגהגדרה.

.1 ∈ S נדרוש יחידה, íע Rחוג íא .(r, s ∈ S =⇒ r · s ∈ S)
Mn(R) ≤Mn(C) .1 דוגמה.

F [Δ] ≤ F [Γ] אזי Δ ≤ Γ .2
תתֿחוג) הוא (תתֿשדה Z ≤ Q ≤ R .3

R[X] ≤ R[X,Y ] .4

מיד, שנראה כפי הכפל, בפעולת íמקדמי õלקב שיש ïמכיוו באה זו דרישה .íבארכ íסופיי íלביטויי ,ïכמוב 55הכוונה,

כלשהו. בשדה íאיברי óאינסו לחבר êאי íיודעי בהכרח איננו כי האינסופי במקרה בלתיֿאפשרי יהיה וזה
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íהומומורפיזמי 2.3íהחוגי תורת 2

íהומומורפיזמי 2.3

איבר r ∈ R איבר לכל המתאימה העתקה הינו íחוגי ïבי ϕ : R → S íהומומורפיז הגדרה. íחוגי של íהומומורפיז

שֿ êכ ϕ(r) ∈ S
ϕ(0R) = 0S כלומר, :+Sֿו +Rֿל ביחס קומוטטיביות חבורות של íהומומורפיז הינה ϕ א.

;ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b)ֿו
;ϕ(r · s) = ϕ(r) · ϕ(s) ב.

.ϕ(1R) = 1S יחידה, יש íא ג.

אז .ϕ(Y ) = g ,ϕ(X) = f ,ϕ |R= idֿש êכ ϕ : R[X,Y ] → R[X,Y ] יהי דוגמה.
.ϕ(
∑
aijX

iY j) =
∑
aijf

igj

(בדוק!) .íהומומורפיז מגדירה הנ"ל הנוסחה ,R[X,Y ] 3 f, g íפולינומי שני לכל
הלינארי (במקרה ?íאיזומורפיז הוא ϕ (gֿו f על התנאי מה (כלומר, מתי פתוחה: בעיה

הפיכה.)
(
a b
c d

)
í"íא íמתקיי זה ,g = cX + dY ,f = aX + bY

מנה וחוגי íאידיאלי 2.4

ïוכ תתֿחבורה שהוא ידוע כי ,S של תתֿחוג הינו Imϕ .íהומומורפיז ϕ : R → S יהי
.ϕ(r1)ϕ(r2) = ϕ(r1r2)

íמתקיי אזי ;r ∈ Rֿו a ∈ kerϕ יהיו .R החוג של חיבורית תתֿחבורה הינו kerϕ

,r ∈ R ולכל a ∈ kerϕ לכל ïלכ .ϕ(ra) = ϕ(r)ϕ(a) = ו0ֿ ϕ(ar) = ϕ(a)ϕ(r) = 0

.ra, ar ∈ kerϕ

תתֿחבורה I (1) íמתקיי íא (דוֿצדדי) אידיאל תיקרא R של I תתֿקבוצה חוג; R 26.12.2007הגדרה. אידיאל

.a · r ∈ I ,a ∈ I ולכל r ∈ R לכל (2ב) ;r · a ∈ I ,a ∈ I ולכל r ∈ R לכל (2א) ;R של חיבורית
ïמסומ דוֿצדדי אידיאל וֿ(2ב). (1) íמקיי ימני אידיאל וֿ(2א); (1) íמקיי שמאלי אידיאל

.I CR

.íאידיאלי íה טבעי, n לכל nZ ⊆ Z ובכלל ,2Z ⊆ Z דוגמה.

,ϕ(ra) = ϕ(r)ϕ(a) = ϕ(r) · 0 = 0 אידיאל: הוא íהומומורפיז של ïגרעי דוגמה.
.ar, ra ∈ kerϕ ïולכ ϕ(ar) = ϕ(a)ϕ(r) = 0 · ϕ(r) = 0

a ∈ R לכל íמתקיי שהרי ,ϕ ≡ 0 אז ,1 ∈ kerϕֿו יחידה íע חוג הוא R íא בפרט,
(.ϕ(a) = ϕ(a · 1) = ϕ(a)ϕ(1) = ϕ(a) · 0 = 0

ïלכ ,R של החיבורית החבורה של נורמלית חבורהֿחלקית I .Rֿב אידיאל Iֿו Rחוג יהי הגדרה. מנה חוג

הגדרת עלֿידי מנה R/Iלחוג את êנהפו .a ∈ R עבור a+ I שאיבריה מנה, כחבורת R/Iמוגדר
.(a+ I)(b+ I) = ab+ I ,a, b ∈ R עבור כפל:

חוג. ïאכR/I זו, פעולה íוע היטב, מוגדר הכפל :83 טענה
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עבור a = a′ + j אז .b + I = b′ + Iֿו a + I = a′ + Iֿש נניח היטב: מוגדר הכפל הוכחה.
אז .l ∈ I עבור b = b′ + l ,j ∈ I

(a+ I)(b+ I) = ((a′ + j) + I)((b′ + l) + I)

= (a′ + j)(b′ + l) + I

= (a′(b′ + l) + j(b′ + l) + I

= a′b′ + a′l + jb′ + jl + I = a′b′ + I

ימני. אידיאל I כי jb′, jl ∈ Iֿו שמאלי אידיאל I כי a′l ∈ I ïשכ
,a, b, c ∈ R לכל אסוציאטיביות:

(a+ I)((b+ I)(c+ I)) ?= ((a+ I)(b+ I))(c+ I)

(a+ I)(bc+ I) ?= (ab+ I)(c+ I)

a(bc) + I
!= (ab)c+ I

.R מאסוציאטיביות
דומה): ïבאופ ,ïמימי (משמאל; דיסטריביוטיביות

(a+ I)((b+ I) + (c+ I)) ?= (a+ I)(b+ I) + (a+ I)(c+ I)

(a+ I)((b+ c) + I) ?= (ab+ I) + (ac+ I)

a(b+ c) + I
!= (ab+ ac) + I

Rמשמאל. מדיסטריביוטיביות

íההומומורפיז משפטי 2.5

:íחוגי של íהומומורפיז היא a π7→ a+ I עלֿידי המוגדרת π : R → R/I הטבעית ההשלכה
שכל ïומכא ,I שגרעינו על íהומומורפיז זה .π(ab) = ab+ I = (a+ I)(b+ I) = π(a)π(b)

.íהומומורפיז של ïגרעי הוא אידיאל

ïנסמ .íהומומורפיז ϕ : R → S ,íחוגי Sֿו R יהיו :(ïהראשו íההומומורפיז) 84 משפט
.Imϕ ∼= R/Iֿו S של תתֿחוג Imϕ אז .I = kerϕ

ϕ̃ : R/I → imϕ אדיטיביות חבורות של íאיזומורפיז משרה ϕֿש íיודעי כבר אנו הוכחה.
של íהומומורפיז íג ϕֿ̃ש הוא להוכיח שנותר כל ïלכ .(a ∈ R) ϕ̃(a+ I) = ϕ(a) עלֿידי ïהנתו

הכפל: את שומר כלומר ,íחוגי
ϕ̃((a+ I)(b+ I)) ?= ϕ̃(a+ I) + ϕ̃(b+ I)

ϕ̃(ab+ I) ?= ϕ(a)ϕ(b)

ϕ(ab) != ϕ(a)ϕ(b)

íלתתֿחוגיR/I של íתתֿחוגי ïבי ישהתאמה אזי אידיאל. ICR Rחוג, (ההתאמה): 85 משפט
íאידיאלי ïלבי R/I של (íשמאליי/íימניי) íאידיאלי ïבי התאמה ויש ,I את íהמכילי R של

.I את íהמכיליR של בהתאמה) ,íשמאליי/íימניי)
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המכילות (R,+) של האדיטיביות החלקיות החבורות ïבי ועל חח"ע התאמה שיש ראינו הוכחה.
המכילה (R,+) של חלקית שאLíחבורה êכR/I של האדיטיביות החלקיות החבורות ïלבי I את
,(R/I,+) של חלקית Mחבורה íא ,êולהיפ ;L̄ = {l + I | l ∈ L} את לה íמתאימי ,I את
המכילה L חלקית חבורה עבור ˜̄L = L íמתקיי .M̃ = {a ∈ R | a + I ∈ M} לה מותאמת

.(R/I,+) Mשל חלקית חבורה לכל ¯̃M = M ,I את
M íוא תתֿחוג, L̄ אז תתֿחוג íכמקוד L íא שֿ(א) להראות יש המשפט, את להוכיח כדי
בהתאמה), (ימני/שמאלי, אידיאל L̄ אזי (ימני/שמאלי) אידיאל L íא (ב) תתֿחוג; M̃ אז תתֿחוג
תרגיל – (א) (ב); את נוכיח בהתאמה). (ימני/שמאלי, אידיאל M̃ אזי (ימני/שמאלי) Mאידיאל íוא

דומה.
.R/Iֿב אידיאל L̄ = {l + I | l ∈ L}ֿש להראות יש .I את המכיל R/Iֿב אידיאל L יהי
ïובאופ שמאלי, Lאידיאל כי (a+ I)(l+ I) = al+ I ∈ L̄ אז ;R/I של כלשהו איבר a+ I יהי

אידיאל. L̄ ïולכ ,(l + I)(a+ I) ∈ L̄ דומה
יהיו אידיאל. M̃ = {r ∈ R | r+ I ∈M}ֿש להראות יש .R/Iֿב Mאידיאל שֿ עכשיו נניח
.am+I,ma+I ∈M כלומר ,am,ma ∈ M̃ להראות ויש ,m+I ∈M אז ;a ∈ R ,m ∈ M̃
ma+I = (m+I)(a+I) ∈M וֿ Mאידיאלשמאלי, am+Iכי = (a+I)(m+I) ∈M ,ïואכ

ימני. Mאידיאל כי

Hאידיאל ∩ I אזי .R של בRֿוHֿתתֿחוג אידיאל I Rחוג, השני): íההומומורפיז) 86 משפט
.H/(H ∩ I) ∼= (H + I)/IֿוHֿב

כי ,hl ∈ H ∩ I כלומר ,H 3 hl ∈ I .h ∈ Hֿו l ∈ H ∩ I יהיו :Hֿב Hאידיאל ∩ I הוכחה.
.lh ∈ H ∩ I דומה, ïבאופ אידיאל; Iֿו Hתתֿחוג

h+H ∩ íהאיזומורפיז עלֿידי אדיטיביות H/Hכחבורות ∩ I ∼= H + I/Iֿש íיודעי אנו
הכפל: את לבדוק רק נשאר .I ψ7→ h+ I

ψ((h1 +H ∩ I)(h2 +H ∩ I)) ?= ψ(h1 +H ∩ I)ψ(h2 +H ∩ I)
ψ(h1h2 +H ∩ I) ?= (h1 + I)(h2 + I)

h1h2 + I
!= h1h2 + I

אזי ,K ≤ Iֿו Rֿב (íדוֿצדדיי) íאידיאלי Kֿו I íא השלישי): íההומומורפיז) 87 משפט
.(R/K)/(I/K) ∼= R/I

56.(r + K) + I/K
ψ7→ r + I אדיטיביות חבורות של íאיזומורפיז שיש íיודעי אנו הוכחה.

הכפל: על שומר כלומר ,íחוגי של íהומומורפיז íג שזה להראות êצרי
ψ((r1 +K + I/K)(r2 +K + I/K)) ?= ψ(r1 +K + I/K)ψ(r2 +K + I/K)

ψ((r1 +K)(r2 +K) + I/K) ?= (r1 + I)(r2 + I)

ψ((r1r2 +K) + I/K) != r1r2 + I

.(r +R K) +R/K I/K חיבור: פעולת באותה המדובר ïאי ,ï56כמוב
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íאוקלידיי íוחוגי íראשיי íתחומי שלמות, תחומי 2.6

שלמות תחומי 2.6.1

êכ a, b ∈ R íא כלומר, אפס; מחלקי בלי R קומוטטיבי חוג הוא שלמות íתחו שלמותהגדרה. íתחו 31.12.2007

.b = 0 או a = 0 אזי ,ab = ש0ֿ

תחומי íה íשלה íותתֿחוגי שדות אבל .3 · 4 = 0 – שלמות íתחו איננו Z/12Z דוגמה.
שלמות.

בשדה.57 ïלשכ ïנית שלמות íתחו כל :88 משפט

את íשבוני כפי בדיוק ,ad = bc íא (a, b) ∼ (c, d) – שקילות יחס íמגדירי ,êכ íלש) הוכחה.
(.íמהשלמי íהרציונאלי

שדה. הוא סופי {0} 6= R שלמות íתחו :89 טענה

אז ab1 = ab2 כי ,R על תמורה היא aֿב משמאל הכפלה .0 6= a ∈ R יהי הוכחה.
,b1 = b2 כלומר ,b1 − b2 = 0 בהכרח 0 מחלקי ïואי a 6= ש0ֿ ïומכיוו ,a(b1 − b2) = 0

êכ db ∈ R íקיי b ∈ R לכל ,ïכ על יתר .ac = aֿש êכ c íקיי ïלכ ⇐על. חח"ע ,R ומסופיות
לכפל. יחידה איבר c ïלכ .b · c = adbc = acdb = adb = b ïולכ ,adb = bֿש

.bfb = c = ש1ֿ êכ fb ∈ R íקיי ïלכ תמורה, היא bֿב שהכפלה íמתקייRֿב b 6= 0 לכל
Rשדה. ïלכ

íאוקלידיי íחוגי 2.6.2

êכ d : R \ {0} → Z≥0 פונקציה יש íא אוקלידי חוג Rייקרא יחידה íע שלמות íתחו אוקלידיהגדרה. חוג

a 6= ש0ֿ êכ a, b ∈ R לכל שארית: íע חלוקה (ב) ;d(a) ≤ d(ab) ,R 3 a, b 6= 0 לכל שֿ(א)
.d(r) � d(a) ,r 6= 0 íוא b = qa+ rֿש êכ q, r ∈ R íקיימי

.d(a) = |a| ,R = Z דוגמה.

f(X) = íהפולינו עבור 58:R = F [X] שדה, F אחד). במשתנה íהפולינומי (חוג דוגמה
.d(f(X)) = deg f(x) = m נגדיר ,am 6= 0 ,amXm + . . .+ a1X + a0

חוג הוא (i =
√
−1) R = Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z} גאוס). של íהשלמי (חוג דוגמה

.d(a+ bi) = a2 + b2 כאשר אוקלידי,

לכל d(a) = 0 עלֿידי d : F \ {0} → N ∪ {0} נגדיר אוקלידי: חוג הוא F שדה דוגמה.
.a ∈ F \ {0}

שלמות. לתחומי היחידה הדוגמה זו ולמעשה כלשהו, שדה של תתֿחוג הוא שלמות íתחו כל 57כלומר,
שדה. F שֿ êמכ ,0 איננו n ממעלה íופולינו m ממעלה íפולינו במכפלת xn+m של íהמקד כי שלמות, íתחו 58זהו
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íראשיי íתחומי 2.6.3

,a עלֿידי הנוצר השמאלי האידיאל Raהוא = {ra | r ∈ R} אזי ,a ∈ Rֿו Rחוג íא הגדרה. ראשי אידיאל

הראשי האידיאל Raנקרא = aR קומוטטיבי, Rחוג íא .a עלֿידי הנוצר הימני האידיאל – aR
.a עלֿידי הנוצר

ראשי. הוא אידיאל כל שבו קומוטטיבי חוג הוא ראשי íתחו הגדרה. ראשי íתחו

.Xֿו 2 עלֿידי הנוצר האידיאל I ויהי ,R = Z[X] ראשי). שאיננו שלמות íתחו) דוגמה
íההומומורפיזמי הרכבת :Z[X]

ϕ1:x7→07→ Z ϕ2:a7→a (mod 2)7→ Z/2Z íבהומומורפיז נסתכל
האידיאל הוא I = ker(ϕ2 ◦ ϕ1) ;íהומומורפיז היא íג ϕ2 ◦ ϕ1 : Z[X] → Z/2Z
כלומר אחד, איבר עלֿידי לא אבל Xֿו 2 עלֿידי נוצר I .X ואת 2 את המכיל המינימלי
êכ g(X) ∈ R כלומר ,I = Rf(X)ֿש êכ f(X) ∈ Z[X] = R היה אילו ראשי: איננו
עבור X = h(X) · c אז סקלר; f(X) = c ∈ Zֿש íמקבלי היינו ,2 = g(X)f(X)ֿש
,(h(X) · cֿבX של íהמקד (זהו a · c = 1 נקבל ïמכא ;(a, b ∈ Z)R 3 h(X) = aX + b

.Rf(X) = R 6= I אז f(X) = ±1 íא אבל .c = ±1 כלומר

ראשי. íתחו הוא אוקלידי חוג :90 טענה

0 6= a ∈ I ונבחר I 6= שֿ{0} נניח וגמרנו. I = R · 0 אז I = {0} íא .I C R יהי הוכחה.
עכשיו êצרי אידיאל. Iֿו a ∈ I שהרי ,Ra ⊆ Iֿש ברור :I = Raֿש ïנטע מינימלי. d(a) íע
שארית, íע החילוק תכונת עלֿפי .b = caֿש êכ c ∈ R íקיי אזי כלשהו b ∈ I íשא להראות
ואז d(r) � d(a) או וגמרנו, c = q ניקח ,r = 0 íא ;b = qa + rֿש êכ q, r ∈ R íקיימי

.a לבחירת בסתירה ,r = b− qa ∈ I

ביחס היחידה איבר 1 כאשר ,ab = ש1ֿ êכ b ∈ R íקיי íא êהפי נקרא Rֿב a איבר הגדרה. êהפי איבר

לכפל59.

íה שדה, F כאשר ,F [X]ֿב íההפיכי íהאיברי ;{±1} íה Zֿב íההפיכי íהאיברי דוגמה.
.{±1,±i} íהR = Z[i]ֿב íההפיכי íהאיברי ;F \ {0}

(יחס .ae = bֿש êכ êהפי e ∈ R íקיי íא Rֿב 60íידידי íנקראי a, b ∈ R íאיברי הגדרה. íידידי íאיברי

שקילות.) יחס הוא הידידות

מנורמה íשניה a, b ∈ I íא בפרט, .I את יוצר מינימלית מנורמה Iֿב איבר שכל ראינו
כעת, .b = ac1 a = bc2,ֿש êכ c1, c2 ∈ R יש כלומר ,I = Ra = Rb אזי מינימלית,
ïולכ 1− c2c1 = 0 נקבל ,0 מחלקי ïשאי ïומכיוו ,b(1− c2c1) = 0 כלומר ,b = ac1 = bc2c1

.íהפיכי c2ֿו c1 כלומר ,c2c1 = 1

.1 = 1′ ïולכ a(1− 1′) = 0 אז a = a · 1 = a · 1′ ïשכ שלמות, íבתחו יחיד זה איבר ;a · 1 = a59

.associates60
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.Ra = Rb (ב) ;íידידי bֿו a (א) :a, b ∈ R עבור íשקולי íהבאי íהתנאי :91 טענה

íמתקיי .a = be עבורו êהפי e ∈ R íקיי אזי ,íידידי bֿו a íא (ב)) ⇐ ((א) הוכחה.
ïולכ Re ⊇ Rde = R1 = R ואז ed = 1 כלשהו d עבור כי ,Ra = Rbe = Reb = Rb

.Re = R

êכ c1, c2 ∈ R íקיימי כלומר, ;b ∈ Raֿו a ∈ Rb אז ,I = Ra = Rb (א)) ⇐ ((ב)
c2ֿו c1 כלומר ,1 = c2c1 .1 − c2c1 = 0 ïולכ ,b(1 − c2c1) = 0 ïלכ .bc2 = aֿו ac1 = bֿש

.íידידי bֿו a כלומר ,íהפיכי

כלומר ,Rc = R (ג) ;1 של ידיד c (ב) ;êהפי c ∈ R (א) :íשקולי íהבאי íהתנאי :92 טענה
.R כל הוא c עלֿידי הנוצר האידיאל

(לפי íידידי ו1ֿ c í"íא Rc = R = R1 ⇔(ב); (א) ïולכ ,íההפיכי בדיוק íה 1 ידידי הוכחה.
.êהפי c í"íא ïולכ הקודמת), הטענה

.a ∈ R לכל d(1) ≤ d(a) :93 טענה

.d על ïהראשו התנאי עלֿפי ,d(1) ≤ d(1 · a) = d(a) הוכחה.

êכ c ∈ R íקיי íא (a | b) b את מחלק aֿש נאמר .a, b ∈ R קומוטטיבי, חוג R מחלקיíהגדרה. 2.1.2008

.b = acֿש
,ïכ כמו .1 את מחלק íא êהפי u ∈ R שאיבר íמקוד להגדרה שקול ïבאופ לומר ïנית ,êלפיכ

61.b של ידיד a ,b | aֿו a | b íא

;d(a) = d(1) í"íא êהפי a ∈ R .1 :94 למה

.êהפי c אזי ,d(ac) = d(a)ֿו 0 6= a, c ∈ R íא .2

שני, מצד .d(1) = d(aa′) ≥ d(a) ïולכ ,aa′ = ש1ֿ êכ a′ íקיי אזי êהפי a íא .1 הוכחה.
.d(a) = 1 ïלכ .d(1) ≤ d(1 · a) = d(a)

a′ ∈ R íקיי אז ;Ra = R ïולכ מינימלית מנורמה a בפרט ,d(a) = d(1) íא שני, מצד
.êהפי a ïולכ ,aa′ = ש1ֿ êכ

שני, מצד .J ≤ Iֿש ברור .J = Rac = Rca ובאידיאל I = Ra באידיאל נסתכל .2
ïלכ .(ac)c′ = aֿש êכ c′ íקיי כלומר, .I את יוצר ac íג ïולכ נורמה, מאותה a, ac ∈ I

.êהפי cֿו cc′ = 1 ïולכ a(cc′ − 1) = 0

,a, b ∈ R שלכל íומקיי êהפי אינו íא ראשוני ייקרא p ∈ R איבר שלמות. íתחו R ראשוניהגדרה. איבר

.p | b או p | a אזי p | ab íא

אזי q = ab íשא íומקיי êהפי אינו íא איֿפריק ייקרא q ∈ R איבר שלמות. íתחו R איֿפריקהגדרה. איבר

.êהפי b או êהפי a

כתרגיל. – השני .íהפיכי dֿו c כלומר ,cd = 1 ïולכ b = bcd אז ,b = adֿו a = bc íא השקילות: של אחד ï61כיוו
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,2 · 3 = (1 +
√
−5)(1 −

√
−5) ראשוני: איננו êא איֿפריק 2 ;R = Z[

√
−5] דוגמה.

.íמהגורמי אחד óא מחלק איננו êכ ,2 | (1 +
√
−5)(1−

√
−5) כלומר

איֿפריק. הוא ראשוני איבר שלמות. íתחוR :95 טענה

הכלליות הגבלת בלי .p | b או p | a ïולכ ,p | ab בפרט, .p = ab ונניח ראשוני, p יהי הוכחה.
;0 מחלקי ïואי p 6= 0 .p(1 − cb) = 0 ïומכא ,p = ab = pcb ïולכ a = pc כלומר ,p | a נניח

.êהפי b כלומר, .cb = 1 אומרת זאת ,1− cb = 0 אז

מיד.) זאת (נוכיח ראשוני. הוא איֿפריק כל אוקלידי, בחוג טענה:

.íראשוניי íאיברי כמכפלת לכתיבה ïנית êלאֿהפי a איבר כל אזי אוקלידי; חוג R :96 משפט
(j = 1, . . . , l ,i = 1, . . . ,m) qjֿו pi כאשר a = q1 · . . . · qlֿו a = p1 · . . . ·pm íא ,ïכ על יתר

.i = 1, . . . ,m לכל qi של ידיד pi סדר, שינוי ואחרי ,l = m אזי ,íראשוניי

a ïולכ d(a) = d(1) אזי ביותר, ïקט d(a) íא .d(a) על באינדוקציה הפירוק: íקיו הוכחה.
נכונה. והטענה êהפי

a אחרת, גמרנו. ראשוני, a íא .aֿל ונוכיח d(c) < d(a) íע c íהאיברי לכל שהוכחנו נניח
d(b), d(c) � d(a)ֿש אומר זה .êהפי c ולא b לא כאשר a = bc לכתוב ïנית כלומר איֿפריק, לא
cֿו íראשוניי מכפלת b האינדוקציה הנחת לפי ïלכ ,(êהפי c אזי d(b) = d(bc) íשא ראינו (כי

.íראשוניי מכפלת a ïולכ íראשוניי מכפלת
לא d(a) נניח עכשיו גמרנו. אז מינימלי d(a) íא .d(a) על באינדוקציה היחידות: הוכחת

.a = p1 · . . . · pm = q1 · . . . · ql כתיבה ויש êהפי לא a כלומר מינימלי,
ונקבל êנמשי .p1 | q2 · . . . · ql או p1 | q1 או ואז ,p1 | q1(q2 · . . . · ql)ֿו ראשוני p1

qj0 וֿ p1 כלומר ,êהפי g אז איֿפריק, ïולכ ראשוני qj0 ;qj0 = p1g ,ïמכא כלשהו. j0ֿל p1 | qj0
.íידידי

ונקבל óאג נעביר .p1p2 · . . . · pm = p1gq2 · . . . · ql אז .j0 = 1 נניח הכלליות הגבלת בלי
.p2 · . . . ·pm = (gq2)q3 · . . . ·ql ,0 מחלקי ïשאי ומאחר ,p1(p2 · . . . ·pm−g1q2 · . . . ·ql) = 0

למה עלֿפי d(p2 · . . . · pm) < d(p1p2 · . . . · pm) ,ïכ על יתר ראשוני.62 הוא íג gp2ֿש לב íנשי
l−1 = m−1 ,p2 · . . . ·pm = (gq2)q3 · . . . · ql על מיושמת האינדוקציה הנחת עלֿפי ,ïולכ ,94

.i ≥ ל3ֿ pi ∼ qi ,p2 ∼ gq2 ∼ q2 סדר שינוי ולאחר (l = m (כלומר,

מקסימלי óמשות מחלק 2.6.4

ïויסומ bֿו a של מקסימלי óמשות מחלק ייקרא d ∈ R .a, b ∈ R אוקלידי, חוג R יהי הגדרה. מקסימלי óמשות מחלק

.c | d אזי c | bֿו c | a íא (ב) ;d | bֿו d | a (א) íמקיי íא d = gcd(a, b)

.gcd(a, b) = 1 íא íזרי ייקראו a, b ∈ R הגדרה. íזרי íאיברי

ראשוני. מספר היא êוהפי ראשוני מכפלת 62תרגיל:
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ידידות. עדֿכדי יחיד והוא ,gcd íקיי 0 6= a, b ∈ R לכל ראשי. Rחוג :97 משפט

.I = Ra + Rb = {ra + sb | r, s ∈ R} כלומר ,bֿו a עלֿידי הנוצר האידיאל I יהי הוכחה. 7.1.2008

לב íנשי ;a, b ∈ I כי ,d | bֿו d | a אז .d לאיזשהו I = Rd כלומר ראשי, (בחוג) אידיאל זהו
.c | r0a+ s0b = d íמתקיי ,c | bֿו c | a íא ïולכ ,d = r0a+ s0b מהצורה הוא עצמו dֿש

איֿפריק. p í"íא ראשוני p ∈ R ,R אוקלידי בחוג :98 טענה

.95 טענה שלמות; íתחו מספיק זה ïלכיוו ⇐איֿפריק) (ראשוני הוכחה.
ראשי. חוג êצרי זה ïלכיוו ⇐ראשוני) (איֿפריק

.c | b אזי (c, a) = ו1ֿ c | ab íא :1.98 למה

.cm = ab ïולכ c | abֿו ,r0c+s0a = ש1ֿ êכ r0, s0 ∈ Ríקיימי ,(c, a) = 1íא הוכחה.
.c | s0abֿו c | br0c כי ,c | b êולפיכ ,b = b · 1 = b · r0c+ s0ab אז

,d | p .d = gcd(p, a)ֿב נסתכל .p | b או p | aֿש להראות êצרי .p | ab ונניח איֿפריק p יהי
כלומר ,d של ידיד p ,êהפי c íא איֿפריק. p כי ,êהפי c או êהפי d ïולכ כלשהו, cֿל p = dc כלומר
,ïכ íא ,íמתקיי .gcd(p, a) = 1 ïולכ 1 של ידיד d ,êהפי d íא .p | a ובפרט p = (a, p) íג

.p | b ïולכ ,íמתקיימי הלמה תנאי ;(p, a) = ו1ֿ p | ab

אוקלידס של íהאלגורית 2.6.5

אוקלידס של íהאלגורית :êכ נפעל gcd(a, b) למציאת .a, b ∈ R ויהיו אוקלידי Rחוג יהי
b = q0a+ r1 d(r1) < d(a)

a = q1r1 + r2 d(r2) < d(r1)

r1 = q2r2 + r3 d(r3) < d(r2)

r2 = q3r3 + r4 d(r4) < d(r3)
...

rm−2 = qm−1rm−1 + rm

rm−1 = qmrm + 0

צעד. בכל ממש יורד d כי נעצר, בהכרח êהתהלי

.rm = gcd(a, b) :99 טענה

ïומכא ,rm | rm−1 האחרונה, השורה לפי :i לכל rm | riֿש אחורית באינדוקציה נוכיח הוכחה.
מהשורה אז ,rm | r1, r2 .rm | r1 ⇐ . . .⇐ rm | rm−3 ⇐ rm | rm−2 שלפניה השורה לפי

.rm | b íג מהראשונה ואז rm | a השנייה
êנמשי .c | r2 השנייה, מהשורה ;c | r1 הראשונה, מהשורה .c | b íוג c | a ונניח c ∈ R יהי

.c | rm נקבל האחרונה לפני שמהשורה עד êכ

:gcd(759, 323) = 1 דוגמה.
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759 = 2 · 323 + 113

323 = 2 · 113 + 97

113 = 1 · 97 + 16

97 = 6 · 16 + 1

16 = 16 · 1

,íלראשוניי פירוק עלֿידי gcd למציאת êהדר לעומת בפרט מאוד, מהיר זה êתהלי בדרêֿכלל
בהרבה. קשה בעיה שהיא

את íנותני (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .) פיבונאצ'י בסדרת íסמוכי íאיברי שני
ביותר: êהארו óהרצ

89 = 1 · 55 + 34

55 = 1 · 34 + 21

34 = 1 · 21 + 13
...

íפשוטי íחוגי 2.7

.I = 0 או I = R⇐= I CR íמתקיי íא פשוט חוג Rייקרא חוג הגדרה. פשוט חוג

(כתרגיל). פשוט חוג Mn(Fהוא ) שדה. F דוגמה.
מהצורה המטריצות óאוס למשל, :íחדֿצדדיי íאידיאלי יש זה (פשוט) שבחוג רק נעיר

∗ 0 . . . 0
...

...
...

∗ 0 . . . 0


ימני). אידיאל – עמודה íבמקו שורה íע רק (וכנ"ל, שמאלי אידיאל מהווה

Rשדה. אזי יחידה, íע קומוטטיבי פשוט Rחוג íא :100 טענה

זה .Ra באידיאל נסתכל .aa′ = ש1ֿ êכ a′ ∈ R íקיי 0 6= a ∈ R שלכל להראות êצרי הוכחה.
בפרט, הפשטות. בגלל ,Ra = R ïולכ ,(1 · a = a את מכיל (כי מ0ֿ שונה Rֿב (דוֿצדדי) אידיאל

הפכי. יש ïולכ ,a′a = ש1ֿ êכ a′ ∈ R íקיי

R/Mשדה.64 אזי מקסימלי63, Mאידיאל CRֿו יחידה íע קומוטטיבי Rחוג íא :101 מסקנה

R של íלאידיאליR/M של íהאידיאלי ïבי ועל חח"ע התאמה יש ההתאמה, משפט לפי הוכחה.
שדה. ïולכ פשוט הוא כלומר החוג, וכל ה0ֿ אידיאל רק R/Mיש שלֿ ïמכא נובע .M את íהמכילי

0 בו חוג הוא פשוט חוג זו, הגדרה (לפי .I = M או I = R Mאזי ≤ I ≤ Rֿו I C R íואM � R אומרת, 63זאת

מקסימלי.) אידיאל הוא
מקסימלי. M í"íא שדה R/M 64למעשה,
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íראשוניי íאידיאלי 2.8

ab ∈ I כאשר íא ראשוני אידיאל נקרא I C R אידיאל יחידה. íע קומוטטיבי חוג R ראשוניהגדרה. אידיאל

.b ∈ I או a ∈ I אז

.2, 3 /∈ 6Z êא ,2 · 3 = 6 ∈ 6Z ראשוני: אידיאל איננו 6Z דוגמה.

שלמות. íתחוR/I í"íא ראשוני I CR אידיאל יחידה; íע קומוטטיבי Rחוג :102 טענה

,x · y = 0R/I שֿ êכ x, y ∈ R/I יהיו ראשוני; I נניח יחידה. íע קומוטטיבי R/Iהוא הוכחה.
,R/Iֿב 0 זה .xy = (a+ I)(b+ I) = ab+ Iֿו ,a, b ∈ R עבור y = b+ I ,x = a+ I כלומר
נניח הכלליות, הגבלת בלי .Iֿב b או a ïלכ ראשוני, אידיאל I .ab ∈ I כלומר ,ab + I = I אז

שלמות. íתחוR/I ïלכ .x = a+ I = I = 0R/I ïולכ ,a ∈ I
נסתכל .ab ∈ I ונניח a, b ∈ R יהיו ראשוני: Iֿש ונוכיח שלמות íתחוR/I נניח השני, ïבכיוו
íתחו R/I .(a + I)(b + I) = ab + I = I = 0R/I :íאות ונכפול a + I, b + I ∈ R/Iֿב
זאת ,a + I = 0R/I הכלליות, הגבלת בלי .b + I = 0R/I או a + I = 0R/I ïולכ שלמות,

.a ∈ I כלומר ,a+ I = I אומרת

ראשוני. הוא מקסימלי אידיאל :103 מסקנה

ראשוני. I⇐= שלמות íתחוR/I⇐= =⇐R/Iשדה מקסימלי I CR הוכחה.

:íשקולי íהבאי íהתנאי אזי ;I CR אוקלידי, Rחוג :104 משפט
מקסימלי; I א.
R/Iשדה; ב.

שלמות; íתחוR/I ג.
ראשוני. I ד.

êצרי ראשוני, אידיאל I íא ⇐(א): (ד) להוכיח נותר ⇔(ג). (ב) ⇔(ד), (ג) ⇔(ב), (א) הוכחה.
אז ראשי, הוא אידיאל כל .J C R ,I � J � R íקיי כלומר שלא, נניח מקסימלי. Iֿש להראות

.J = Rd ,I = Ra

ראשוני אידיאל של יוצר (כלומר, איֿפריק. a שקול, ïבאופ או, ;Rֿב ראשוני a :1.104 למה
איֿפריק.) הוא

.Iֿב c2 או c1 ïמכא ;(c1 + I)(c2 + I) = a+ Iֿו ראשוני Raאידיאל .a = c1c2 הוכחה.
.êהפי c2ֿש נובע .c1 | a íוג a | c1 ואז ,c1 ∈ I הכלליות, הגבלת בלי

– êהפי d ïולכ איֿפריק a הלמה לפי אבל .a = dc כלומר ,d | a אזי ,J = Rd ⊇ I = Ra

ושוב ,I = J כלומר ,Ra = Rd ïולכ ,íחברי dֿו a ואז – êהפי c או – בסתירה ,R = J ואז
סתירה.
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