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ïובניית קבוצות 1

ïובניית קבוצות 1

הגדרה 1.1

íהזרמי בשני להגדרה; קשה הוא ïולכ במתמטיקה, ביותר הבסיסי המושג הוא הקבוצה מושג 28.2.2007

– מקבוצות1) הדרישות של אקסיומטיקה יש (שבו והאקסיומטי הנאיבי – הקבוצות תורת של
קבוצה. להגדיר איֿאפשר

."íעצמי" íמה או "óאוס" מהו ברור לא – .íשוני íעצמי של óאוס היא קבוצה .(ïניסיו) קבוצההגדרה

;X לקבוצה êשיי x íהעצ – x ∈ X .X = {a, b, c} = {a, a, a, c, b, b} מעשי: ïבאופ
קבוצותמתקבלות .íבעצמ קבוצות להיות íיכולי íעצמי .X לקבוצה êשיי העצxíאינו –x /∈ X

היא {x ∈ X : T (x)} ,x ∈ Xֿב שתלויה תכונה2 T (x)ֿו קבוצה X íא תכונות: עלֿידי íג
.T (x) התכונה את íהמקיימי X איברי קבוצת

שטוענת אסכולה ויש ,{1, 2, 3, . . .}) íהטבעיי íהמספרי קבוצת – N שימושיות: קבוצות
קבוצת – C ;íהממשיי íהמספרי קבוצת – R ;íהרציונאליי íהמספרי קבוצת – Q ;(0 ∈ Nֿש

.íהמרוכבי íהמספרי
הבא: ïבאופ קבוצות ïבלשו ינוסח פרמה משפט למשל, קבוצות; במונחי לנסח אפשר טענה כל

{(x, y, z, n) : x, y, z, n ∈ N, x, y, z > 0, n > 2, xn + yn = zn} = ∅

x ∈ X לכל כלומר, ;íאיברי íאות את בדיוק מכילות ïה íא שוות Y ,X קבוצות שתי שוויוïהגדרה.

.x ∈ X íמתקיי x ∈ Y ולכל ,x ∈ Y íמתקיי

X ⊆ Y íא .X ⊆ Y :x ∈ Y íמתקיי x ∈ X לכל íא Y בקבוצה מוכלת X קבוצה הכלההגדרה.

.Y בֿ מוכל לא X – X * Y ,x 6= Y שֿ êכ x ∈ X íקיי íא .X ( Y ïנסמ ,X 6= Y אבל
.X ⊆ Z אז Y ⊆ Zֿו X ⊆ Y íא כלומר, טרנזיטיבי; ההכלה יחס

.Y ⊆ Xֿו X ⊆ Y í"íא X = Y

.{x} ⊆ X ⇐= x ∈ X

הקבוצות בתורת בעיות 1.2

העברית. בשפה אותיות במאה להביע ïנית שלא ביותר ïהקט הטבעי המספר n יהי דוגמה.
כל לתאר ïנית לא ïלכ סופי. הוא העברית בשפה אותיות מאה עד בני íהמשפטי מספר
המשפט עלֿידי מתואר n שני, מצד .íקיי כנ"ל n ïולכ אותיות, מאה עד עלֿידי טבעי מספר
(הוא לעצמו מתייחס שהמשפט êבכ היא למעשה, הבעיה, אותיות. ממאה פחות ïב שהוא לעיל,

אמיתי. תיאור מהווה ואיננו (self referential

אקסיומת את מייצגת C כאשר ,ZFC) צרמלוֿפרנקל אקסיומות היא íכיו הסטנדרטית האקסיומטית 1המערכת

העברית. באוניברסיטה íהראשוני íהפרופסורי ïבי היה פרנקל .(Axiom of Choice – הבחירה
.false או true êער שמקבל ביטוי היא תכונה 2אינטואיטיבית,
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קבוצות של בניות 1.3ïובניית קבוצות 1

íא ?Y ∈ Y íהא .Y = {X : X /∈ X} על נסתכל הבעיה: של מתמטי, יותר אחר, תיאור ראסל פרדוקס

היא הבעיה .Y ∈ Y נקבל Y הגדרת לפי ,Y /∈ Y íא שני, מצד .Y /∈ Y נקבל Y הגדרת לפי ,ïכ
íהדרכי אחת הקבוצות". כל "קבוצת על íכשמדברי מהר מתקבלת סתירה מדי": "גדולה Y שֿ
וכל ,U לֿ íשייכי יהיו íעליה שנדבר íהעצמי כל ;"íה"יקו –U קבוצה לקחת היא êכ על להתגבר
לא Y = {X ∈ U : x /∈ X} אז כי הבעיה, את יפתור זה .U של תתיֿקבוצות תהיינה הקבוצות

(.X לכל X /∈ X דורשת האקסיומות אחת ,ZFֿב) זאת). תרשה לא U íא) U בֿ איבר תהיה

קבוצות של בניות 1.3

הריקה הקבוצה 1.3.1

איבר. óא מכילה שלא קבוצה היא ריקה קבוצה הגדרה. ריקה קבוצה

לא Y ,X íוא ריקה, קבוצה קיימת כלומר, (יחידה); היטב מוגדרת הריקה הקבוצה :1 טענה
(.∅ הריקה הקבוצה את ïלסמ נוכל ,ïמכא) .X = Y איבר, óא מכילות

הוא Y בֿ איבר וכל Y בֿ איבר הוא Xֿב איבר כל אז איבר, óא מכילות לא Y ,X íא הוכחה.
עלֿידי או (∅ = {}) ריקה רשימה עלֿידי להראות ïנית íקיו .X = Y ïלכ ריק. ïבאופ ,Xֿב איבר

.(∅ = {x ∈ U | x 6= x}) תכונה

.∅ ⊆ X ,X קבוצה לכל

קבוצות êוחיתו איחוד 1.3.2

ואת A ∪B = {x ∈ U | x ∈ A ∨ x ∈ B} עלֿידי ïשלה האיחוד את נגדיר קבוצות, B ,A íא איחוד

.A ∩B = {x ∈ U | x ∈ A ∧ x ∈ B} עלֿידי êהחיתו êחיתו

תכונות:

(קומוטטיביות) A ∩B = B ∩A ,A ∪B = B ∪A .1

(אסוציאטיביות) (A ∩B) ∩ C) = A ∩ (B ∩ C) ,(A ∪B) ∪ C) = A ∪ (B ∪ C) .2

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ,A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) .3
(דיסטריביוטיביות)

A ∩∅ = ∅ ,A ∩A = A .4

A ∪∅ = A ,A ∪A = A .5

או ,A ∈ A ∪ B íא .x ∈ C או x ∈ A ∪ B או אז .x ∈ (A ∪ B) ∪ Cֿש נניח (2א'). הוכחה
íא .x ∈ A ∪ (B ∪ C) ïולכ x ∈ B ∪ C ïולכ x ∈ B או x ∈ A ∪ (B ∪ C) ïולכ x ∈ A

.x ∈ A ∪ (B ∪ C) ïולכ x ∈ B ∪ C אז ,x ∈ C
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ïובניית קבוצות קבוצות1 של בניות 1.3

,A1 ∪ . . . ∪ An = {x ∈ U | x ∈ A1 ∨ . . . ∨ x ∈ An} קבוצות, A1, . . . , An íא
מתקיימות. דומות תכונות .A1 ∩ . . . ∩An = {x ∈ U | x ∈ A1 ∧ . . . ∧ x ∈ An}

íומשלי הפרש 1.3.3

íמשלי נגדיר קבוצות, B ,A íא .AC = {x ∈ U | x /∈ A} עלֿידי íהמשלי את נגדיר קבוצה, A íא
הפרש .A \B = {x ∈ A | x /∈ B} עלֿידי ïביניה ההפרש את

תכונות:

A \A = ∅ .1

A ∪AC = U .2

A \B = A ∩BC .3

(AC)C = A .4

BC ⊆ AC ⇐⇒ A ⊆ B .5

A \ (A \B) = A ∩B .6

(ïדהֿמורג (חוקי (A ∩B)C = AC ∪BC ,(A ∪B)C = AC ∩BC .7ïדהֿמורג חוקי

החזקה קבוצת 1.3.4

החזקה קבוצת n יש Aֿב íא .P (A) = {B ⊆ U : B ⊆ A}ֿכ מוגדרת החזקה קבוצת קבוצה, A ïבהינת
.2n הוא P (A)ֿב íהאיברי מספר ,íאיברי

íאיחודי ,íחיתוכי עלֿידי לקבל ïנית קבוצות כמה כללי, במצב A1, . . . , An קבוצות ïבהינת
הפרש? ולקיחת

,B \A ,A \B ,A∩B ,A∪B ,∅ ,BC ,AC ,U ,B ,A לקבל נוכל ,B ,A קבוצות שתי עבור
,(A \B)C ,(A ∩B)C ,(A ∪B)C ,AΔB = (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B)

.(A ∩B) ∪ (A ∪B)C ,(B \A)C

של תתֿקבוצה מכל ;V1, . . . , V8 זרות, "חתיכות" ל8ֿ U של פירוק יש קבוצות, שלוש עבור
הקבוצות מספר .V1 ∪ V5 ∪ V7} – I = {2, 5, 7} למשל, קבוצה: להרכיב אפשר {1, . . . , 8}

.28 = 256 כלומר, – 1, . . . , 8 של תתיֿהקבוצות כמספר הוא הכולל

V8

V7
V6

V5

V4

V3V2V1
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קבוצות של בניות 1.3ïובניית קבוצות 1

Vε1...εn = Aε1
1 ∩ . . . ∩ Aεn

n קבוצות 2n יש כללי, במצב A1, . . . , An íא כללי, ïבאופ
פירוק מהווה {Vε1...εn}ε1,...,εn∈{0,1} óהאוס .(Aεi

i =
{

Ai εi = 0

AC
i εi = 1 ,ε1, . . . , εn ∈ {0, 1})

קבוצה íלהתאי אפשר I ⊆ {ε1, . . . , εn ∈ {0, 1}} לכל לאֿריקות. זרות לקבוצות U של
הקבוצות כל קבוצת הוא {WI}I⊆{ε1,...,εn|εi∈{0,1}} óהאוס .WI =

⋃
ε1,...,εn∈I Vε1...εn

מספר .I 6= J íאWI 6= WJ .íומשלימי íאיחודי ,íחיתוכי ,A1עלֿידי . . . , Anֿמ המתקבלות
.22n הכולל: הקבוצות

íכלשה íוחיתוכי íאיחודי 1.3.5

7.3.2007 Aα α ∈ I ולכל íאינדקסי קבוצת I כלומר, – קבוצות של {Aα : α ∈ I} משפחה ïבהינת
êכ a ∈ I íקיי íא ורק íא x ∈

⋃
α∈I Aαֿש êכ הקבוצה את

⋃
α∈I Aαֿב ïנסמ – קבוצה

של êהחיתו דומה, ïבאופ .
⋃

α∈I Aα = A1 ∪ A2 אז I = {1, 2} íא למשל, .x ∈ Aαֿש
לכל íא ורק íא x ∈

⋂
α∈I Aαֿש êכ הקבוצה הוא –

⋂
α∈I Aα – {Aα : α ∈ I} המשפחה

.x ∈ Aα a ∈ I

⋃תכונות:
α∈I Xα =

⋃
γ∈Γ(

⋃
α∈Iγ

Xα) íמתקיי אז .{Xγ : γ ∈ I} ,I =
⋃

γ∈Γ Iγ נניח .1
מוכללת) (אסוציאטיביות

.x ∈
⋃

γ∈Γ(
⋃

α∈Iγ
Xα) í"íא x ∈

⋃
α∈I Xαֿש להוכיח êצרי הוכחה.

,α ∈ Iγֿש êכ γ ∈ Γ íקיי .x ∈ Xαֿש êכ α ∈ I íקיי אז x ∈
⋃

α∈I Xα íא (⇐=)
.x ∈

⋃
α∈Iγ

Xα ïלכ

íקיי ïלכ .x ∈
⋃

α∈Iγ
Xαֿש êכ γ ∈ Γ íקיי אז x ∈

⋃
γ∈Γ(

⋃
α∈Iγ

Xα) íא (=⇒)
.x ∈

⋃
α∈I Xα ïולכ ,x ∈ Xαֿש êכ α ∈ Iγ

.
⋂

α∈I Xα =
⋂

γ∈Γ(
⋂

α∈Iγ
Xα) דומה, ïבאופ

A ∪ (
⋂

α∈I Bα) =
⋂

α∈I(A ∪ Bα) ïוכמוֿכ ,A ∩ (
⋃

α∈I Bα) =
⋃

α∈I(A ∩ Bα) .2
מוכללת) (דיסטריביוטיביות

.x ∈
⋂

α∈I(A ∪Bα) í"íא x ∈ A ∪ (
⋂

α∈I Bα)ֿש להוכיח êצרי הוכחה.

או – x ∈
⋂

(A∪Bα) ïולכ ,α לכל x ∈ A∪Bα ïולכ x ∈ A או אז x ∈ A∪(
⋂

Bα)íא
.x ∈

⋂
α∈I(A∪Bα) ïולכα xלכל ∈ A∪Bα ïלכ ,α ∈ I xלכל ∈ Bα ואז ,x ∈

⋂
Bα

בוודאי ,x ∈ A íא .x ∈ A ∪ Bα α ∈ I לכל אז x ∈
⋂

α∈I(A ∪ Bα) íא ,êלהיפ
.x ∈ A ∪ (

⋂
Bα) ïולכ x ∈

⋂
α∈I Bα ïלכ ,α לכל x ∈ Bα אחרת, ;x ∈ A ∪ (

⋂
Bα)

{Xα : α ∈ I} משפחה יותר, כללי ïבאופ .A∩B = ∅ íא זרות Bנקראות ,A קבוצות הגדרה.
בזוגות). íזרי Xα (כלומר, Xα ∩Xβ = ∅ α 6= β ∈ I לכל íא זרה נקראת
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ïובניית קבוצות קבוצות1 של בניות 1.3

קרטזית מכפלה 1.3.6

סדור זוג (x, y) = (x′, y′)ֿש êכ סדור זוג להגדיר כדי .{x, y} = {y, x} לסדר: חשיבות ïאי בקבוצות
.(x, y) = {{x}, {x, y}} נגדיר ,y = y′ ,x = x′ í"íא

.y = y′ ,x = x′ í"íא (x, y) = (x′, y′) :2 למה

.(x, y) = (x′, y′) ïולכ {x, y} = {x′, y′}ֿו {x} = {x′} אז ,y = y′ֿו x = x′ íא הוכחה.
íמתקיי ïולכ {x} ∈ {{x}, {x, y}} אז {{x}, {x, y}} = {{x′}, {x′, y′}} íא שני, מצד
x = x′ השני, במקרה ;x = x′ ,ïהראשו במקרה .{x} = {x′, y′} או {x} = {x′} או
ïלכ ,{{x}, {x, y}} = {{x}, {x, y′}} íשמתקיי ïמכא אחד). איבר בעלת קבוצה {x} (כי

.y = y′ ïולכ {x, y} = {x, y′}

קרטזית מכפלה .X · Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y } ,Y ,X ïבהינת

במישור; השריג הנקודות קבוצת – Z× Z ⊆ R× R האוקלידי; המישור – R× R דוגמה.
חציֿמישור – R>3 × R ;ïהעליו המישור חצי – R × R>0 במישור; ïמלב – [a, b] × [c, d]

ימני.

(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn)ֿש êכ סדורה nֿייה נגדיר סופית, קרטזית מכפלה להגדיר כדי
.X1 × . . .×Xn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ Xi} íיתקיי ואז ,i = 1 . . . n לכל xi = yi í"íא

זהות. ïאינ X × Y × Zֿו (X × Y )× Z ,X × (Y × Z) הקבוצות שטכנית, לב íלשי יש
תכונות:

X × (Y ∪ Z) = (X × Y ) ∪ (X × Z) .1

X × (Y ∩ Z) = (X × Y ) ∩ (X × Z) .2

Y = ∅ או X = ∅ ⇐⇒ X × Y = ∅ .3

X ′ × Y ′ ⊆ X × Y אז ,Y ′ ⊆ Y ,X ′ ⊆ X íא .4
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ופונקציות íיחסי 2

ופונקציות íיחסי 2

íיחסי 2.1

הגדרה 2.1.1

על יחס הוא שהיחס נאמר ,X = Y íא) .X × Y של תתֿקבוצה הוא Y לֿ X ïבי יחס הגדרה. יחס

.(x, y) ∈ R í"íא xRy ïנסמ יחס, R ⊆ X × Y íא (.X

נאמר ,D(S) = X íא .X ⊇ D(S) = {x ∈ X : ∃y ∈ Y : xSy} :S יחס של íתחו הגדרה. íתחו

.Y לֿ Xֿמ יחס הוא Sֿש

נאמר ,R(S) = X íא .Y ⊇ R(S) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X : xSy} :S יחס של טווח הגדרה. טווח

.Y על X ïבי יחס הוא Sֿש

(ïאלכסו) == {(x, x) : x ∈ X} ⊆ X ×X • דוגמה.

(ïהאלכסו =≥(מתחת {(x, y) ∈ R2 : x ≤ y ⇐⇒ ∃z ∈ R y − x = z2} •

R = {(m,n) ∈ Z2 : ב7ֿ מתחלק m− n} •

R = {(A,B) ∈ P ({1, . . . , n}) : A ⊆ B •

R = {(m,A) ∈ {1, . . . , n} × P ({1, . . . , n}) : m ∈ A} •

שקילות יחסי 2.1.2

.xRx ,x ∈ X לכל ,íא רפלקסיבי יחס נקרא X על R יחס הגדרה. רפלקסיבי יחס

.xRy ⇔ yRx ,x, y ∈ X לכל ,íא סימטרי יחס נקרא X על R יחס הגדרה. סימטרי יחס

.xRz ⇐= yRz ,xRy ,x, y, z ∈ X לכל ,íא טרנזיטיבי יחס נקרא X על R יחס הגדרה. טרנזיטיבי יחס

וטרנזיטיבי. סימטרי רפלקסיבי, יחס הוא íא שקילות יחס נקרא X על R יחס הגדרה. שקילות יחס

שקילות. יחס הוא R = {(x, x) : x ∈ X} ïהשוויו יחס • דוגמה.

שקילות. יחס הוא R = X ×X המלא היחס •

רפלקסיבי. לא אבל וטרניזיטיבי, סימטרי הוא R = ∅ הריק היחס •

לא אבל ורפלקסיבי, טרנזיטיבי ≤= {(x, y) ∈ R2 : ∃z ∈ R y − x = z2} היחס •
(.P ({1, . . . , n})ֿב ההכלה יחס לגבי (כנ"ל סימטרי.
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ופונקציות íיחסי 2íיחסי 2.1

עלֿידי המוגדר P ({1, . . . , n}) \ {∅} = {A ⊆ {1, . . . , n} : A 6= ∅} על היחס •
,n ≥ 4 íא) טרנזיטיבי. לא êא וסימטרי, רפלקסיבי R = {(A,B) : A ∩ B 6= ∅}
êא ,B ∩ C 6= וֿ∅ A ∩ B 6= ∅ ,C = {3, 4} ,B = {2, 3} ,A = {1, 2}

(.A ∩ C = ∅

שקילות. יחס הוא R = {(m,n) ∈ Z2 : ב7ֿ מתחלק m− n} היחס •

רפלקסיבי.) (היחס ב7ֿ מתחלק n− n = 0 ,n ∈ Z לכל הוכחה.

סימטרי.) (היחס n−m = −(m− n) íג êכ ב7ֿ, מתחלק m− n íא

(היחס x− z = (x− y) + (y − z) = 7(a + b) אז y − z = 7b ,x− y = 7a íא
טרנזיטיבי.)

כקבוצה מוגדרת כלשהו x ∈ X של השקילות מחלקת ,X על שקילות יחס R íא שקילותהגדרה. מחלקת

.T = [x] = {y ∈ X : xRy} ⊆ X

;∀A ∈ T A 6= ∅ (א) íמתקיימי íא X של חלוקה נקראת T ⊆ P (X) \ {∅} קבוצה חלוקההגדרה.

.∀A,B ∈ T A 6= B =⇒ A ∩B = ∅ (ג) ;X =
⋃

T =
⋃

A∈T A (ב)

.X של חלוקה מהווה {[x] : x ∈ X} אז שקילות, יחס R íא :3 טענה

תתֿקבוצה הוא T בֿ איבר כל – ∅ 6= [x] כל כלומר, ;R רפלקסיביות בגלל ,x ∈ [x] הוכחה.
.X של לאֿריקה

.[x] = [y]ֿש ונראה z ∈ [x] ∩ [y] שיש בשלילה נניח .[x] 6= [y] íא [x] ∩ [y] = ∅ כי צ"ל
כעת, .yRz ∧ zRx =⇒ yRx הטרנזיטיביות, בגלל .zRx הסימטריות, בגלל .yRz ,xRz אז
.[y] ⊆ [x] דומה, ïבאופ .z ∈ [y] ïלכ ,yRz אז yRx∧xRz íא ;xRz אז z ∈ [x]íא :[x] ⊆ [y]

.
⋃

[x] = X ⇐= x ∈ [x]

:R = {(x, y) : ∃A ∈ T x, y ∈ A} יחס להגדיר ïנית X של T חלוקה ïבהינת ,êלהיפ 14.3.2007

שקילות. יחס הוא R :4 טענה

.xRx ïלכ .(X כל את מכסה T ) ∀x ∈ X ∃A ∈ T : x ∈ A רפלקסיביות: הוכחה.
סדר). ללא היא לקבוצה (שייכות ברור ïבאופ סימטורי R סימטריות:

ïלכ .y, z ∈ B ,x, y ∈ Aֿש êכ B,A ∈ T קיימות אז .yRz ∧ xRy נניח טרנזיטיביות:
.xRz ⇐= x, z ∈ A⇐= A = B ⇐= A ∩B 6= ∅⇐= y ∈ A ∩B

B ∈ T íא :[x] = {y ∈ X : ∃B ∈ T x, y ∈ B} = A ,(x ∈ X ) x ∈ A ∈ T לכל ושוב,
בחלוקה, איבר היא שקילות מחלקת כל כלומר, .(A ∩ B = ∅ (אחרת A = B אז x ∈ Bֿש êכ

שקילות. מחלקת הוא בחלוקה איבר וכל
עלֿידי מתקבל שקילות יחס וכל שקילות יחס של שקילות מחלקות עלֿידי מתקבלת חלוקה כל

יחס עלֿידי מנה השקילות). יחס לפי החלוקה X/R(זו = {[x] : x ∈ X}ֿבR Xע"י של המנה את ïנסמ חלוקה.
.Rֿב íשקולי íאיברי של שקילות מחלקות íה ,íשווי X/Rֿב íאיברי שני íא
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פונקציות ופונקציות2.2 íיחסי 2

שבע יש .R = {(m,n) ∈ Z : ∃h ∈ Zm − n = 7h} השקילות ביחס íמסתכלי דוגמה.
.Z/R = {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6]} שקילות: מחלקות

עלֿידי שקילות יחס עליה ונגדיר N×N על נסתכל .(íהטבעיי êמתו íהשלמי (בניית דוגמה
על לחשוב ïונית שקילות, יחס שֿ∽הוא לבדוק ïנית .(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ a + d = b + c

לכל 31 − n = [(1, n)] ,n = [(n + 1, 1)] – íהשלמי íהמספרי בתור השקילות מחלקות
או íהשלמי íהמספרי êמתו íהרציונאליי íהמספרי את להגדיר ïנית ïאופ (באותו 4.n ∈ N

(.íהטבעיי

פונקציות 2.2

.∀x ∈ X ∃!y ∈ Y (x, y) ∈ f íשמקיי Y לֿ X ïבי יחס היא Y לֿ Xֿמ f פונקציה הגדרה. פונקציה

(.y = f(x) íמסמני ,(x, y) ∈ f íא)

;idX = {(x, x) : x ∈ X} עלֿידי המוגדרת idX : X → X יש X קבוצה לכל דוגמה.
.∀x ∈ X idX(x) = x כלומר,

∀a ∈ A ι(a) = aֿש êכ ι : A → X פונקציה להגדיר ïנית תתֿקבוצה A ⊆ Xֿל דוגמה.
.ι = {(a, a) : a ∈ A} ⊆ A×X עלֿידי

מוגדרת f : X → X/R המנה העתקת ,X על שקילות יחס R íא המנה). (העתקת דוגמה
במחלקת נמצא איבר כל כי פונקציה היא f .f = {(x,A) : x ∈ A} ⊆ X ×X/R עלֿידי

שהיא.) חלוקה לכל דומה פונקציה להגדיר (יכולנו ויחידה. אחת שקילות
⇐⇒ x1 ∼ x2ֿש êכ שקילות יחס להגדיר אפשר ,f : X → Y פונקציה ïבהינת ,êלהיפ
עלֿידי להגדיר אפשר שקילות יחס ושכל שקילות יחס שזה לבדוק קל .f(x1) = f(x2)

המנה). (פונקצית פונקציה

.∀y ∈ Y ∃x ∈ X f(x) = y íא Y על נקראת f : X → Y פונקציה הגדרה. על פונקציה

שקול, ïבאופ (או, f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2 íא ערכית חדֿחד נקראת f פונקציה הגדרה. ערכית חדֿחד פונקציה

.(∀x1 6= x2 f(x1) 6= f(x2) íא

Y ,X .Y לֿ X ïבי התאמה נקראת ועל ערכית חדֿחד שהיא f : X → Y פונקציה הגדרה. התאמה

עוצמה. אותה יש Y ולֿ Xֿשל íאומרי ;ïביניה התאמה קיימת íא שקולות נקראות שקולות קבוצות

לעצמו.5 Xֿמ התאמה היא (X (של תמורה הגדרה. תמורה

.n! הוא התמורות מספר ;X = {1, . . . , n} דוגמה.

.∀k ∈ N [(n + 1, 1)] = [(n + k, k)], [(1, n)] = [(1 + k, n + k)] כי 3נעיר
íהסדורי הזוגות óאוס למעשה, .2 = {[(3, 1)], [(4, 2)], . . .} ,0 = 1 − 1 = {[(1, 1)], [(2, 2)], . . .} 4למשל,

.z המספר íע מזוהה a− b = z ∈ Zֿש êכ (a, b)

,ïכמוֿכ תמורה. g ◦ f íג תמורות, g ,f íא תמורה; f−1 íג תמורה, f íשא נובע נוכיח שמיד ומטענות 5מההגדרה

תמורה. היא idX הזהות שפונקצית נעיר
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ופונקציות íיחסי פונקציות2 של בניות 2.3

פונקציות של בניות 2.3

פונקציות הרכבת 2.3.1

– הבא ïבאופ S ◦ R íשלה ההרכבה את נגדיר ,Zֿל Y ïבי S ויחס Y לֿ X ïבי R יחס ïבהינת
.S ◦R = {(x, z) ∈ X × Z : ∃y ∈ Y (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S}

.Zֿל Xֿמ פונקציה היא g ◦ f אז ,Zֿל Y מֿ פונקציה g ,Y לֿ Xֿמ פונקציה f íא :5 טענה

êכ z ∈ Z íקיי פונקציה. f כי ,(x, y) ∈ f שֿ êכ y ∈ Y íקיי x ∈ X לכל :íקיו הוכחה.
ההרכבה. הגדרת לפי ,(x, z) ∈ g ◦ f ïלכ פונקציה. g כי ,(y, z) ∈ gֿש

,(x1, y1) ∈ f íעבור y1, y2 ∈ Y íקיימי אז ,(x1, z1), (x2, z2) ∈ g ◦ f íא יחידות:
– y1 = y2 íג פונקציה, f שֿ êמכ ,x1 = x2 íא .(y2, z2) ∈ g ,(x2, y2) ∈ f ,(y1, z1) ∈ g

.z1 = z2 פונקציה, gֿש êמכ ואז,

ιA(x) = x ,ιA : A → X תתֿקבוצה. A ⊆ X פונקציה, f : X → Y נניח דוגמה.
Aֿל f של íהצמצו – g = f |A= f ◦ ιA : A → Y .ïשיכו העתקת ,x ∈ A פונקציהלכל של íצמצו

.g של הרחבה היא f שֿ íאומרי .(∀x ∈ A f |A (x) = f(x))פונקציה של הרחבה

תכונות:

6(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) ,h : Z → W ,g : Y → Z ,f : X → Y ïבהינת .1
(אסוציאטיביות)

((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g ◦ f)(x)) = הוכחה.
(h ◦ (g ◦ f))(x)

חח"ע. g ◦ f : X → Z íג אז חח"ע, g : Y → Z ,f : X → Y íא .2

על. g ◦ f : X → Z íג אז על, g : Y → Z ,f : X → Y íא .3

.(íביניה התאמה יש (כלומר, X ∼ Z íג אז Y ∼ Zֿו X ∼ Y íשא נובע אלה מתכונות

ההופכית הפונקציה 2.3.2

.R◦ = {(y, x) ∈ Y ×X : (x, y) ∈ R} ,XֿלY ïביR◦ להגדיר ïנית ,Y Xלֿ ïביRיחס ïבהינת

סימטרי. R í"íא R = R◦ ,X על יחס R íא דוגמה.

ועל. חח"ע f í"íא Xֿל Y מֿ פונקציה היא f◦ אז פונקציה. f : X → Y תהי :6 טענה

על. היא f ⇐⇒ ∀y ∈ Y ∃x ∈ X (y, x) ∈ f◦ הוכחה.
חח"ע. f ⇐⇒ ∀y ∈ Y, x1, x2 ∈ X (y, x1), (y, x2) ∈ f◦ =⇒ x1 = x2

.∀x ∈ X f1(x) = f2(x) í"íא f1 = f2
6
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לפונקציות שקשורות בניות ופונקציות2.4 íיחסי 2

.êההפו ליחס המתאימה f◦ הפונקציה את f−1 : Y → Xֿב ïנסמ התאמה, f : X → Y íא
.
(
(y, x) ∈ f−1 ⇐⇒ (x, y) ∈ f

)
כלומר, ;x = f−1(y) ⇐⇒ f(x) = yֿש לב íנשי

תכונות:

Y ∼ X íג X ∼ Y íא .1

f ◦ f−1 = idY ,f−1 ◦ f = idX התאמה, היא f : X → Y íא .2

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 .3

21.3.2007 למשל: שונות. קבוצות ïבי "טבעית" שקילות יש íפעמי הרבה

X × Y ∼ Y ×X .1 :7 טענה

X × Y × Z ∼ (X × Y )× Z ∼ X × (Y × Z) .2

נגדיר כלומר, .f((x, y)) = (y, x)ֿש êכ f : X × Y → Y × X נגדיר .1 הוכחה.
לבדוק קל .f = {((x1, y1), (y2, x2)) : x1, x2 ∈ X, y1, y2 ∈ Y, y2 = y1, x2 = x1}
עלֿידי המוגדרת g : Y × X → X × Y היא לה ההפוכה הפונקציה התאמה. שזו

.g(y, x) = (x, y)

.(z ∈ Z ,y ∈ Y ,x ∈ X ) (x, y, z) 7→ ((x, y), z) 7→ (x, (y, z)) ïה ההתאמות .2

לפונקציות שקשורות בניות 2.4

הפונקציות óאוס 2.4.1

Y X = {f : X → Y } בֿ= Y לֿ Xֿמ הפונקציות óאוס את íמסמני ,Y ,X קבוצות ïבהינת
.{f ⊆ X × Y : ∀x ∈ X ∃!y ∈ Y (x, y) ∈ f}

(∅∅ = {∅} אחרת, – X 6= ∅ íא) ∅X = ∅ .1 :8 טענה

(X × Y )Z ∼ XZ × Y Z .2

(XY )Z ∼ XY×Z .3

ברור. .1 הוכחה.

,f : Z → X כלומר, – (f, g) ∈ XZ ×Y Z Ψעלֿידי : XZ ×Y Z → (X×Y )Z נבנה .2
,Ψ(f, g) : Z → X × Y הגדרנו .Ψ((f, g))(z) = (f(z), g(z)) ,z ∈ Z ,g : Z → Y

ועל. חח"ע היא Ψֿש לבדוק êצרי .Ψ : XZ × Y Z → (X × Y )Z כלומר

Ψ((f1, g1))(z) = Ψ((f2, g2))(z) íמתקיי אז .Ψ((f1, g1)) = Ψ((f2, g2))ֿש נניח
f1(z) = f2(z) ,z לכל ,ïלכ .(f1(z), g1(z)) = (f2(z), g2(z)) כלומר, ;z ∈ Z לכל

.(f1, g1) = (f2, g2) – g1 ≡ g2 ,f1 ≡ f2 ,ïמכא .g1(z) = g2(z)ֿו
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ופונקציות íיחסי לפונקציות2 שקשורות בניות 2.4

עלֿידי המוגדרות π2 : X × Y → Y ,π1 : X × Y → X ההעתקות על נסתכל
ההרכבות על נסתכל ,F : Z → X × Y ïבהינת .π2((x, y)) = y ,π1((x, y)) = x

Ψ(f, g)(z) = ונקבל נציב .g = π2 ◦ F : Z → Y ,f = π1 ◦ F : Z → X

יש בטווח איבר לכל (כלומר, 7.(f(z), g(z)) = ((π1 ◦ F )(z), (π2 ◦ F )(z)) = F (z)

עלֿידי המוגדרת T : (X × Y )Z → XZ × Y Z היא Ψֿל ההפוכה הפונקציה מקור;
(.T (F ) = (π1 ◦ F, π2 ◦ F )

ההעתקות על נסתכל .f : Z → XY 7→ h : Y × Z → Xֿש êכ התאמה למצוא êצרי .3
ïה שהפונקציות לראות קל .(f(z))(y) = h(y, z) לה וההפוכה h(y, z) = (f(z))(y)

הפוכות.

הבחירה ואקסיומת כללית קרטזית מכפלה 2.4.2

כללית קרטזית מכפלה היא ïשלה הקרטזית המכפלה קבוצות, של קבוצה {Xα : α ∈ I} ïבהינת∏
α∈I

Xα := {f : I →
⋃
α∈I

Xα : ∀α ∈ I f(α) ∈ Xα} ⊆ (
⋃
α∈I

Xα)I

בקואורדינטה האיבר הוא xα ∈ Xαֿש êכ (xα)α∈I "רשימות" íה
∏

α∈I Xα איברי כלומר,
.α ∈ I

(כאשר
∏

i=1,2 Xi = {f : {1, 2} → X1 ∪ X2 : f(1) ∈ X1, f(2) ∈ X2} דוגמה.
(.X1 ×X2ֿל íמתאי (זה .(I = {1, 2}

.
∏

α∈I Xα = XI אז ,α ∈ I לכל Xα = X íא דוגמה.

אינטואיטיבי) êא) ברור פחות .
∏

α∈I Xα = ∅ אז Xα = שֿ∅ êכ α ∈ I íקיי íשא ברור
הבחירה אקסיומת אקסיומת נקראת הזו העובדה .

∏
α∈I Xα 6= ∅ אז ,α ∈ I לכל Xα 6= ∅ ,I 6= ∅ íשא

הבחירה.8

(
∏

α∈I Xα)Z ∼
∏

α∈I(X
Z
α ) :9 טענה

,Ψ(f) : I →
⋃

α∈I XZ
α ,Ψ : (

∏
α∈I Xα)Z →

∏
α∈I(X

Z
α ) היא ההתאמה הוכחה.

כתרגיל. – ההפוכה הפונקציה בניית .(f(z) ∈
∏

α∈I Xα) (Ψ(f)(α))(z) = f(z)(α) ∈ Xα

הטלות 2.4.3

עלֿידי PrJ :
∏

α∈I Xα →
∏

α∈J Xα להגדיר אפשר .J ⊆ I קבוצות, {Xα : α ∈ I}
.(f ∈

∏
α∈I Xα) PrJ(f) = f |J∈

∏
α∈I Xα

.a = (π1(a), π2(a)) ,a ∈ X × Y 7לכל
קבוצות ,íאיחודי של íקיו íמניחי באקסיומטיקה קבוצה. לקבל עלֿמנת קבוצה מכל איבר לבחור êשצרי êלכ 8הכוונה

מפתיעות מסקנות הבחירה שנובעותמאקסיומת מסתבר שונה. דבר וזה ריקה, תהיה לא דורשיíשהקבוצה ïכא – וכו' חזקה
בנêֿטרסקי. פרדוקס כמו –
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לפונקציות שקשורות בניות ופונקציות2.4 íיחסי 2

(כלומר g = f |J אז ,α ∈ I לכל f(α) ∈ Xαֿש êכ f : I →
⋃

α∈I Xα íשא ברור
íא על ïה Prjֿש נובע הבחירה מאקסיומת .α ∈ J לכל g(α) ∈ Xα ,(g : J →

⋃
α∈J Xα

.∀α ∈ I Xα 6= ∅

וההפוכה הישרה התמונה 2.4.4

{f(x) : x ∈ X} := הקבוצה כלומר, – f של הטווח על להסתכל אפשר ,f : X → Y ïבהינת
.Y הוא הטווח על, f íא .{y ∈ Y : ∃x ∈ X f(x) = y}

עלֿידי ïמסומ – f עלֿידי A של התמונה – f |A של הטווח ,A ⊆ X לכל כללי, ïבאופ
שנקראת ,9f : P (X) → P (Y ) פונקציה קיבלנו êכ למעשה, .f(A) = {f(x) : x ∈ A}

.f של התמונה) (או הישרה התמונה ישרה תמונה

תכונות:

f(∅) = ∅ .1

X של תתיֿקבוצות משפחת {Xα : α ∈ I} לכל f(
⋃

α∈I Xα) =
⋃

α∈I f(Xα) .2

חח"ע) f íא ïשוויו) f(
⋂

α∈I Xα) ⊆
⋂

α∈I f(Xα) .3

חח"ע) f íא ïשוויו) f(A \B) ⊇ f(A) \ f(B) .4

f−1(B) = עלֿידי f−1 : P (Y ) → P (X) ההפוכה התמונה מוגדרת פונקציה לכל בדומה, ההפוכה התמונה

.f לשל זהות f−1 של וההפוכה הישרה התמונה התאמה, f íא .{x ∈ X : f(x) ∈ B} ⊆ X

תכונות:

f−1(∅) = ∅ .1

f−1(Y ) = X ,f−1(
⋃

α∈I Yα) =
⋃

α∈I f−1(Yα) .2

f−1(
⋂

α∈I Yα) =
⋂

α∈I f−1(Yα) .3

f−1(A \B) = f−1(A) \ f−1(B) .4

B ⊆ Y לכל f(f−1(B)) ⊆ B ;A ⊆ X לכל f−1(f(A)) ⊇ A .5

שקולות: התאמות של הבאות התכונות :10 28.3.2007טענה

חח"ע f : X → Y .1

חח"ע f : P (X) → P (Y ) .2

על f−1 : P (Y ) → P (X) .3

שונה. לפונקציה זהה ïסימו שזהו 9נעיר
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ופונקציות íיחסי לפונקציות2 שקשורות בניות 2.4

∀A A = f−1(f(A)) .4

קבועה g⇐= קבועה f ◦ g ,g : Z → X לכל .5

חח"ע, f שֿ בגלל .∀z, z′ ∈ Z f(g(z)) = f(g(z′)) אז קבועה, f ◦ g íא (5⇐=1) הוכחה.
קבועה. g⇐= g(z) = g(z′)

g : {0, 1} → X נגדיר .f(x) = f(x′)ֿש êכx 6= x′ ∈ X íקיימי לאחח"ע, f íא (1⇐=5)
קבועה. לא g אבל f ◦ g(0) = f ◦ g(1) ואז ,g(1) = x′ ,g(0) = x ע"י

חח"ע, פונקציה זו .f−1 ◦ f = idP (X) ,f−1 ◦ f : P (X) → P (X) כי ברור, (3,2⇐=4)
על. f−1ֿו חח"ע f ïלכ

תרגיל. (4⇐=1)
ïלכ ,f({x, x′}) = {f(x)} = f({x}) אז ,f(x) = f(x′)ֿש êכ x 6= x′ íא (1⇐=2)

חח"ע. לא f : P (X) → P (Y )

ïולכ f(x) ∈ B אז ,{x} = f−1(B) ,f(x) = f(x′)ֿש êכ x 6= x′ íא (1⇐=3)
בתמונה נמצא לא x′ כלומר, סתירה. – x = x′ נקבל ïלכ .x′ ∈ f−1(B) ïומכא ,f(x′) ∈ B

על. לא היא ïולכ ההפוכה,
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עוצמות 3

עוצמות 3

קבוצות השוואת 3.1

להגדיר íרוצי היינו .f : X → Y התאמה קיימת íא (Y לֿ שקולה X ) X ∼ Y הגדרה, עלֿפי
.|X| = |Y | ⇐⇒ X ∼ Y שֿ êכ ל"עוצמות" הקבוצות כל מקבוצת | | התאמה

אפשריות: הגדרות שתי יש ?|X| ≤ |Y | מתי למשל, ?ïאיֿשוויו íקיי מתי

.f : X → Y חח"ע פונקציה קיימת כלומר, ;X ∼ Bֿש êכ B ⊆ Y תתֿקבוצה קיימת .1

על. שהיא Xֿל Y מֿ פונקציה קיימת .2

שקולות. אלה הגדרות :11 טענה

נסתכל .g ◦ f = idX שֿ êכ f שקיימת נראה על. g : Y → X כי נניח (1⇐=2) הוכחה.
.(g−1({x}) 6= ∅ x לכל ïלכ על, g הבחירה: אקסיומת (לפי

∏
x∈X g−1({x}) 6= ∅ על

f : X →
⋃

x∈X g−1({x}) = פונקציה כלומר, – f ∈
∏

x∈X g−1({x}) לבחור נוכל
אז .∀x ∈ X f(x) ∈ g−1({x}) íמתקיי עבורה g−1(

⋃
x∈X{x}) = g−1(X) על g= Y

.(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = x

התאמות יש íא :|X ′| ≤ |Y ′| ⇐⇒ |X| ≤ |Y | אז Y ∼ Y וֿ′ X ∼ X ′ íא כי נעיר
g ◦ Φ ◦ f−1 : X ′ → Y ′ לבנות נוכל חח"ע Φ : X → Y ïבהינת ,g : Y → Y ′ ,f : X → X ′

g : Y → Zֿו f : X → Y íא :|X| ≤ |Z| ⇐= |X| ≤ |Y | ≤ |Z| ,ïכמוֿכ .êולהיפ חח"ע,
חח"ע. g ◦ f : X → Z ïהרכבת חח"ע,
מההגדרה: שעולות שאלות כמה יש

(.ïקנטורֿשרדרֿברנשטיי משפט ר' ;ïכ) ?|X| = |Y | אז |Y | ≤ |X|ֿו |X| ≤ |Y |íאíהא .1

הבחירה.) אקסיומת ïבהינת ,ïכ) ?|Y | ≤ |X| או |X| ≤ |Y | תמיד ,Y וֿ X ïבהינת ,íהא .2

קנטור). משפט ר' ;ïכ) ?|X| < |Y שֿ| êכ Y íקיי תמיד ,X ïבהינת ,íהא .3

X קבוצה שלכל êכC "קבוצה" קיימת íהא כלומר, לעוצמות? íנציגי מערכת קיימת íהא .4
הבחירה.) אקסיומת ïבהינת ,ïכ) ?|X| = |A|ֿש êכ יחיד A ∈ C íקיי

|X| < |P (X)| (קנטור): 12 משפט

,f(x) = {x} ⊆ P (X) fעלֿידי : X → P (X)נוכללהגדיר :|X| ≤ |P (X)|ֿברורש הוכחה.
חח"ע. פונקציה וזוהי

בשלילה נניח על. f : X → P (X) קיימת שלא נראה כלומר, – |X| 6= |P (X)| כי נראה
.∃x0 ∈ X A = f(x0) על, f שֿ ïמכיוו .A = {x ∈ X : x /∈ f(x)} על נסתכל כזו. f שקיימת
,A הגדרת לפי לא, íא סתירה. – x0 /∈ f(x0) = A נקבל A הגדרת לפי ,ïכ íא ?x0 ∈ A íהא

על. לא f ,ïמכא סתירה. – x ∈ A ïולכ x0 /∈ A = f(x0)
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עוצמות קבוצות3 השוואת 3.1

עבור .F (A) = XA(x) =

1 x ∈ A

0 x /∈ A
עלֿידי F : P (X) → {0, 1}X נגדיר דוגמה.

,íואחדיíאפסי סדרותשל סדרהשל נניחשישלנו .P (N) ∼ {0, 1}N
=íואחדי íאפסי של סדרות ,X = N

לכל x 6= f(n) êוכ .ε̂n
n = 1− εn

n כאשר x = ε̂1
1, ε̂

2
2, . . . סדרה נגדיר .f(n) = εn

1 , εn
2 , . . .

למעשה ,íקוד (כמו בתמונה שלא איבר מצאנו – על לא f ïלכ .íזהי שאיבריה סדרה ïאי כי ,n
קבוצה). אותה בנינו

.|[0, 1]| > |N|ֿש להוכיח אפשר ïאופ באותו

.|X| = |Y | אז |Y | ≤ |X|ֿו |X| ≤ |Y | íא :(ïקנטורֿשרדרֿברנשטיי) 13 משפט

,g(Y \f(A)) = X\AֿשêכA ⊆ X ïבהינת gחח"ע. : Y → X ,f : X → Y תהיינה הוכחה. 18.4.2007

.|X| = |Y | ואז ועל, חח"ע hֿש לראות קל .h(x) =

f(x) x ∈ A

(g |Y \f(A))−1(x) x /∈ A
נגדיר

אנו .Φ(A) = X \ g(Y \ f(A)) עלֿידי Φ : P (X) → P (X) נגדיר כזאת. A למצוא נותר
,A = X \ g(Y \f(A)) כלומר, –Φ(A) = Aֿש êכA ⊆ X )Φ של נקודתֿשבת íמחפשי íבעצ

.(g(Y \ f(A)) = X \Aֿש êלכ ששקול תנאי
.A ⊆ B íא Φ(A) ⊆ Φ(B) מונוטונית: Φֿש לב íנשי

.D ∈ P (X) שבת נקודת קיימת Φ : P (X) → P (X) מונוטונית פונקציה לכל :1.13 למה

ונגדיר ,(∅ ∈ B כי B 6= ∅) B = {A ∈ P (X) : A ⊆ Φ(A)} ⊆ P (X) נגדיר הוכחה.
.D =

⋃
B =

⋃
{A : A ⊆ Φ(A)} = {x ∈ X : ∃A ⊆ X x ∈ A ⊆ Φ(A)} ⊆ X

שבת. נקודת שזו נראה
.A ⊆ D íוגA ⊆ Φ(A) Aאז ∈ B íא .A ⊆ Φ(D) íמתקייA ∈ B שלכל נראה (⊆)

.D ⊆ Φ(D) ïלכ .A ⊆ Φ(A) ⊆ Φ(D) ,Φ ממונוטוניות ,ïלכ
ïולכΦ(D) ⊆ Φ(Φ(D)) ,Φ ממונוטוניות .D ∈ B íמתקיי ,D ⊆ Φ(D)ֿש ïמכיוו (⊇)

.Φ(D) ⊆ D אז .Φ(D) ∈ B
כנדרש.10 ,Φ(D) = Dֿש קיבלנו בסêֿהכל

� .g(Y \ f(A)) = X \Aֿש êכ A קיימת ïלכ

הבאות: האפשרויות משלוש אחת היותר לכל מתקיימת קבוצות, Y ,X ïבהינת :14 מסקנה
.|X| > |Y | ;|X| < |Y | ;|X| = |Y |

בשלילה נניח .íמאיֿהשוויוני אחד íע יחד íמתקיי ïששוויו ïייתכ לא הגדרה, לפי הוכחה.
,|X| = |Y | נקבל ומהמשפט ,|X| ≥ |Y | íוג |X| ≤ |Y | אז ;|X| > |Y | íוג |X| < |Y שֿ|

11.ïאיֿשוויו íשמתקיי êלכ בסתירה

ידענו לא אבל האיחוד. íבמקו ,B êמתו המקסימלית הקבוצה את לבחור יכולנו כלומר, ;D ∈ Bֿש גילינו 10בדיעבד,

מראש. זאת
.|X| ≥ |Y | או |X| ≤ |Y | כלומר, מתקיימת: מהאפשרויות אחת שבדיוק נראה ê11בהמש
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סופיות קבוצות עוצמות3.2 3

.x 7→ x−a
b−a העתקה עלֿידי ,(a < b) [a, b] ∼ [0, 1] .1 דוגמה.

.n 7→ 2n :íהזוגיי íהטבעיי לקבוצת שקולה íהטבעיי קבוצת .2

.x 7→ tanx :(−π
2 , π

2 ) ∼ R .3

.x 7→ log x :(0,∞) ∼ R .4

סופיות קבוצות 3.2

êכ n ∈ N íקיי íא סופית נקראת A קבוצה .n ∈ N לכל Nn = {1, . . . , n} נגדיר הגדרה. סופית קבוצה

.A ∼ Nnֿש

עצמה. של חלקיתֿממש לתתֿקבוצה שקולה אינה Nn :15 טענה

f : Nn → Nn íשא באינדוקציה נראה על. ולא חח"ע f : Nn → Nn קיימת אחרת, הוכחה.
על. היא אז חח"ע

עבור .n− 1 עבור מתקיימת שהטענה נניח כעת, הזהות. פונקציית בהכרח היא f ,n = 1 עבור
,f |Nn−1 : Nn−1 → Nn−1 חח"ע, f שֿ ïמכיוו ,f(n) = n íא חח"ע. f : Nn → Nn תהי ,n
עלֿידי t : Nn → Nn נגדיר .f(n) = k < n אחרת, על. הוא íהצמצו האינדוקציה, ומהנחת

êכ חח"ע g .g = t ◦ f נגדיר ועל. חח"ע t ïלכ ,t ◦ t = idNn
.t(i) =


i i 6= k, n

n i = k

k i = n

על. היא f = t ◦ g ïולכ על, היא g ,íהקוד המקרה לפי אז .g(n) = t(k) = nֿש
עלֿידי g : Nn → Nn פונקציה נגדיר חח"ע: היא על f : Nn → Nn פונקציה כל ,ïכמוֿכ
ïולכ על, gֿש נובע הקודמת מהטענה .f ◦ g = idNn

כי חח"ע, gֿש ברור .g(i) = minf(j)=i j

חח"ע. f = g−1 íג אז .f = f ◦ g ◦ g−1 = (f ◦ g) ◦ g−1 = idNn
◦ g−1 = g−1

עצמה. של חלקיתֿממש לתתֿקבוצה שקולה אינה סופית קבוצה :16 מסקנה

חח"ע g : Nn → A íא על. f אז חח"ע f : A → A סופית, A íשא êלכ שקולה הטענה הוכחה.
f = g ◦ (g−1 ◦ f ◦ g) ◦ g−1 ïלכ על, íג היא הקדומת, הטענה לפי חח"ע. g−1 ◦ f ◦ g אז ועל,

חח"ע. f על, f : A → Aֿו סופית A íא ,ïאופ באותו על.

.n = m אז Nn ∼ Nm íא :17 מסקנה

הקודמת. לטענה בסתירה ,Nn ∼ Nm ( Nn אז ,m < n למשל íא אחרת, הוכחה.

סופית. היא Nn של תתֿקבוצה כל :18 טענה
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עוצמות אינסופיות3 קבוצות 3.3

סופיות. ïשתיה – N1 או 12∅ היא N1 של תתֿקבוצה ,n = 1 עבור .n על באינדוקציה הוכחה.
,J ⊆ Nn−1 אז n /∈ J íא .J ⊆ Nn תהי ,n עבור .n − 1 עבור מתקיימת שהטענה נניח כעת,
האינדוקציה, הנחת לפי .J \ {n} ⊆ Nn−1ֿו n ∈ J אחרת, סופית. J האינדוקציה, הנחת ולפי

(כאשר x 7→

f(x) x 6= n

m + 1 x = n
העתקה עלֿידי ,J ∼ Nm+1 אז סופית. J \ {n} ∼ Nm

ועל). חח"ע f : J \ {n} → Nm

סופית. היא סופית קבוצה של תתֿקבוצה :19 מסקנה

הטענה, לפי .f(B) ⊆ Nn ,B ⊆ A עבור שקילות. f : A → Nn קיימת סופית, A íא הוכחה.
טרנזיטיבי). השקילות (יחס סופית B ïלכ ,B ∼ f(B) סופית. f(B)

סופיות. A ∩B ,A ∪B אז סופיות, B ,A íא :20 טענה

סופית. A ∩B ⇐= A ∩B ⊆ A הוכחה.
הכלליות, הגבלת בלי להניח, אפשר אז .A ∩ (B \ A) = וֿ∅ A ∪ B = A ∪ (B \ A)

A∪B ∼ Nn+m אז gבהתאמה. ,f Bעíשקילויות ∼ Nm ,A ∼ Nn במקרהזה, .A∩B = שֿ∅

.h(x) =

f(x) x ∈ A

g(x) + n x ∈ B
כאשר ,h שקילות עלֿידי

סופי. הוא סופיות קבוצות של סופי איחוד .1 :21 טענה

סופית. היא סופיות קבוצות של סופית קרטזית מכפלה .2

סופית. היא סופית קבוצה של החזקה קבוצת .3

באינדוקציה. .1 הוכחה.

,B ∼ Nm ,A ∼ Nn סופיות קבוצות עבור :A × B עבור להראות מספיק באינדוקציה. .2
.A×B ∼ Nn × Nm ∼ Nn+m íמתקיי

.P (A) ∼ P (Nn) ∼ N2n אז A ∼ Nn .3

אינסופיות קבוצות 3.3

13.A � Nn ,n ∈ N לכל כלומר, סופית; לא היא íא אינסופית היא A קבוצה אינסופיתהגדרה. קבוצה

íהטבעיי למשל, – שלה חלקיתֿממש לתתֿקבוצה שקולה היא אינסופית: היא N דוגמה.
קודמת). לטענה (בסתירה íהזוגיי

סופית. ∅ = N0
12

.Aֿב íהאיברי מספר – |A| = |Nn| = n ïלסמ ונוכל יחיד, n עבור A ∼ Nn סופית, A í13א
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חח"ע. f : N → X קיימת כלומר, .|X| ≥ |N| אז אינסופית X íא :22 טענה

.Xֿב íשוני íאיברי של {an}∞n=1 סדרה באינדוקציה נבנה הוכחה.
.a1 ∈ X íקיי אז ,X 6= ∅ :n = 1 עבור

סופית). X אחרת (כי X 6= {a1, . . . , an−1} מהשני, אחד íושוני הוגדרו a1, . . . , an−1 íא
.an ∈ X \ {a1, . . . , an−1} íקיי ïלכ

שקילות. עדֿכדי ביותר, הקטנה האינסופית הקבוצה היא N אחרות, íבמילי

עצמה. של לתתֿקבוצהֿממש שקולה לא X ⇐⇒ סופית X :23 מסקנה

.16 מסקנה זו (⇐=) הוכחה.
ונגדיר ,A = f(N) ïנסמ חח"ע. f : N → X תהי אינסופית. Xֿש בשלילה נניח (=⇒)

לא f(1) כי על, לא g אבל חח"ע, g .g(x) =

x x /∈ A

f(n + 1) x = f(n)
עלֿידי g : X → X

שלה. חלקיתֿממש לתתֿקבוצה שקולה אינה Xֿש êלכ בסתירה ,X ∼ X \ {f(1)} אז מתקבל.

25.4.2007 :íלסיכו

סופית. היא סופית קבוצה של תתֿקבוצה כל .1

אינסופית. היא אינסופית קבוצה שמכילה קבוצה כל ל1ֿ) (שקול .2

אינסופית. N .3

.{xn}∞n=1 íשוני íאיברי של אינסופית סדרה קיימת אינסופית קבוצה בכל .4

.|X| = |N| íא בתֿמניה תיקרא X קבוצה הגדרה. בתֿמניה קבוצה

השקילות מקלחות הקבוצות"; כל "קבוצת על שקילות יחס כעל קבוצות שקילות על íמסתכלי עוצמה

.ℵ0 עוצמתה ⇐⇒ בתֿמניה היא קבוצה אז .|N| = ℵ0 íמסמני .(íקרדינלי) עוצמות נקראות

בתֿמניה. Y אז אינסופית, Y ⊆ X בתֿמניה, X íא .1 :24 טענה

בתֿמניה. X אז ,Xֿל שקולה אינסופית Y ⊆ X וכל אינסופית X íא .2

האינסופיות הקבוצות ïה בנותֿהמניה שהקבוצות זה את ממחישות אלה טענות למעשה, הוכחה.
ביותר. הקטנות

,ïקנטורֿברנשטיי ממשפט ,ïלכ .|Y | ≥ ℵ0 אז אינסופית Y שני, מצד .|Y | ≤ |X| = ℵ0 .1
בתֿמניה. Y כלומר, – |Y | = ℵ0

יש כלומר, .íשוני íאיברי של {xn}∞n=1 ⊆ X סדרה קיימת אינסופית, Xֿש ïמכיוו .2
בתֿמניה. X ïולכ ,|X| = |Y | ההנחה, לפי בתֿמניה. Y ⊆ X
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עוצמות אינסופיות3 קבוצות 3.3

בתֿמניה. A ∪B íג אז בנותֿמניה, Bֿו A íא :25 טענה

כלומר, – |A ∪ B| ≤ ℵ0ֿש נראה שני, מצד .|A ∪ B| ≥ ℵ0 ïולכ אינסופית, A ∪ B הוכחה.
נגדיר התאמות. f2 : N → B ,f1 : N → Aֿש נניח על: f : N → A ∪ B שקיימת

,ïקנטורֿברנשטיי ממשפט ,ïלכ על. והיא היטב מוגדרת f .f(n) =

f1(n) n = 2m

f2(n) n = 2m + 1
.|A ∪B| = ℵ0

בתֿמניה. íג
⋃∞

n=1 An אז בנותֿמניה, קבוצות של סדרה {An}∞n=1 íא :26 טענה

;g : N → N × N התאמה שקיימת בתרגיל הראינו התאמות. fn : N → An תהיינה הוכחה.
íקיי (n1, n2) ∈ N× N זוג ולכל g1, g2 : N → N כאשר ,g(n) = (g1(n), g2(n)) יש כלומר,
פונקציה קיבלנו .f(n) = fg1(n)(g2(n)) נגדיר אז .n2 = g2(n) ,n1 = g1(n)ֿש êכ n ∈ N

.f : N →
⋃∞

n=1 An

íקיי על, fn1 שֿ ïמכיוו .x ∈ An1 שֿ êכ n1 ∈ N íקיי ,x ∈
⋃∞

n=1 An íא על: f

ואז ,g2(n) = n2ֿו g1(n) = n1ֿש êכ n ∈ N íקיי ,g מתכונות .x = fn1(n2)ֿש êכ n2 ∈ N
.f(n) = fg1(n)(g2(n)) = fn1(n2) = x

סופית. או בתֿמניה
⋃∞

n=1 An סופיות, An íא :27 טענה

gn : Nkn
→ Anֿש נניח ריקות). מקבוצות íלהתעל (אפשר |An| = kn ≥ 1 נניח הוכחה.

עלֿידי יחיד ïבאופ להציג ïנית x ∈ N כל .mn = k1 + . . . + kn =
∑n

i=1 ki ïנסמ התאמה.
14.0 ≤ k < kn+1ֿו n ∈ N ∪ שֿ{0} êכ x = mn + k

כי על, היא g הפונקציה .g(x) =
{

gn+1(k + 1) x = mn + k, 0 ≤ k < kn+1 נגדיר
15.(1 ≤ k ≤ mn) gn(k) = g(mn−1 + k − 1)

סופי
⋃

A בנותֿמניה, או סופיות קבוצות של בתֿמניה או סופית קבוצה היא A íא ,íלסיכו
הקודמת, ומהטענה ;

⋃
A =

⋃
n∈N f(n) על. f : N → A יש אז ,|A| ≤ ℵ0 בïֿמניה: או

בתֿמניה. או סופית
⋃∞

n=1 f(n)

או סופית A בזוגות, íזרי íשה Rֿב (íפתוחי íקטעי) íמרווחי של קבוצה A íא :28 טענה
בתֿמניה.

בכל כי על, היא f .f(x) =

X x ∈ X ∈ A

x0 x /∈
⋃

A
עלֿידי f : Q → A ∪ {x0} נגדיר הוכחה.

.|A| ≤ |A ∪ {x0}| ≤ |Q| = ℵ0 ⇐= (Rֿב Q (מצפיפות רציונאלי מספר íקיי A רווח

סופית Xהיא שלה הרציפות אי נקודות קבוצת מונוטונית, פונקציה f : R → R íא :29 מסקנה
בתֿמניה. או

.n למקסימליות בסתירה ,mn+1 ≤ x אחרת – x−mn < kn+1 ואז ,mn ≤ x עבורו הnֿהמקסימלי את 14נבחר
הסדר. לפי הסופיות הסדרות על עוברת g 15למעשה,
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X1 = {x ∈ X : limy→x+ f(y) > f(x)} íמגדירי כאשר ,X = X1 ∪ X2 הוכחה.
.X2 = {x ∈ X : limy→x− f(y) < f(x)}ֿו

זוהי 16.A = {(f(x− 0), f(x)) : x ∈ X2} ∪ {(f(x), f(x + 0)) : x ∈ X1} על נסתכל
,f(x1) < y < f(x1+0)ֿוx1 < x2 הגבלתהכלליות, בלי ,íא מרווחיíזריíבזוגות: קבוצהשל
דומה, ïובאופ ;y < f(x1 + 0) ≤ f(x2) < y נקבל f ממונוטוניות ,f(x2) < y < f(x2 + 0)

f(x1 − 0) < y < f(x1) או f(x2 − 0) < y < f(x2)ֿו f(x1 − 0) < y < f(x1) ïייתכ לא
בתֿמניה. X íג ïלכ בתֿמניה; A מהמסקנה, אז .f(x2) < y < f(x2 + וֿ(0

בזוגות, íזרי íמרווחי óאוס זהו .A = {(f(x− 0), f(x + 0)) : x ∈ R} ïנסמ אחרת: êדר
אז ,x1 < x2 עבור f(x2 − 0) < y < f(x2 + וֿ(0 f(x1 − 0) < y < f(x1 + 0) íא כי
ïולכ בתֿמניה, או סופית A ïלכ סתירה. – y < f(x1 + 0) ≤ f(x2 − 0) < y ממונוטוניות
או סופית קבוצה היא ,{x ∈ R : f(x − 0) < f(x + 0)} ,f של איֿהרציפות נקודות קבוצת

בתֿמניה.

בתֿמניה. אינה ïשלה איֿהגזירות נקודות שקבוצות מונוטוניות פונקציות יש זאת, íע
התאמות, g : N → B ,f : N → A íא בתֿמניה. A × B íג בנותֿמניה, B ,A íא
ïלכ התאמה. זוהי .(f × g)(m,n) = (f(m), g(n)) עלֿידי f × g : N× N → A× B נגדיר
אז בנותֿמניה, A1, . . . , An íא באינדוקציה: êלהמשי ïנית כעת .|A × B| = |N × N| = ℵ0

בתֿמניה. A1 × . . .×An

קבוצתהסדרות – {0, 1}N =
∏∞

n=1{0, 1} בתֿמניה: בהכרח אינה בתֿמניה מכפלה זאת, íע
אינה זו קבוצה ïולכ ,|P (N)| > ℵ0 קנטור, משפט לפי ;P (N)ֿל שקולה – בינאריות ספרות של

בתֿמניה.

בתֿמניה. היא בתֿמניה קבוצה של הסופיות תתיֿהקבוצות קבוצת :30 טענה

כאשר ,Pf (X) =
⋃∞

n=1 Pn(X) כלומר, .Pf (X) = {A ⊆ X : |A| < ℵ0} נגדיר הוכחה.
Xnֿמ התאמה נגדיר בתֿמניה. Pnֿש להוכיח מספיק .Pn(X) = {A ⊆ X : |A| = n}
מכפלה היא Xn .(x1, . . . , xn) 7→ {x1, . . . , xn}ֿש êכ

⋃
1≤k≤n Pn(X) = P≤n(X)ֿל

בתֿמניה. Pn(X) ïלכ בתֿמניה; ïלכ בנותֿמניה, קבוצות של סופית

êכ a1, . . . , an ∈ Q íרציונאלי íמספרי íקיימי íא אלגברי מספר נקרא X מספר הגדרה. אלגברי מספר

.xn + a1x
n−1 + . . . + an = ש0ֿ

הוא אלגברי מספר כל לא ïלכ .x2 − 2 = 0 של ïפתרו זהו – אלגברי מספר הוא
√

2 דוגמה.
רציונאלי.

בתֿמניה. היא íהאלגבריי íהמספרי קבוצת :31 טענה

.f(x + 0) עבור דומה ïובאופ ,f(x− 0) = limy→x− f(y)ֿל היא 16הכוונה
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xn + a1x
n−1 + . . . + an = 0 íהפולינו של הפתרונות קבוצת ,a1, . . . , an ∈ Q לכל הוכחה.

íהאלגבריי íהמספרי קבוצת ïלכ סופית. a1, . . . , an ∈ Qֿש êכ

A =
∞⋃

n=1

⋃
a1,...,an∈Q

{x ∈ R : xn + a1x
n−1 + . . . + an = 0}

בïֿמניה. שהוא סופיות, קבוצות של בïֿמניה איחוד של בïֿמניה איחוד היא

2.5.2007

.Nֿב העולות הסדרות קבוצת היא C2 כאשר ,C2 ∼ N :32 טענה

f ∈ NN 7→ g(n) =
∑n

i=1 f(i) הוכחה.

g ∈ C2 7→ f(n) =

g(1) n = 1

g(n)− g(n− 1) n > 1

בתֿמניה. אינה R :33 טענה

חח"ע: היא F הפונקציה .F ((εn)∞n=1) =
∑∞

n=1
εn

3n נגדיר .{0, 2}N ∼ Rֿש נוכיח הוכחה.
êכm íשקיי או ,n לכל εn = δn íא ורק íא

∑∞
n=1

δn

3n =
∑∞

n=1
εn

3n ,εn, δn ∈ {0, 1, 2} íא
או δm = 1 זה, במקרה .δm = εm + 1 ,∀n > m εn = 2, δn = ו0ֿ ,εn = δn n < m שעבור

בתֿמניה. אינה R ïלכ .|R| ≥ |{0, 2}N| > ℵ0 בפרט, 17.1 êהער את השמטנו ïלכ – εm = 1

קנטור קבוצת [0, בֿ[1 íהממשיי íהמספרי קבוצת היא הקודמת בהוכחה שהגודרה כפי F של התמונה
מכל íא מתקבלת היא קנטור: קבוצת זוהי – 1 הספרה ללא (3 בסיס (לפי פיתוח íקיי íשעבור

האמצעי. השליש את íמורידי קטע
íקטעי 2n של זר איחוד היא Cn איטרציות. n לאחר שנשארת הקבוצה את Cnֿב ïנסמ
ומתקבלת ,Cnֿב קטע מכל האמצעי השליש ניתוק עלֿידי מתקבלת Cn+1 . 1

3n êבאור íסגורי
(כי אפס היא C של והמידה ,( 2

3 )n היא Cn של המידה קנטור. קבוצת – C =
⋂∞

n=1 Cn

.(( 2
3 )n) → 0

קנטור פונקציית גזירה אינה g בה הנקודות שקבוצת êכ g : [0, 1] → R ומונוטונית רציפה פונקציה לבנות ïנית
קנטור. פונקציית נקראת זו פונקציה קנטור. קבוצת היא

óהרצ עוצמת .óהרצ עוצמת – |R| = ℵ ïנסמ

.óהרצ מעוצמת היא ,RN ,íממשיי íמספרי של הסדרות קבוצת :34 טענה

.({0, 1}N)N ∼ RNֿש להראות מספיק ïלכ .{0, 1}N ∼ Rֿש הראינו הוכחה.
,{0, 1}N ∼ {0, 1}N×N ïולכ N × N ∼ N אבל ,({0, 1}N)N ∼ {0, 1}N×Nֿש הראינו

.RN ∼ R ïלכ .R ∼ {0, 1}Nֿו

.óהרצ מעוצמת היא C הרציפות הממשיות הפונקציות קבוצת :35 טענה

.· · · . · · · 2000 · · · וֿ · · · . · · · 1222 · · · כֿ ,3 בבסיס ייצוג, על מדובר í17בעצ
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כלומר ,R(f1) = R(f2) íא כי חח"ע, R .R(f) = f |Q עלֿידי R : C → RQ נגדיר הוכחה.
הוא צפופה לקבוצה שלה íשהצמצו רציפה פונקציה זוהי .(f1 − f2) |Q= 0 אז ,f1 |Q= f2 |Q

.|C| < |RQ| = |RN| = ℵ אז .f1 = f2 כלומר, – f2 − f1 ≡ 0 ïולכ ,0

ברור. השני ïהכיוו

נקודות ïאות יש {yn}ֿול {xn}ֿל .[a, b] ⊆ Rֿב סדרות {yn}∞n=1 ,{xn}∞n=1ֿש נניח :36 משפט
.xn − yπ(n) → ש0ֿ êכ π : N → N פרמוטציה קיימת í"íא הצטברות

.|xn−x| < εֿש êכníקיי ε > 0 לכל כלומר, – {xn} xנקודתהצטברותשל תהי (=⇒) הוכחה.

.|xn−x| < ε
2 שֿ êכn > N íקיי .n > N לכל |xn−yπ(n)| < ε

2 שֿ êכN ויהי ε > 0 יהי
.{yπ(n)} של הצטברות נקודת xֿו ,|yπ(n) − x| < ε אז

.{xn} של הצטברות נקודת היא {yn} של הצטברות נקודת כל סימטרי, ïבאופ

מספיק זה .xn − yσ(n) → ש0ֿ êכ עולה מונוטונית σ : N → N שקיימת נראה (⇐=)
ואז ,yn − xτ(n) → ש0ֿ êכ עולה מונוטונית τ : N → N למצוא נוכל מסימטריה כי
π : N → N נגדיר ההשוואה). משפט (לפי τ(N \ σ(M)) = N \ M שֿ êכ M ⊆ N קיימת

כי ,xn − yπ(n) → ש0ֿ לב íנשי ועל. חח"ע π ונקבל ,π(n) =

σ(n) n ∈ M

τ−1(n) n /∈ M
עלֿידי

כלומר, .n ∈ M עבור xn − yτ−1(n) → ו0ֿ (n ∈ M עבור (ובפרט n לכל xn − yσ(n) → 0

כנדרש. π ïלכ לאפס. שואפת כולה הסדרה ïלכ לאפס, שואפות הסדרות תתי שתי

σ(1) < . . . < íא .σ(1) = 1 נגדיר באינדוקציה. כזו נגדיר כנ"ל. σ שקיימת להראות נותר
íשיתקיי êכ σ(k + 1) נגדיר הוגדרו, σ(k)

|xk+1 − yσ(k+1)| < inf
i>σ(k)

|xk+1 − yi|+
1
k

k1 < k2 < . . . סדרה שקיימת êכ ε > 0 íשקיי בשלילה נניח :xn − yσ(n) → ש0ֿ נראה
j > σ(ki) לכל ,ki > 2

ε עבור .|xki
− yσ(ki)| ≥ εֿש êכ

ε ≤ |xki − yσ(ki)| < |xki − yj |+
1
kj

< |xki − yj |+
ε

2

.|xki
− yj | ≥ ε

2 ïולכ

,xֿל שמתכנסת y של תתֿסדררה קיימת שלא נראה 18.xki → x הכלליות, הגבלת בלי נניח,
íמתקיי j ≥ σ(kn) כל עבור אז .|xkn

− x| < ε
4 שֿ êכ כרצוננו גדול n íקיי להנחה. בסתירה

� .{yn} של נקודתֿגבול לא x ïלכ .|x− yi| ≥ |xkn
− yj | − |xkn

− x| > ε
4

.êהצור במקרה אליה נעבור שלה; הגבול הוא xֿש {xki
} של מתכנסת תתֿסדרה 18קיימת
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עוצמות 3óהרצ השערת 3.4

óהרצ השערת 3.4

óהרצ השערת שאינה אינסופית קבוצה כל כלומר, לא. ,óהרצ השערת עלֿפי ?ℵֿל ℵ0 ïבי עוצמה קיימת íהא
ביותר. הקטנה האינסופית העוצמה היא ℵ0 –N של חח"ע עותק מכילה בתֿמניה

íמתקיי ,|Y | > |X|ֿש êכ קבוצה Y íא הכללית): óהרצ (השערת יותר כללי בניסוח
לפחות. óהרצ מעוצמת היא בתֿמניה שאינה אינסופית קבוצה כל בפרט, 19.|Y | ≥ |P (X)|

לתורת מודל íקיי קונסיסטנטית, הקבוצות תורת íשא הוכיח ה30ֿ–20, בשנות ,(Gödel) גדל
íשא הוכיח ה60ֿ, בשנות ,(Cohen) ïכה זאת, לעומת נכונה. הכללית óהרצ השערת בו הקבוצות
קיימת כלומר, – מתקיימת אינה óהרצ השערת שבו מודל íקיי אז קונסיסטנטית, הקבוצות תורת

.ℵ0 < ℵ1 < 2ℵ0 שֿ êכ ℵ1 עוצמה

עוצמות ïחשבו 3.5

עוצמות חיבור 3.5.1

עוצמות חיבור Y ,X כאשר ,λ + κ = |X ∪ Y | íשיתקיי íרוצי היינו ,|Y | = λ ,|X| = κ עוצמות, λ ,κ íא 9.5.2007

זרות.
ובעלות זרות Y × וֿ{1} X × {0} (כי כנ"ל זרות Y ,X קיימות תמיד כי היטב, מוגדר זה
אז זרות, Y ′ ,X וֿ′ זרות Y ,X כאשר |Y | = |Y ′| ,|X| = |X ′| íוא ,(Y וֿ X כמו עוצמה אותה
h : X∪Y → X ′∪Y ′ נגדיר התאמות, g : Y → Y ′ ,f : X → X ′ íא :|X∪Y | = |X ′∪Y ′

.h(z) =

f(z) z ∈ X

g(z) z ∈ Y
עלֿידי

אינסופיות קבוצות לגבי íאול החיבור. של הרגילה הפעולה הוא החיבור סופיות, עוצמות עבור
.ℵ + ℵ0 = ℵ ïוכ בïֿמניה), הוא בנותֿמניה קבוצות איחוד (כלומר, ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 :êכ זה ïאי

.λ + κ = max(λ, κ) אינסופית, λ עבור ,ïלכ :λ + λ = λ אינסופיות, עוצמות עבור כלומר,
החיבור: תכונות

κ + λ = λ + κ .1

(λ + κ) + γ = λ + (κ + γ) .2

λ1 + κ1 ≤ λ2 + κ2 ⇐= κ1 ≤ κ2 ,λ1 ≤ λ2 .3

(0 = |∅|) λ + 0 = λ .4

האיחוד. מתכונות מיידית נובעת ההוכחה
ïבאופ עוצמות של {κi}i∈I משפחה עבור

∑
i∈I κi íהסכו את להגדיר אפשר כללי, ïבאופ

.(26 טענה (עלֿפי
∑

n∈N ℵ0 = ℵ0 למשל, .
∑

i∈I |κi| = |
⋃

i∈I(κi × {i})| הבא:

.|2X | = |P (X) > |X|ֿש מוכיח קנטור משפט כי 19נזכיר
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עוצמות ïחשבו עוצמות3.5 3

N \ (N \ {1}) = {1} êא ,N \N = ∅ íמתקיי ;ℵ0 \ ℵ0 מהו למשל, ברור, לא חיסור, לגבי
íא זאת, לעומת היטב. מוגדרת לא החיסור פעולת ïלכ .íאיֿזוגיי íהטבעיי קבוצת זו N \ 2Nֿו

.|X \ Y | = |X| אז ,|X| ≥ ℵ0ֿו |X| > |Y |

עוצמות כפל 3.5.2

.λ× κ = |X × Y | נגדיר ,|Y | = κ ,|X| = λ íא עוצמות כפל

íא :|X × Y | = |X ′ × Y ′| ,|Y | = |Y ′| ,|X| = |X ′| íא כי היטב, מוגדר זה
עלֿידי המוגדרת f × g : X×Y → X ′×Y ′ הפונקציה התאמות, g : Y → Y ′ ,f : X → X ′

התאמה. היא (f × g)(x, y) = (f(x), g(x))

.ℵ × ℵ = ℵ ,ℵ0 × ℵ0 = ℵ0 êא הרגילה. הכפל פעולת את óמשק זה סופיות, עוצמות עבור
.λ× κ = max(λ, κ) אינסופית, λ עבור כללי, ïבאופ כלומר,

i ∈ I לכל |xi| = λ íא למשל, .
∏

i∈I |xi| = |
∏

xi| עלֿידי מוגדרת משפחה של עוצמה
.
∏

κ λ = λκ ,|I| = κֿו
הכפל: עבור מתקיימות החיבור לתכונות דומות תכונות

λ× κ = κ× λ .1

(λ× κ)× γ = λ× (κ× γ) .2

(|{∅}| = 1) λ× 1 = λ .3

λ1 × κ1 ≤ λ2 × κ2 ⇐= κ1 ≤ κ2 ,λ1 ≤ λ2 .4

λ× (κ1 + κ2) = λ× κ1 + λ× κ2 .5

λ×
∑

i∈I κi =
∑

i∈I λ× κi .6

λκ1+κ2 = λκ1 × λκ2 .7

((
∏

i∈I λi)κ =
∏

λκ
i ) λκ1×κ2 = (λκ1)κ2 .8

(λ1 + λ2)κ = λκ
1 + λκ

2 .9

|XY | = |X||Y | .10

הקרטזית. המכפלה מתכונות מיידית נובעת ההוכחה

|RN| = ℵℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0×ℵ0 = 2ℵ0 = ℵ הממשיות: הסדרות קב' • דוגמה.

ℵℵ0
0 = 2ℵ0 ⇐= 2ℵ0 ≤ |NN| = ℵℵ0

0 ≤ (2ℵ0)ℵ0 הטבעיות: הסדרות קב' •

הפונקציות (קב' |RR| = ℵℵ = (2ℵ0)ℵ = 2ℵ0×ℵ = 2ℵ הממשיות: הפונקציות קב' •
(35 טענה עלֿפי ,ℵ < 2ℵ הרציפות: הממשיות
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הבחירה אקסיומת 4

הבחירה אקסיומת 4

הבחירה אקסיומת הבחירה: לאקסיומת íשקולי íניסוחי מספר íקיימי

∅ = A ⊆ X שלכל êכ f : P (X) \ {∅} → X פונקציה קיימת X 6= ∅ קבוצה לכל .1
(.X של בחירה פונקציית נקראת כזו (פונקציה .F (A) ∈ A íמתקיי

f(α) ∈ Aαֿש êכ f : I →
⋃

Aα קיימת לאֿריקות קבוצות של {Aα}α∈I קבוצה לכל .2
.α ∈ I לכל

לאֿריקות. קבוצות של {Aα}α∈I משפחה עבור
∏

α∈I Aα 6= ∅ .3

פונקציה. שהוא íתחו אותו íע תתֿיחס יש Y לֿ X ïבי R יחס לכל .4

שלכל êכ B קבוצה קיימת ולאֿריקות זרותֿהדדית קבוצות של {Aα}α∈I משפחה לכל .5
(.íנציגי קבוצת יש שקילות יחס לכל (כלומר, .|B ∩Aα| = 1 íמתקיי α ∈ I

.g ◦ f = idX שֿ êכ g : Y → X קיימת חח"ע f : X → Y לכל .6

.f ◦ g = idY שֿ êכ g : Y → X קיימת על f : X → Y לכל .7

בקצרה: הוכחה.

ïלכ ,{Aα}α∈I ⊆ P (X) \ {∅} .X של בחירה פונקציית F ,X =
⋃

α∈I Aα ניקח (2⇐ 1)
.f(Aα) = F (Aα) ∈ Aα מקיימת f = F |{Aα}α∈I

: {Aα}α∈I → X

הגדרה. לפי (3⇔ 2)

.D = {x ∈ X : Ax 6= ∅} :íהתחו את Dֿב ïנסמ .Ax = {y ∈ Y : xRy} נגדיר (4⇐ 3)
êכ f : D →

⋃
x∈D Ax ⊆ Y קיימת כלומר, ;

∏
x∈D Ax 6= ∅ .{Ax}x∈D על נסתכל

.f ⊆ R ïלכ .xRf(x) כלומר, ;f(x) ∈ Axֿש

הוא היחס כלומר, .x ∈ Ax íא αRx עלֿידי המוגדר
⋃

α∈I Aαֿל I ïבי היחס R יהי (5⇐ 4)
.α ∈ I לכל Aα 6= ∅ כי ,D(R) = I הוא íהתחו .R = {(α, x) : α ∈ I, x ∈ Aα}
:B ∩Aα = {f(α)} אז .B = f(I) ïנסמ .α ∈ I לכל f(α) ∈ Aα כלומר, .f ⊆ R תהי

.f(β) ∈ Aβ ∩Aα = ∅ אז ,α 6= β עבור f(β) ∈ B ∩Aα íא שני, מצד ⊆ברור;

ולאֿריקות. זרות קבוצות קבוצהשל זוהי .{A× {A}}A∈P (X)\{∅} על נסתכל ,X ïבהינת (1⇐ 5)
F : P (X) \ {∅} → X נגדיר .|B ∩ (A× {A})| = 1 כלומר, ;íנציגי קבוצת B תהי
.F = {(A, x) : (x, A) ∈ B} כלומר, .{(F (A), A)} = B ∩ (A × {A}) עלֿידי

.|B ∩ (A× {A})| = ש1ֿ ïמכיוו פונקציה, ïאכ היא F ⊆ (P (X) \ {∅})×X
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ïצור של הלמה 5

ïצור של הלמה 5

סדר יחסי 5.1

חלקי סדר 5.1.1

שֿ êכ X על יחס הוא R íא חלקי יחסֿסדר נקרא R הגדרה. חלקי יחסֿסדר

;x ∈ X לכל xRx (רפלקסיביות) .1

;x = y ⇐= yRxֿו xRy (אנטיֿסימטריות) .2

.x, y, z ∈ X לכל xRy ∧ yRz =⇒ xRz (טרנזיטיביות) .3

.R ,Z ,N ≥על • דוגמה.

.m = l · nֿש êכ l ∈ N íקיי :N על n | m •

.P (X) על A ⊆ B •

(על חלקי יחסֿסדר הוא Z לקבוצה A של מתתיֿקבוצות פונקציות של ההרחבה יחס •
את מרחיבה (f2, B2)ֿש נגדיר X = {(f,B) : B ⊆ A, f : B → Z} הקבוצה

.(f2 |B1= f1ֿו B1 ⊆ B2 íא (f1, B1)

סדורהֿחלקית. קבוצה נקראת (≤) חלקי יחסֿסדר íע קבוצה הגדרה. סדורהֿחלקית קבוצה

טוב סדר 5.1.2

או x ≤ y íא להשוואה íניתני íנקראי (X,≤) סדורהֿחלקית בקבוצה x, y íאיברי 30.5.2007הגדרה.

.y ≤ x

íניתני בה íאיברי שני כל íא סדורהֿלינארית קבוצה נקראת סדורהֿחלקית קבוצה הגדרה. סדורהֿלינארית קבוצה

לינארי.) יחסֿסדר נקרא הסדר יחס זה, (במקרה להשוואה.

לא. השאר לינארי; יחסֿסדר הוא R ,Z ,N ≥על היחס הקודמת, מהדוגמה דוגמה.

היחס הוא Y של המושרה יחסֿהסדר ,Y ⊆ Xֿו סדורהֿחלקית קבוצה (X,≤) íא הגדרה. מושרה יחסֿסדר

20.Xֿב y1 ≤ y2 ⇐⇒ Y בֿ y1 ≤ y2 עלֿידי המוגדר

המושרה שהיחס êכ Y ⊆ X תתֿקבוצה היא (X,≤) סדורהֿחלקית בקבוצה שרשרת הגדרה. שרשרת

לינארי. יחסֿסדר הוא Y על

.Y של חלקי יחסֿסדר זהו ïלכ נשמרות, החלקי יחסֿהסדר 20תכונות
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ïצור של הלמה סדר5 יחסי 5.1

שרשרת. היא X של תתֿקבוצה כל סדורהֿלינארית, קבוצה X íא • דוגמה.

.n | m יחסֿהסדר íע שרשרת היא {5n}∞n=0 = {1, 5, 25, . . .} הקבוצה •

,x ∈ X שלכל êכ x0 ∈ X איבר הוא (X,≤) סדורהֿחלקית בקבוצה ïראשו איבר ראשוïהגדרה. איבר

.x0 ≤ x

אז ;x′0 ≤ x0ֿו x0 ≤ x′0 ,íראשוני íאיברי x′0ֿו x0 íא :21íקיי íא יחיד, ïראשו איבר
.x0 = x′0 מאנטיֿסימטריות,

ïאחרו איבר דומה. ïבאופ מוגדר ïאחרו איבר

íא ,x ∈ X שלכל êכ x0 ∈ X איבר הוא (X,≤) סדורהֿחלקית בקבוצה מינימלי איבר מינימליהגדרה. איבר

.x = x0 אז x ≤ x0

איבר הוא מינימלי איבר סדורהֿלינארית, בקבוצה מינימלי; איבר הוא ïראשו שאיבר ברור
.íקיי íא יחיד, ïולכ ,ïראשו

יחסֿהסדר íעX = N\{1}ֿב .ïראשו איבר הוא 1 ,n | m יחסֿהסדר íעNבקבוצה דוגמה.
.íמינימליי íאיברי íה íהראשוניי íהמספרי כל אבל ,ïראשו איבר ïאי המושרה

מקסימלי איבר דומה. ïבאופ מוגדר מקסימלי איבר

x0 ∈ X איבר הוא (X,≤) סדורהֿחלקית בקבוצה Y ⊆ X תתֿקבוצה של מלעיל íחס (ממש)הגדרה. מלעיל íחס

ממש. מלעיל íחס הוא x0 ,y ∈ Y לכל y < x0 íא .y ≤ x0 ,y ∈ Y שלכל êכ

מלעיל. íחס íקיי בהכרח לא
(ממש) מלרע íחס דומה. ïבאופ מוגדר (ממש) מלרע íחס

Y של x מלעיל íחס שלכל êכ מלעיל íחס שמהווה x0 ∈ X איבר הוא Y של ïעליו íחס עליוïהגדרה. íחס

.x0 ≤ X íמתקיי

.íקיי íא יחיד, ïעליו íחס
ïתחתו íחס דומה. ïבאופ מוגדר ïתחתו íחס

êכ x1 ∈ X איבר הוא (X,≤) סדורהֿחלקית בבקבוצה x0 איבר של מיידי עוקב הגדרה.
.x1 ≤ y íמתקיי x0 < y ולכל x0 < x1ֿש

.íקיי íא יחד, מיידי עוקב

איבר יש לאֿריקה תתֿקבוצה שלכל êכ סדורהֿחלקית קבוצה היא סדורהֿהיטב קבוצה סדורהֿהיטבהגדרה. קבוצה

המושרה. הסדר ביחס ,ïראשו

.Zֿב למשל, – סדורהֿלינארית בקבוצה אפילו כזה, איבר íקיי להיות חייב 21לא
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סדר יחסי 5.1ïצור של הלמה 5

היטב: סדורה (n ∈ N לכל n < ∞) N∗ = N ∪ {∞} íג הרגיל. יחסֿהסדר íע N דוגמה.
של ïהראשו האיבר הוא A ∩ N של ïהראשו והאיבר A ∩ N 6= ∅ או אז ,∅ 6= A ⊆ N∗ íא

.A של ïהראשו האיבר וֿ∞הוא A = {∞} או ,A

הבחירה. אקסיומת ïבהינת ,ïכ בתֿמניה? שאינה סדורהֿהיטב קבוצה קיימת íהא

ïאי (P (X) \ בֿ(⊇,{∅} ,|X| > 1 íא êא .ïראשו איבר הוא ∅ ,(P (X),⊆)ֿב דוגמה.
מינימלי. איבר {x} ,x ∈ X ולכל ,ïראשו איבר

לכל סדורהֿהיטב, קבוצה (X,≤) íא סדורהֿלינארית: קבוצה היא סדורהֿהיטב קבוצה
למשל, – ïנכו אינו êההיפ .y ≤ x או x ≤ y או ïלכ ,ïראשו איבר יש {x, y}ֿל ,x, y ∈ X

êשיי בהכרח אינו הוא êא ,ïתחתו íחס יש תתֿקבוצה לכל סדורהֿלינארית; קבוצה X = [0, 1]

.ïראשו איבר ïאי A = {x : x > 1
2} ⊆ Xֿל לדוגמה, אליה.

.S(x) = {y ∈ X : y < x} היא (X,≤) סדורהֿחלקית בקבוצה x ∈ X של הרישא הגדרה. רישא

(.S(x)ֿל ïעליו íחס מהווה x)

שומרת נקראת f : X → Y פונקציה סדורותֿחלקית, קבוצות (Y,≤Y ) ,(X,≤X) íא הגדרה. שומרתֿסדר פונקציה

f : X → Y יש (Y,≤Y ) ,(X,≤X) ïבי íא .f(x1) ≤Y f(x2) ⇐= x1 ≤X x2 íא סדר
איזומורפיות. נקראות ïה סדר, שומרת f−1 : Y → X íוג ועל חח"ע שומרתֿסדר איזומורפיות קבוצות

íא ועל: חח"ע שומרתֿסדר f : X → Y שֿ לדרוש מספיק סדורהֿלינארית, קבוצות ïבי
שXֿסדורה êמכ) x2 ≤ x1 אחרת, :Xֿב x1 = f−1(y1) ≤ f−1(y2) = x2 אז ,Y בֿ y1 ≤ y2

⇐= y1 = y2 ⇐= y2 = f(x2) ≤ f(x1) = y1 ïולכ להשוואה), íניתני אלה íאיברי לינארית,
.x1 = x2

f(x) ≥ x אז חח"ע, שומרתֿסדר f : X → Xֿו סדורהֿהיטב קבוצה (X,≤) íא :37 טענה
.x ∈ X לכל

ïהראשו האיבר x0 יהי .∅ 6= X0 = {x ∈ X0 : f(x) < x} נגדיר שלא. בשלילה נניח הוכחה.
שומרת f êא .f(f(x0)) ≥ f(x0) בפרט ïלכ ,f(x0) < x0 .f(y) ≥ y ,y < x0 לכל .X0 של

סתירה. – f(f(x0)) < f(x0)⇐= f(x0) < x0 ïלכ סדר,

ïביניה íהאיזומורפיז איזומורפיות, סדורותֿהיטב קבוצות (Y,≤) ,(X,≤) íא :38 מסקנה
יחיד.

ועל. חח"ע שומרתֿסדר f−1
2 ◦ f1 : X → X ,íאיזומורפיזמי f1, f2 : X → Y íא הוכחה.

סימטרי, ïבאופ .x ∈ X לכל f1(x) ≥ f2(x) ïולכ ,x ∈ X לכל f−1
2 ◦ f1(x) ≥ x מהטענה,

.f1 ≡ f2 אז .x ∈ X לכל f2(x) ≥ f1(x)

22.Xֿל איזומורפית אינה S(x0) אז ,x0 ∈ Xֿו סדורהֿהיטב קבוצה (X,≤) íא :39 מסקנה

.2Nֿל איזומורפית N למשל, שלה: חלקיתֿממש לתתֿקבוצה איזומורפית להיות יכולה סדורהֿהיטב קבוצה 22אבל
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ïלכ ;f(x0) ≥ x0 מהטענה, שומרתֿסדר. (ועל) חח"ע f : X → S(x0) קיימת אחרת הוכחה.
בסתירה. ,f(x0) /∈ S(x0)

איזומורפיות. ïאינ (X,≤) סדורהֿהיטב בקבוצה שונות רישות שתי :40 מסקנה

היא S(x1) אז .x1 < x2 הכלליות הגבלת בלי נניח ,S(x2) ,S(x1) רישות שתי עבור הוכחה.
.S(x2) � S(x1) הקודמת המסקנה לפי ïלכ סדורהֿהיטב,23 קבוצה S(x2) ;S(x2)ֿב רישא

בדיוק כלומר, להשוואה. ניתנות (Y,≤Y ) ,(X,≤X) סדורותֿהיטב קבוצות שתי כל :41 משפט 6.6.2007

;Y ∼ SX(x0)ֿש êכx0 ∈ X íקיי (ב) ;X ∼ Y (א) אחתמשלושהאפשרויותהבאותמתקיימת:
.X ∼ SY (y0)ֿש êכ y0 ∈ Y íקיי (ג)

ג'. או ב' אפשרות íע יחד מתקיימת א' שאפשרות ïייתכ לא ,39 ממסקנה הוכחה.
íהצמצו אז ,íאיזומורפיז f : Y → SX(x0) íא מתקיימות. וג' ב' שאפשרויות נניח
íאיזומורפיז נקבל הרכבה, עלֿידי (כתרגיל). íאיזומורפיז f |SY (y0): SY (y0) → SX(f(x0))

מתקיימת. האפשרויות שאחת להראות נותר .39 למסקנה בסתירה – שלו לרישא X ïבי
f : X0 → Y פונקציה נגדיר .X0 = {x ∈ X : ∃y ∈ Y : SX(x) ∼ SY (y)} על נסתכל
זוהי איזומורפיות, ïאינ שונות רישות ששתי ïמכיוו .SX(x) ∼ SY (y) íא f(x) = y עלֿידי

.X0 = X או X של רישא X0ֿו f(X0) = Y או ,Y של רישא f(X0)ֿש נראה פונקציה.

ולכל x ∈ A לכל ⇐⇒ רישא היא סדורהֿהיטב קבוצה של A ( X תתֿקבוצה :1.41 למה
.y ∈ A íמתקיי y < xֿש êכ y ∈ X

ברור. (⇐ ) הוכחה.
אחרת, ;y ∈ A ,y < x0 íא .A = SX(x0) ואז ,x0 = min(X \ A) נגדיר ( ⇒ )
נקבל מההנחה ,y ≥ x0ֿו y ∈ A íא שני, מצד .x0 למינימליות בסתירה ,y ∈ X \A

� .y ∈ SX(x0) כלומר ,y < x0 ïלכ .x0 להגדרת בסתירה ,x0 ∈ A

,íאיזומורפיז g : SX(x1) → SY (y) íא .x ∈ X0 אז x < x1ֿו x1 ∈ X0 íשא נראה
או X0 = X מהלמה, .x ∈ X0 ïולכ ,íאיזומורפיז g |SX(y): SX(x) → SY (g(x)) אז
,y = f(x) íא) y1 ∈ f(X0) אז y1 < yֿו y ∈ f(x0) íא ,ïאופ באותו ;X0 = SX(x)

g |gX(g−1(y1)): SXg−1(y1)) → SY (y1) ,íאיזומורפיז g : SX(x) → SY (y) אז x ∈ X0

y0 ∈ Y íשקיי או f(X0) = Y שֿ או ïלכ .(f(X0) 3 f(g−1(y1)) = y1 ïולכ ,íאיזומורפיז
שומרתֿסדר f שֿ íיודעי .íאיזומורפיז f : X0 → f(X0)ֿש נראה .f(X0) = SY (y0)ֿש êכ
íא .f(X0)ֿל איזומורפית היא כי ,Y לֿ או Y של לרישא איזומורפית X אז X0 = X íא ועל.

.X של רישא או X או שהיא ,X0ֿל איזומורפית Y ,f(X0) = Y

.y0 ∈ Y ,x0 ∈ X עבור Y0 = f(X0) = SY (y0) ,X0 = SX(x0) היא הנוספת האפשרות

או .íאיזומורפיז g אז .g(x) =

f(x) x 6= x0

y0 x = x0

עלֿידי g : X0 ∪ {x0} → Y0 ∪ {y0} נגדיר

המושרה. ביחס סדורהֿהיטב קבוצה היא סדורהֿהיטב קבוצה של תתֿקבוצה 23כל
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X0 ∪ {x0}ֿש או X = X0 ∪ {x0}ֿש או ,Y בֿ רישא Y0 ∪ {y0}ֿש או Y = Y0 ∪ {y0}ֿש
.Xֿב רישא

ïולכ SX(x1) ∼ SY (y1) אז ,SX(x1) = X0 ∪ {x0}ֿו SY (y1) = Y0 ∪ {y0} íא
איזומורפית והיא X0 ∪ {x0} = Xֿש או ïלכ .x1 > x0 /∈ X0ֿש êלכ =⇐סתירה x1 ∈ X0

.X0 ∪ {x0}ֿל איזומורפית והיא Y0 ∪ {y0} = Y שֿ או ,Y0 ∪ {y0}ֿל

ïצור של הלמה 5.2

íחס íקיי שרשרת לכל íא ריקה. שאינה סדורהֿחלקית קבוצה (X,≤) תהי .ïצור של הלמה ïצור של הלמה

מקסימלי. איבר íקיי Xֿל אז ,Xֿב מלעיל

הבחירה. לאקסיומת שקולה ïצור של הלמה :42 משפט

A ⊆ Xֿש êכ (A, f) הזוגות קבוצת ,F על נסתכל לאֿריקה. קבוצה X תהי (⇐) הוכחה.
לכל f(B) ∈ Bֿש êכ f : P (A) \ {∅} → A כלומר, – A של בחירה פונקציית היא f וֿ
,A1 ⊆ A2 íא (A1, f1) ≤ (A2, f2) עלֿידי חלקי סדר F על נגדיר .B ∈ P (X) \ {∅}
,F 6= ∅ חלקי. סדר שזה לראות קל .B ∩A1 6= שֿ∅ êכB ⊆ A2 לכל F2(B) = F1(B ∩A1)

24.(f0 : ∅ → ∅) (∅, f0) ∈ F שֿ ïמכיוו

נגדיר שרשרת; היא {(Aα, fα) : α ∈ I}ֿש נניח מלעיל. íחס יש שרשרת שלכל נראה
f(A) = fα(A ∩ Aα) ∈ A ∩Aα ⊆ A עלֿידי f : P (B) \ {∅} → B ,B =

⋃
α∈I Aα

íוא ,A ∩ Aα 6= שֿ∅ êכ α íקיי כי היטב מוגדר זה – (A ∩ Aα 6= ∅ ,∅ 6= A ⊆ B)
ואז שרשרת) איברי (אלו (Aα, fα) ≤ (Aβ , fβ) íמתקיי בה"כ Aβ ∩ A,Aα ∩ A 6= ∅

.(B, f) ∈ F ïלכ .(∅ 6= Aα ∩A ⊆ Aβ ∩A) fα(Aα ∩A) = fβ(Aβ ∩A)

לפי אז C ∩ Aα 6= ∅ ,C ⊆ B íא .Aα ⊆ B ראשית, .(Aα, fα) ≤ (B, f)ֿש נבדוק
של מהלמה כעת, השרשרת.) של ïעליו íחס הוא (B, f) (למעשה, .f(C) = fα(C ∩Aα) הגדרה,
נגדיר ;x0 ∈ X \A0 íקיי אחרת, :A0 = Xֿש נראה .F בֿ (A0, f0) מקסימלי איבר íקיי ,ïצור

.∅ 6= B ⊆ A לכל f(B) =

f0(B ∩A0) B 6= {x0}

x0 B = {x0}
,A = A0 ∪x0 עלֿידי (A, f) ∈ F

.(A0, f0) למקסימליות בסתירה ,(A0, f0) < (A, f)ֿש ברור

.∅ ∈ C .Xֿב השרשראות כל קבוצת –C על נסתכל סדורהֿחלקית. קבוצה (X,≤) תהי (⇒)
c שרשרת לכל כלומר, מלעיל. íחס יש שרשרת לכל אבל מקסימלי איבר íקיי שלא בשלילה נניח

ממש. מלעיל íחס יש

.Ac = {x ∈ X : ∀y ∈ C x > y} החסמיíֿמלעילֿממש קבוצת על נתסכל c ∈ C לכל
להגדיר היא המטרה .y ∈ c לכל f(c) > yֿש êכ f : C → X פונקציה יש הבחירה, מאקסיומת

.f באמצעות שרשרת

בודד. איבר שבה קבוצה על להסתכל יכולנו íג ïכא .∅ → ∅ פונקציה (ויחידה) 24קיימת
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שלכל êכ (A ∈ C (ובפרט היטב סדורה היא íא (f לֿ (ביחס קונפורמית A שקבוצה נאמר
.f(SA(x)) = x (SA(x) = {y ∈ A : y < x}) x ∈ A

A = A0 ∪ {f(A0)} כי סתירה, נקבל ;A0 מקסימלית קונפורמית קבוצה שקיימת נראה
נראה :(íהאיברי מכל גדול f(A0) אבל ,SA(f(A0)) = A0 (כי גדולה יותר קונפורמית קבוצה
.(C2 של רישא C1 íא C1 ≤ C2) רישא של ליחס ביחס שרשרת מהוות הקונפורמיות שהקבוצות
הקבוצות שאיחוד נקבל השנייה. של רישא היא שאחת נראה קונפורמיות, C2 ,C1 íא כלומר,
מקסימלית. והיא קונפורמית, קבוצה שזוהי להראות קל סדורהֿהיטב. קבוצה Cֿב הקונפורמיות

או |X| ≤ |Y | או קבוצות, Y ,X íא) עוצמות השוואת =⇐משפט ïצור של הלמה :43 טענה
.(|Y | ≤ |X|

ההרחבה יחס íע F = {(A, f) : A ⊆ X, חח"ע f : A → Y } הקבוצה על נסתכל הוכחה.
סדורהֿחלקית. קבוצה זוהי .(f2 |A1= f1ֿו A1 ⊆ A2 íא (A1, f1) ≤ (A2, f2))

f(x) = fα(x) עלֿידי f : A → Y ,A =
⋃

α∈I Aα נגדיר שרשרת, (Aα, fα)α∈I íא
בה"כ x ∈ Aα, Aβ íוא ,x ∈ Aαֿש êכ α íקיי כי היטב מוגדרת f .x ∈ Aα כאשר
f ,ïכמוֿכ .fβ(x) = fα(x) ïולכ ,fβ |Aα

= fα ïולכ שרשרת) זו (כי (Aα, fα) ≤ (Aβ , fβ)

ïולכ (Aα, fα) ≤ (Aβ , fβ) בה"כ ,x2 ∈ Aβ ,x1 ∈ Aα ,x1, x2 ∈ A íא כי ,A על חח"ע
.f(x1) = fβ(x1) 6= fβ(x2) = f(x2)ֿו x1 ∈ Aβ

איבר íקיי ,ïצור של מהלמה ,ïלכ ,α לכל (Aα, fα) ≤ (A, f)ֿש ברור .(A, f) ∈ F הראינו
íקיי f0על: ואז ,A0 ( X אחרת, .|X| ≤ |Y | ואז ,A0 = X אפשרותאחת: .(A0, f0) מקסימלי
f1 : A0 ∪ {x0} → Y לֿ f0 את ונרחיב ,y0 ∈ Y \ f0(A0) נבחר על, לא f0 íא ;x0 ∈ X \A0

בסתירה ,(A0, f0) ≤ (A0 ∪ {x0}, f1)-ו חח"ע, f1 .f1(x) =

f0(x) x 6= x0

y0 x = x0

עלֿידי

.|Y | ≤ |X| ⇐= על f0 : A0 → Y ïלכ .(A0, f0) למקסימליות

סדר íקיי X קבוצה =⇐לכל (ïצור של הלמה =) הבחירה אקסיומת הטוב): (הסדר 44 משפט 13.6.2007

טוב.

יחסהסדר íע ,A על טוב AוRֿסדר ∈ P (X)ֿש êכ (A,R)הזוגות כל קבוצת על נסתכל הוכחה.
(A2, R2) של רישא (A1, R1)ֿש או (A1, R1) = (A2, R2)ֿש או אז (A1, R1) ≤ (A2, R2)

ïוכ כזה, לאיבר דוגמה היא (∅, ∅) .(R2 ∩ (A1 ×A1) ∈ R1 למעשה, – R1 ⊆ R2 ,A1 ⊆ A2)
סדורהֿחלקית. קבוצה שזו לראות קל .x ∈ X עבור ({x}, {(x, x)})

מלעיל. íחס (
⋃

α∈I Aα,
⋃

α∈I Rα)ֿש ונראה שרשרת, (Aα, Rα)α∈I שֿ נניח

סדורהֿחלקית? קבוצה (
⋃

Aα,
⋃

Rα) למה

ïלכ חלקי, יחסֿסדר Rα .x ∈ Aαֿש êכ α ∈ I íקיי ,x ∈
⋃

Aα íא – רפלקסיביות •
.(x, x) ∈

⋃
Rα ⇐= (x, x) ∈ Rα

35



ïצור של הלמה 5.2ïצור של הלמה 5

.(y, x) ∈ Rβ ,(x, y) ∈ Rαֿש êכβ ,αíקיימי ,(x, y), (y, x) ∈
⋃

Rα íסימטריות–א •
.x = y ⇐= (x, y), (y, x) ∈ Rβ אז .Rα ⊆ Rβ ïולכ ,(Aα, Rα) ≤ (Aβ , Rβ) בה"כ,

.(y, x) ∈ Rβ ,(x, y) ∈ Rαֿש êכ β ,α יש ,(x, y), (y, z) ∈
⋃

Rα íא – טרנזיטיביות •
חלקי, יחסֿסדר Rβֿש ובגלל ,(x, y), (y, z) ∈ Rβ אז .(Aα, Rα) ≤ (Aβ , Rβ) בה"כ,

.(x, z) ∈
⋃

Rα ⇐= (x, z) ∈ Rβ

,x ∈ Rαֿש êכ β ,α יש ,x, y ∈
⋃

Aα íא סדורהֿלינארית? קבוצה (
⋃

Aα,
⋃

Rα) למה
לינארית סדורה (Aβ , Rβ)ֿש ïכיוו .x, y ∈ Aβ ואז ,(Aα, Rα) ≤ (Aβ , Rβ) בה"כ, .y ∈ Rβ

.(y, x) ∈
⋃

Rα או (x, y) ∈
⋃

Rα ואז ,(y, x) ∈ Rβ או (x, y) ∈ Rβ

êכ α íקיי אז .∅ 6= Y ⊆
⋃

Aαֿש נניח סדורהֿהיטב? קבוצה (
⋃

Aα,
⋃

Rα) למה
האיבר y0ֿש נראה ;Y ∩ Aα של (Rαֿל (ביחס המינימלי האיבר y0 יהי .Y ∩ Aα 6= שֿ∅
(כי (y, y0) ∈

⋃
Rαֿש êכ y0 6= y ∈ Y íקיי אחרת, .

⋃
Rαֿל ביחס Y של המינימלי

íקיי ,(Aα, Rα) ≤ (Aβ , Rβ) íא .(y, y0) ∈ Rβֿש êכ β íקיי אז לינארית). סדורה הקבוצה
ïלכ .(y, y0), (y0, z) ∈ Rβ אז ,y0 ∈ Aα .Aα = {x ∈ Aβ : (x, z) ∈ Rβ}ֿש êכ z ∈ Aβ

בסתירה ,y ∈ Aα ∩ Y ïלכ ,(y, y0) ∈ (Aα ×Aα) ∩Rβ = Rα .y ∈ Aα ïולכ ,(y, z) ∈ Rβ

(y, y0) ∈ Rα ואז ,(Aβ , Rβ) ≤ (Aα, Rα) אחרת, .(Rαֿל (ביחס Aα ∩ Y בֿ y0 למינימליות
.y0 למינימליות בסתירה ,y ∈ Aα ∩ Y ⇐=

,
⋃

Aα = Aβ אז ,(Aα, Rα) ≤ (Aβ , Rβ) α לכל íא מלעיל? íחס (
⋃

Aα,
⋃

Rα) למה
רישא (Aβ , Rβ)ֿש êכ α íקיי אחרת, .(

⋃
Aα,

⋃
Rα) = (Aβ , Rβ) כלומר, –

⋃
Rα = Rβ

íשמתקיי נראה .Aβ = {x ∈ Aα : (x, z) ∈ Rα}ֿש êכ z ∈ Aα íקיי אז .(Aα, Rα) של
או ,(x, z) ∈ Rγ íא שני, מצד ברור. – ⊆ .Aβ = {x ∈

⋃
γ Aγ : (x, z) ∈

⋃
γ Rγ}

ואז (Aα, Rα) ≤ (Aγ , Rγ) או ,x ∈ Aβ ואז (x, z) ∈ Rα ואז (Aγ , Rγ) ≤ (Aα, Rα)

.x ∈ Aβֿו (x, z) ∈ Rα ,íקוד כמו ,ïולכ z ∈ Aαֿו (x, z) ∈ Rγ

טוב R0סדר ,A0 = X íא .(A0, R0) מקסימלי ישאיבר ïלכ ,íמתקיימי ïצור הלמהשל תנאי
.(A0∪{x0}, R0∪{(x, x0) : x ∈ A0}) נגדיר ;x0 ∈ X \A0 íקיי ,A0 ( X íא ,ïואכ :X על
x0–בסתירה היאהרישאשלהשמוגדרתעלֿידי (A0, R0)ֿו קבוצהסדורהֿהיטב, קללראותשזוהי

.(A0, R0) למקסימליות

f : P (X)\{∅} → X בחירה פונקציית ≥מגדיר טוב סדר ,X ïבהינת :ïנכו השני ïהכיוו íג
.f(A) = min(A) עלֿידי

Yקבוצותסדורותֿהיטב, ,X íא מיידית: גורראתמשפטההשוואה הטוב משפטהסדר ,óבנוס
Y וֿ Xֿש או ,X של לרישא איזומורפית Y שֿ או ,Y של לרישא איזומורפית Xֿש או אז

איזומורפיות.

.|X × {0, 1}| = |X| אינסופית, X íא :45 טענה

שקילות, f : A× {0, 1} → A ,A ⊆ Xֿש êכ (A, f) הזוגות כל קבוצת Z על נסתכל הוכחה.
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כי ,X 6= ∅ .f2 |A1×{0,1}≡ f1ֿו A1 ≤ A2 íא (A1, f1) ≤ (A2, f2) החלקי יחסֿהסדר íע
שקילות. f : A× {0, 1} → A וקיימת ,A = {xn}∞n=1 תתֿסדרה לה יש ïולכ אינסופית X

הפונקציה זו
⋃

fα שלה. מלעיל íחס (
⋃

Aα,
⋃

fα) אז שרשרת (Aα, fα)a∈I íשא נראה
זה .x ∈ Aα íא F (x, ε) = fα(x, ε) עלֿידי המוגדרת F :

⋃
Aα × {0, 1} →

⋃
Aα

(Aα, fα) ≤ (Aβ , fβ) בה"כ x ∈ Aα ∩Aβ íא) שרשרת (Aα, fα)ֿש בגלל היטב מוגדר
כתרגיל). (בדיקה ועל חח"ע היא F .(fα(x, ε) = fβ(x, ε)ֿו

סופית; X \ A0ֿש נראה .(A0, f0) ∈ Z מקסימלי איבר íקיי ,ïצור של מהלמה כעת,
,f1 : A1 × {0, 1} → A1 שקילות נבחר .A1 ⊆ X \A0 אינסופית סדרה קיימת אחרת,

אז .f(x, ε) =

f0(x, ε) x ∈ A0

f1(x, ε) x ∈ A1

עלֿידי f : (A0 ∪ A1) × {0, 1} → A0 ∪A1 וניקח

סופית, X \ A0ֿש ïכיוו .(A0, f0) למקסימליות בסתירה ,(A0, f0) ≤ (A0 ∪ A1, f) ∈ Z

.|X × {0, 1}| = |A0 × {0, 1}| = |A0| = |X| אז כתרגיל). (הוכחה |X| = |A0|

.|X \ Y | = |X| אז אינסופית, |X| ,|Y | < |X| קבוצות, Y ,X íא :46 מסקנה

ïלכ .|X| = |X \ Y | + |Y | = max(|X \ Y |, |Y |) שני, מצד .|X \ Y | ≤ |X| הוכחה.
.|Y | < |X| כי ,|X| = |X \ Y |

.|X ×X| = |X| אינסופית, X íא :47 טענה

הסדר íע Z = {(A, f) : אינסופית A ⊆ X,שקילות f : A × A → A} נגדיר הוכחה.
ïצור של הלמה תנאי אינסופית. X כי Z 6= ∅ .f2 |A1×A1≡ f1 íא (A1, f1) ≤ (A2, f2)

וסיימנו. ,|A0| = |X|ֿש נראה מקסימלי. (A0, f0) ∈ Zֿש נניח (כתרגיל). Z עבור íמתקיימי
תתֿקבוצה קיימת מהמסקנה. ,|X \ A0| = |X| ≥ |A0| אז .|A0| < |X| אחרת,
êכ F : (A0 ∪ A) × (A0 ∪ A) → A0 ∪A שקילות נבנה .A0ֿל שקולה A ⊆ X \A0

קיימת íא 25.A íע A0 × A ∪ A×A0 ∪ A×A שקילות נרצה כלומר, .F |A0×A0≡ f0ֿש
שקילות: f0 אינסופית, A0ֿו זר איחוד שזהו ïמכיוו ,íמתקיי כזו,

|A0 ×A ∪A×A0 ∪A×A| = |A0 ×A|+ |A×A0|+ |A×A|
= |A0 ×A0|+ |A0 ×A0|+ |A0 ×A0|
= |A0|+ |A0|+ |A0| = |A0| = |A|

למקסימליות. בסתירה ,(A0, f0) < (A0 ∪A1, F ) ∈ Z אז

.(A0 ∪A)× (A0 ∪A) = A0 ×A0 × [A0 ×A ∪A×A0 ∪A×A] 25כי
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