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דטרמיננטות 1

דטרמיננטות 1

הפיכות מטריצות 1.1

קיימת íא הפיכה היא T לינארית. טרנספורמציה T : V → V ,F שדה מעל וקטורי מרחב V יהי 26.2.2007

הזהות). טרנספורמציית היא I ) TS = ST = Iֿש êכ S : V → V לינארית טרנספורמציה
.S = T−1 íמסמני יחידה. היא ,T לֿ ההופכית הטרנספורמציה שנקראת ,S הטרנספורמציה

.T לֿ ïמימי הופכית Sֿש íאומרי ;TS = Iֿש êכ S קיימת íא ïמימי הפיכה נקראת T
משמאל הופכית S ואז ,ST = Iֿש êכ S קיימת íא משמאל הפיכה נקראת T דומה, ïבאופ
íא ורק íא הפיכה T ,ïכמוב מתחייבת. לא ומשמאל ïמימי ההופכיות המטריצות יחידות .T לֿ

משמאל. íוג ïמימי íג הפיכה היא
אז לינארית, טרנספורמציה T : V → V וֿ n סופי מימד בעל מרחב V íא

;n היא T של הדרגה íא ורק íא הפיכה T א.
הפיכה; היא íא ורק íא משמאל הפיכה היא íא ורק íא ïמימי הפיכה T ב.

על. T íא ורק íא חח"ע T ג.

.êולהיפ הפיכה), ïולכ) משמאל הפיכה íג היא אז ïמימי הפיכה T : V → V הט"ל íשא נראה

.TSvi = vi אז .(v1, . . . , vn) בסיס נבחר .TS = Iֿש êכ S יש אז ;ïמימי הפיכה T שֿ נניח
Tמעבירהבסיסמסוייíלבסיס; שֿ קיבלנו .V לֿ ,Sv1בסיס . . . , Svn ïלכ ,Sv1בת"ל.1 . . . , Svn

משמאל. הפיכה בפרט היא ïלכ הפיכה. ïולכ ועל, חח"ע T ïלכ
(S′T )S = נקבל .S′T = I ,TS = I נניח משמאל: להופכי שווה ïמימי ההופכי ,óבנוס

.S′(TS) = S′ = S ומאסוציאטיביות ,IS = S

את T : V → V ט"ל לכל íנתאי Bבסיס. = (v1, . . . , vn) ויהי nֿמימדי, מרחב V שֿ נניח
מרחב על הט"ל ממרחב íאיזומורפיז היא זו התאמה .B הבסיס לפי אותה המייצגת המטריצה
הפיכה. לה המתאימה A המטריצה íא ורק íא הפיכה T ïלכ הכפל. על íג השומר המטריצות,
היא í"íא ïמימי הפיכה A ∈ Mn×n(F ) מטריצה כל הכפל, על השומר íהאיזומורפיז בגלל
המטריצה íג שהיא ,A−1 יחידה הופכית מטריצה לה יש ואז הפיכה, היא í"íא משמאל הפיכה

ומשמאל. ïמימי היחידה ההופכית
רגולרית מטריצה מטריצה נתונה íא רגולרית.2 מטריצה Aנקראת אז ;n היא דרגתה í"íא שAֿהפיכה למדנו

Aֿמ להגיע אפשר ,A שורות על אלמנטריות פעולות בעזרת ?A−1 את נמצא êאי ,A רגולרית
מטריצות סדרת קיימת ïלכ אלמנטריות. במטריצות בכפל האלמנטריות הפעולות את נמיר .Iֿל
עלֿידי íא כלומר, .Ek . . . E1 = A−1 ואז ,Ek . . . E1A = Iֿש êכ E1, . . . , Ek אלמנטריות
סדר באותו I על אלמנטריות פעולות ïאות עלֿידי ,I את íמקבלי A על אלמנטריות פעולות

.A−1 את íמקבלי

íשאינ ,v1, . . . , vn אלה אבל – לת"ל ת"ל מעבירה ט"ל כל – íתלויי היו TSv1, . . . , TSvn íג ,íתלויי היו 1אילו

.íתלויי
סינגולרית. נקראת רגולרית שאינה 2מטריצה
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הדטרמיננטה דטרמיננטות1.2 1

הדטרמיננטה 1.2

2× 2 המקרה מוטיבציה: 1.2.1

íא .cx + dy = f ,ax + by = e :íנעלמי בשני לינאריות משוואות שתי של במערכת נתחיל
יש אחרת, ויחיד. אחד ïפתרו יש אז רגולרית, היא ,

(
a b
c d

)
המערכת, של (המצומצמת) המטריצה

של סופי מספר יהיה השאריות, שדה כמו סופי, שדה מעל :óאינסו בהכרח לא – אחד ïמפתרו יותר
.ïפתרו ïאי או – פתרונות

.y = ed−bf
ad−bc ,x = af−ec

ad−bc נקבל הרגולרי. במקרה ,ïהפתרו את נחפש
28.2.2007 נניח – רגולרית תהיה לא המטריצה אחרת, :ad − bc 6= 0 יחיד, ïפתרו שיש ïמכיוו

.íאפסי עמודת או שורת קיבלנו :c = 0 או b = 0 ïולכ ,bc = 0 אז ,a = 0 íא ;ad − bc = 0

אינה המטריצה ïולכ ,íאפסי עמודת או שורת íמקבלי ,0 הוא b, c, dֿמ אחד íא דומה, ïבאופ
ואז ,ad = b

d = s 6= 0 ïולכ ,ad = bcֿש נובע ad− bc = ש0ֿ êמכ ,a, b, c, d 6= 0 íא רגולרית.
רגולרית. אינה המטריצה ושוב השנייה, של כפולה היא הראשונה השורה כלומר, ;b = sd ,a = sc

:êכ 2× 2 מטריצה של הדטרמיננטה את נגדיר

detA = |A| =

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc

.detA 6= 0 íא ורק íא שAֿרגולרית אחד) ïכיוו (וראינו לראות קל
.detA = 0 שוות, שורות בAֿשתי íא א. :1 טענה

(הומוגניות) סקאלאר. באותו נכפלת הדטרמיננטה בסקאלאר, שורה íכופלי íא ב.
.det

(
v

u1+u2

)
= det

(
v
u1

)
+det

(
v
u2

)
ïוכ ,det

(
v1+v2

u

)
= det

(
v1
u

)
+det

(
v2
u

)
íמתקיי ג.

(מולטיֿלינאריות)
(נורמליות) det I = 1 ד.

.êמתהפ הדטרמיננטה ïסימ שורות, íמחליפי íשא נובע וג' א' מהתכונות :2 טענה

אז וג'. א' התכונות את המקיימת פונקציה היא Δֿש ונניח ,u, v ïה שהשורות נניח הוכחה.

0 = Δ
(
u+ v

u+ v

)
= Δ

(
u

u+ v

)
+ Δ

(
v

u+ v

)
= Δ

(
u

u

)
+ Δ

(
u

v

)
+ Δ

(
v

u

)
+ Δ

(
v

v

)
.Δ
(
u
v

)
= −Δ

(
v
u

)
כלומר, ;Δ

(
u
v

)
+ Δ

(
v
u

)
= 0 ïלכ

.êמתהפ ïהסימ שורות, íמחליפי בדטרמיננטה íא :3 מסקנה

הדטרמיננטה. והיא וד', ג' ב', א', את המקיימת אחת פונקציה רק יש :4 טענה

הדטרמיננטה: שהיא ונראה כזו, פונקציה Δ תהי הוכחה.
Δ
(

a b
c d

)
= Δ

(
a(1,0)+b(0,1)
c(1,0)+d(0,1)

)
= Δ

(
a(1,0)

c(1,0)+d(0,1)

)
+ Δ

(
b(0,1)

c(1,0)+d(0,1)

)
= Δ

(
a(1,0)
c(1,0)

)
+ Δ

(
a(1,0)
d(0,1)

)
+ Δ

(
b(0,1)
c(1,0)

)
+ Δ

(
b(0,1)
d(0,1)

)
= acΔ ( 1 0

1 0 ) + adΔ ( 1 0
0 1 ) + bcΔ ( 0 1

1 0 ) + bdΔ ( 0 1
0 1 )

= ad− bc
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דטרמיננטות הדטרמיננטה1 1.2

n× n מטריצה של הדרטמיננטה 1.2.2

:íכקוד ד' ג', ב', א', התכונות את המקיימת פונקציה נחפש
.Δ(A) = 0 אז שוות, שורות בAֿשתי íא א.

(הומוגניות) .Δ(B) = sΔ(A) אז ,s בסקאלאר שורה כפל מAֿעלֿידי Bמתקבלת íא ב.
שווה Aֿב iֿה שהשורה êכ ,iֿה לשורה פרט שורות ïאות בעלות מטריצות A1, A2, A íא ג.
(מולטיֿלינאריות) .Δ(A) = Δ(A1) + Δ(A2) אז ,A2 A1ושל של iֿה השורות íלסכו

Δ(I) = 1 ד.

את המקיימת פונקציה Δ íשא נעיקר במפורש. אותה ונגדיר כזו, יחידה פונקציה שיש נראה
נניח בה"כ, :Δ(B) = −Δ(A) אז שורות, שתי החלפת עלֿידי Aֿמ מתקבלת Bֿו וג' א' תכונות

íא בשנייה; הראשונה השורה את שהחלפנו

A =

( v1
v2
...

vn

)
, B =

( v2
v1
...

vn

)
, C =

( v1+v2
v2+v1

...
vn

)

ואז ,Δ(C) = ש0ֿ ברור

0 = Δ

( v1
v1
...

vn

)
+ Δ

( v1
v2
...

vn

)
+ Δ

( v2
v1
...

vn

)
+ Δ

( v2
v2
...

vn

)
= Δ(A) + Δ(B)

כנדרש. ,Δ(B) = −Δ(A)ֿו
במחובר ,íבעצ :| a11 a12

a21 a22 | = a11a22− a12a21 היא הדטרמיננטה ,2× 2 שבמקרה לב íנשי
ïבאופ .( 1 2

2 1 ) (האיֿזוגית) התמורה את ובשני ,( 1 2
1 2 ) (הזוגית) התמורה את íמפעילי ïהראשו

,{1, . . . , n} על התמורות óאוס הוא Sn כאשר נגדיר, אנלוגי,

detA =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n)

התכונות. ארבע את המקיימת היחידה היא detֿש ונראה
A במטריצה נסתכל :ïסימ מחליפה הדטרמיננטה ,Aֿב שורות שתי íמחליפי íא ראשית,
להתייחס בלי שונה, בסדר êא íמחוברי íאות נקבל בדטרמיננטה אז שורות; שתי בה óונחלי
הפכה זוגית תמורה כל ïלכ מהתמורות, אחת בכל óחילו ביצענו השורות, החלפת עלֿידי êא .ïלסימ
ב1ֿ−, נכפל מחובר כל ïלכ .êולהיפ לֿ− מֿ+ êהפ תמורה כל ïסימ כלומר, – êולהיפ לאיֿזוגית

ב1ֿ−. נכפל הכל ïולכ
7.3.2007 ïבסימ íופע + ïבסימ íפע :íפעמיי מופיע מחובר כל שוות, שורות שתי יש íא א'. תכונה

שווה iֿה שהשורה נניח אחרת, .2a1σ(1) · · · anσ(n) ≡ 0 נקבל ,2 הוא השדה ïמציי íא .−
הוא :a1σ(1) · · · aiσ(i) · · · ajσ(j) · · · anσ(n) במחובר נסתכל תמורה. σ ותהי ,i < j ,jֿה לשורה
כפל עלֿידי σֿמ מתקבלת σ′ כאשר ,a1σ′(1) · · · aiσ′(i) · · · ajσ′(j) · · · anσ′(n) למחובר שווה
עלֿידי σֿמ התקבלה σ′ המוחלט. íבערכ íששווי íמחוברי שני קיבלנו .jֿל i ïבי óבחילו ïמימי
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הדטרמיננטה דטרמיננטות1.2 1

íהמחוברי שכל קיבלנו .sgnσ′ = − sgnσ ïולכ ,σ של לזו מנוגדת σ′ זוגיות ïלכ ,óבחילו כפל
מתקיימת.3 א' ותכונה detA = 0 ïלכ ,íמתבטלי

íשמתקיי נקבל ההגדרה, עלֿפי .cֿב iֿה השורה כפל מAֿעלֿידי שBֿמתקבלת נניח ב'. תכונה
.detB =

∑
σ∈Sn

sgnσa1σ(1) · · · caiσ(i) · · · anσ(n) = cdetA

ג', תכונה במונחי ג'. תכונה
detA =

∑
σ∈Sn

sgnσa1σ(1) · · · (a′iσ(i) + a′′iσ(i)) · · · anσ(n)

=
∑

σ∈Sn
sgnσ[(a1σ(1) · · · a′iσ(i) · · · anσ(n)) + (a1σ(1) · · · a′′iσ(i) · · · anσ(n))]

= detA1 + detA2

.1 · · · 1 = מחוברהמתאיíלההוא1 ïלכ היאזוגית, תמורתהזהות(תמורתהיחידה) תכונהד'.
ואז ,σ(i) 6= iֿש êכ i יש אחרת תמורה לכל êא אחרות, לתמורות íשייכי íהמחוברי שאר

.0 כולו המחובר ïלכ .ïהאלכסו על אינו כי ,aiσ(i) = 0

וד'. ג' ב', א', את המקיימת פונקציה Δ תהי

ממנה וBֿמתקבלת Aמטריצה íא :5 טענה

ב'.) תכונה (זוהי .ΔB = cΔA אז :c בסקאלאר שורה כפל עלֿידי .1

כבר.) (הוכחנו .ΔB = −ΔA אז שורות: החלפת עלֿידי .2

.ΔA = ΔB :(i 6= j) jֿה לשורה iֿה השורה íפעמי c הוספת עלֿידי .3

ïנסמ הוכחה.

A =
( α1

...
αn

)
, C =


α1
...

cαi

...
αn

 , B =


α1
...

αi

...
αj+cαi

...
αn


íמתקיי ואז

ΔB = ΔA+ ΔC = ΔA+ cΔ


α1
...

αi

...
αi

...
αn

 = ΔA+ c · 0 = ΔA

.ΔA = 0 אז ,íאפסי שורת בAֿיש íא :6 טענה

det A = − det A אז :A את שוב ונקבל ïביניה ïאות óנחלי שוות. vj ,vi השורות Aֿשב נניח אחרת: 3הוכחה

(.2 הוא השדה ïשמציי למקרה פרט טובה זו (הוכחה .det A = 0 ⇐⇒ 2 det A = 0⇐⇒
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דטרמיננטות הדטרמיננטה1 1.2

לא המטריצה ב0ֿ, iֿה השורה את נכפול íא אז .íאפסי שורת היא iֿה שהשורה נניח הוכחה.
.ΔA = 0 ·ΔA = 0 ïלכ תשתנה.

.ΔA = 0 אז רגולרית, Aאינה íא :7 טענה

i אז ,0 íה óהצירו מקדמי כל íא השורות. שאר של לינארי óצירו היא iֿה שהשורה נניח הוכחה.
הוספת של פעולות שורת עלֿידי ,íהמקרי בשאר .ΔA = 0 הקודמת, הטענה ולפי ,íאפסי שורת
êא .Δ = 0 שעבורה ïומב ,íאפסי שורת íע מטריצה נקבל ,iֿה לשורה אחרות שורות של כפולות

.ΔA = 0 ïולכ משתנה, אינו Δ êער כזו פעולה בכל

וד'. ג' ב', א', את המקיימת ויחידה אחת פונקציה יש :8 טענה

אחת. רק שיש נוכיח .det והיא לנו, יש כבר אחת הוכחה.
,A מטריצה לכל כלומר, :Δ1 ≡ Δ2 ונראה כאלה, פונקציות שתי Δ2 ,Δ1 תהיינה
סדרת עלֿידי Iֿמ Aמתקבלת אחרת, ;Δ1A = Δ2A = 0 רגולרית, Aאינה íא .Δ1A = Δ2A

התלוי מ0ֿ, שונה בסקאלאר נכפל Δֿה אלמנטרית, פעולה לכל השורות. על אלמנטריות פעולות
êא .Δ2A = c1c2 · · · ckΔ2I íוג Δ1A = c1c2 · · · ckΔ1I אז אלמנטרית. פעולה באותה רק

.Δ1A = Δ2A ïולכ ,Δ1I = Δ2I = 1

.At = (aji) היא המשוחלפת המטריצה ,A = (aij) íא משוחלפתהגדרה. מטריצה 12.3.2007

.detAt = detA :9 משפט

.detAt = ad− cbֿו ,At = ( a c
d b ) ;detA = ad− bc Aאז =

(
a b
c d

)
דוגמה.

אז .B = (bij) = (aji) ,A = (aij) ,At = B íא הוכחה.
detB =

∑
σ∈Sn

sgnσb1σ(1) · · · bnσ(n)

=
∑

σ∈Sn
sgnσaσ(1)1 · · · aσ(n)n

=
∑

σ∈Sn
sgnσa1σ−1(1) · · · anσ−1(n)

=
∑

σ∈Sn
sgnσ−1a1σ−1(1) · · · anσ−1(n)

ïלכ שונה; בסדר אולי ,íהמתאימי íהמחוברי את ורשמנו ,Snֿשב התמורות כל על עברנו êכ
.detA את קיבלנו

לעמודות. בקשר íג ïנכו לשורות בקשר דטרמיננטות על שאמרנו מה כל :10 מסקנה

א', בגלל ,ïלכ שוות. שורות שתי יש Atֿב אז שוות, עמודות שתי יש Aֿב íא (א'). הוכחה
.detA = 0 ïלכ .detA = detAt = 0 אבל .detAt = 0

לדטרמיננטה; שורות על אלמנטריות פעולות עושות מה ראינו וג'. ב' את íמוכיחי ïאופ באותו
המטריצה שעמודות íמקבלי השאר, ïבי עמודות. על האלמנטריות הפעולות עושות דבר אותו

ל0ֿ. שווה שלה הדטרמיננטה í"íא תלויות

detAB = detA · detB :11 משפט
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דטרמיננטות חישוב דטרמיננטות1.3 1

טענותֿעזר: שתי נוכיח ראשית, הוכחה.

.detEA = detE · detA אז אלמנטרית, וEֿמטריצה כלשהי Aמטריצה íא :1.11 למה

בסקאלאר שורה כפל שורות, êóחילו – אלמנטרית פעולה עלֿידי Iֿמ התקבלה E הוכחה.
במקרה ;detE = −1 ,ïבמקרההראשו תוספתכפולהשלשורהאחתלשורהאחרת. או ,c 6= 0

;−detA ,ïהראשו במקרה ?detEA מהי .detE = 1 השלישי, במקרה ;detE = c השני,
.detEA = detE·detAíבכלהמקרי ,ïלכ .detA cdetA;במקרההשלישי, במקרההשני,

.det(E1 · · ·Ek) = detE1 · · ·detEk אז אלמנטריות, ,E1מטריצות . . . , Ek :2.11 למה

det(E1 · · ·Ek) = detE1 · det(E2 · · ·Ek) = . . . = detE1 · · ·detEk הוכחה.

אלמנטריות: מטריצות של מכפלה היא ïמשתיה אחת כל אז רגולריות. Bֿו Aֿש נניח
השנייה, טענתֿהעזר ולפי ,AB = E1 · · ·EkE

′
1 · · ·E′

l אז .B = E′
1 · · ·E′

l ,A = E1 · · ·Ek

detA = detE1 · · ·detEk íג אבל .detAB = detE1 · · ·detEk · detE′
1 · · ·detE′

l

.detAB = detA · detB ïלכ ,detB = detE′
1 · · ·detE′

lֿו
שווה או מֿ קטנה מטריצות מכפלת דרגת (כי סינגולרית AB סינגולרית, B או A íא
ïלכ .0 היא detB ,detA ïמבי אחת ולפחות ,detAB = 0 ïלכ .(ïמה אחת כל לדרגת

.detA · detB = 0 = detAB

דטרמיננטות חישוב 1.3

ïשיסומ ,aij האיבר של המינור (.n > ש1ֿ (נניח .A = (aij) n × n במטריצה נסתכל הגדרה. מינור

השורה מחיקת עלֿידי המתקבלת (n− 1)× (n− 1) מסדר המטריצה של הדטרמיננטה זו ,Aij

.jֿה והעמודה iֿה

.A23 = | a11 a12
a31 a32 | אז ,A =

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)
íא דוגמה.

4|A| =
∑n

j=1(−1)i+jaijAij (לפלס): 12 ∣∣∣משפט 1 2 3
2 3 4
3 4 6

∣∣∣ = 1·| 3 4
4 6 |−2·| 2 4

3 6 |+3·| 2 3
3 4 | = השורההראשונה: לפי

∣∣∣ 1 2 3
2 3 4
3 4 6

נחשבאת∣∣∣ דוגמה.
.1 · 2− 2 · 0 + 3 · (−1) = 2− 3 = −1

הראשונה: השורה עבור המשפט את נוכיח ראשית, הוכחה.

.detA = det
( a22 ··· a2n

...
...

an2 ··· ann

)
Aאז =

( 1 0 ··· 0
a21 a22 ··· a2n

...
...

...
an1 an2 ··· ann

)
íא :1.12 למה

ל1ֿ 1 את המעבירות התמורות רק ביטוי לידי באות ההגדרה, לפי detA בחישוב הוכחה.
אפשר כזו תמורה כל על .(0 הוא שלו ïהראשו (הכופל 0 יהיה íהמתאי המחובר אחרת, –
.(n עד מ2ֿ íה בה íהחילופי כל (כי זוגיות אותה בעלת ,{2, . . . , n} של תמורה כעל להסתכל

כנדרש. ,detA = 1 ·
∑

σ sgnσa2σ(2) · · · anσ(n) קיבלנו

.iֿה השורה לפי דטרמיננטה לפתח מאפשר íבעצ זה 4משפט
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דטרמיננטות קרמר1 חוק 1.4

.detA = (−1)1+jA1j Aאז =

( 0 ··· 0 1 0 ··· 0
a21 ··· a2n

...
...

an1 ··· ann

)
íא :2.12 למה

ראשונה.5 תהיה זו שעמודה עד ושוב שוב שלפניה בעמודה jֿה העמודה את óנחלי הוכחה.
אחד, מצד הראשונה; הלמה דרישות על ′Aשעונה מטריצה והתקבלה ,íחילופי j − 1 ביצענו
מתקבל ïמכא .detA′ = (−1)j−1 detA = (−1)j+1 detA שני, ומצד ,detA′ = A1j

הדרוש.

נקבל .a11 ( 1 0 ··· 0 ) + . . . + an1 ( 0 ··· 0 1 כֿ( להציג נוכל הראשונה השורה את כעת, 14.3.2007

.detA = a11 det
(

1 0 ···
...

. . .

)
+ . . .+ an1 det

(
0 ··· 1
...

. . .

)
=
∑n

j=1(−1)1+ja1jA1j

שלפניה זו íע i− ה1ֿ השורה את ואז שלפניה, זו íע iֿה השורה את óנחלי ,iֿה השורה עבור

לפי נפתח כעת íוא ,detA = (−1)i−1 det

( ai1 ··· ain
a11 ··· a1n

...
...

an1 ... ann

)
נקבל החלפות, i − 1 כעבור וכו';

.detA = (−1)i−1
∑n

j=1(−1)j+1aijAij =
∑n

j=1(−1)i+jaijAij נקבל הראשונה השורה

עמודות. לפי íג זהה ïבאופ לפתח ïשנית נקבל ïלכ ,detAt = detAֿש הוכחנו

הראשי. ïהאלכסו איברי מכפלת היא משולשית מטריצה של הדטרמיננטה :13 טענה

נתונה .nֿל נכונות ונוכיח n − ל1ֿ נכונות נניח ברור. ,n = 1 íא .n על באינדוקציה הוכחה.
או עליונה) משולשית המטריצה íא) הראשונה העמודה לפי נפתח .A משולשית n × n מטריצה
המטריצה .detA = a11A11 ונקבל תחתונה), משולשית המטריצה íא) הראשונה השורה לפי
הנחתהאינדוקציה, לפי ;a22, . . . , ann הוא ואלכסונההראשי לa11ֿאóֿהיאמשולשית, המינורית

הראשי. ïהאלכסו איברי מכפלת – detA = a11a22 · · · ann ïלכ .A11 = a22 · · · ann

קרמר חוק 1.4

יש אז רגולרית. המצומצמת המטריצה כאשר ,cx + dy = f ,ax + by = e מערכת שיש נניח
,íקוד חישבנו שכבר כפי והוא, יחיד, ïפתרו

x =

∣∣∣∣∣e b

f d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a e

c f

∣∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣
יותר: כללי ïבאופ

.(F שדה (מעל עמודה וקטור ~b ויהי ,n × n רגולרית מטריצה A תהי קרמר): (חוק 14 משפט
החלפת עלֿידי Aֿמ המתקבלת המטריצה Ak תהי ,k לכל יחיד. ïפתרו יש A~x = ~b למערכת אז

.X1 = |A1|
|A| , . . . , Xn = |An|

|A| הוא המערכת של היחיד ïהפתרו אז ;~b בווקטור kֿה העמודה

שומרת לא בבתֿאחת החלפה ה1ֿ: העמודה íע jֿה העמודה החלפת (כלומר, בבתֿאחת מהחלפה שונה שזה לב í5נשי

העמודות. סדר על
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המצורפת המטריצה דטרמיננטות1.5 1

,ïפתרו שזהו ïמכיוו .ck = |Ak|
|A| ,k שלכל להוכיח עלינו היחיד; ïהפתרו (c1, . . . , cn) יהי הוכחה.

c1

 a11

...

an1

+ . . .+ cn

 a1n

...

ann

 =

 b1
...

bn


:detA1 את נחשב

detA1 = det

(
b1 a12 ··· a1n

...
...

...
bn an2 ··· ann

)

= det

(Pn
i=1 cia1i a12 ··· a1n

...
...

...Pn
i=1 ciani an2 ··· ann

)
=

∑n
i=1 ci det

( a1i a12 ··· a1n

...
...

...
ani an2 ··· ann

)
נותר .0 הוא íהמתאי המחובר ïלכ שוות, עמודות שתי המתאימה במטריצה יש ,i > 1 לכל
.c1 = det A1

det A ïלכ ,detA1 = c1 · detA אז .c1 · detA והוא ,i = ל1ֿ íהמתאי המחובר רק
וכו'. c3 ,c2 עבור íדומי íביטויי נקבל

.
∑n

j=1(−1)i+jakjAij = 0 ,k 6= i עבור :15 טענה

,detB = 0 .iֿה íבמקו kֿה השורה íרישו עלֿידי Aֿמ המתקבלת המטריצה B תהי הוכחה.
.detB =

∑n
j=1(−1)i+jakjBij :iֿה השורה לפי נפתח שני, מצד שוות. שורות שתי יש כי

.
∑n

j=1 akjAij = 0 ïלכ ,Aֿב כמו íהBֿב iֿה השורה של íהמינורי

המצורפת המטריצה 1.5

היא (adjoint matrix) המצורפת המטריצה .F שדה מעל n × n מטריצה A תהי 19.3.2007הגדרה. מצורפת מטריצה

.(A = (aij)) bij = (−1)i+jAji כאשר adjA = (bij) עלֿידי המוגדרת המטריצה

.adjA =
(

0 0 0
0 0 0
0 0 0

)
אז ;A =

(
1 1 1
1 1 1
1 1 1

)
תהי דוגמה.

?A · adjA מהו
íא .cij =

∑n
k=1 aikbkj =

∑n
k=1(−1)k+jaikAjk נקבל ,A · adjA = (cij) ïנסמ íא

,i לכל אז .(iֿה השורה לפי הפיתוח (נוסחת |A| =
∑n

k=1(−1)k+iaikAik íמקבלי ,i = j

,cij = δij |A| לכתוב נוכל אז לעיל). שהוכחנו (כפי cij = 0 נקבל ,i 6= j íא אבל .cii = |A|
.A · adjA = |A|Iֿו

שלכל להסיק נוכל .A · 1
|A| · adjA = I אחרת, .A · adjA = 0 סינגולרית, A íשא נובע

.A−1 = 1
|A| adjA ,A רגולרית מטריצה

נקבל ïומכא ,|A| = 4 − 6 = −2 ,adjA =
(

4 −2
−3 1

)
אז ;A = ( 1 2

3 4 ) תהי דוגמה.
.A−1 = 1

−2

(
4 −2
−3 1

)
=
(
−2 1
3
2 − 1

2

)
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מטריצות ïלכסו 2

מטריצות ïלכסו 2

מוטיבציה 2.1

היתה A אילו êא .Ax =

(
1 · 1 + 2 · 2 + 3 · 3
4 · 1 + 5 · 2 + 6 · 3
7 · 1 + 8 · 2 + 9 · 3

)
.x =

(
1

2

3

)
,A =

(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

)
במטריצה נסתכל

תענוג. ממש .
(

a 0 0
0 b 0
0 0 c

)( x

y

z

)
=

(
ax

by

cz

)
פשוטה: יותר הרבה היתה כזו כפל פעול אלכסונית,

למעשה, אלכסוניות. תהיינה שמטריצות íמעדיפי íה רודפיֿתענוגות, íה íומתמטיקאי והואיל
אלכסונית: היא המטריצה שלפיו בסיס íמחפשי הכללי, במקרה

של בסיס B1 = (v1, . . . , vn) יהי ט"ל. T : V → V ותהי ,F מעל nֿמימדי מרחב V יהי
Bֿש ונניח ,V של בסיס B2 = (u1, . . . , un) יהי זה. בסיס לפי T של המטריצה Aֿש נניח .V
אז ,B2 לבסיס B1 מהבסיס המעבר מטריצת היא P íא זה. בסיס לפי T של המטריצה היא

6.B = P−1AP

.B = P−1AP שֿ êכ רגולרית P יש íאA למטריצה Bדומה שהמטריצה íאומרי הגדרה. דומות מטריצות

íעצמיי íוווקטורי íעצמיי íערכי 2.2

הגדרה 2.2.1

מהצורה כלומר, אלכסונית: T של המטריצה לפי V של בסיס (v1, . . . , vn) ויהי ט"ל T תהי

כללי: ïבאופ .Tvi = aivi אז .
( a1 0 0

0
. . . 0

0 0 an

)
סקאלאר íקיי íא T של (eigenvector) עצמי וקטור נקרא v וקטור, v 6= ו0ֿ ט"ל T íא הגדרה. עצמי וקטור

.Tv = λvֿש êכ λ

עצמי וקטור הוא בבסיס וקטור כל אלכסונית, המטריצה שלפיו בסיס הוא (v1, . . . , vn) íא
זה. בסיס לפי אלכסונית המטריצה ,íעצמיי íוקטורי של בסיס (v1, . . . , vn) íא שני, מצד .T של

היא והמטריצה ,Tvi = aivi אז ;íעצמיי íוקטורי שאיבריו בסיס (v1, . . . , vn)ֿש נניח הוכחה.
.Tv1 = a1v1 + 0v2 + . . .+ 0vn, . . . , T vn = 0v1 + . . .+ 0vn−1 + anvn

בט"ל נסתכל למשל, :íעצמיי íוקטורי של בסיס יש לינארית טרנספורמציה לכל לא
לא זו לטרנספורמציה החיובית. במגמה הראשית, סביב בֿ◦90 סיבוב שהיא T : R2 → R2

.íעצמיי íוקטורי íקיימי

A של (eigenvalue) עצמי êער ייקרא a ∈ F סקאלאר .F מעל n× n מטריצה A תהי הגדרה. עצמי êער

עצמי וקטור הוא vֿש íאומרי .Av = avֿש êכ עמודה) (וקטור 0 6= v ∈ Fn וקטור íקיי íא
.a העצמי êלער êהשיי

לבסיס. בסיס מעבירה היא כי הפיכה, P 6
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íעצמיי íוווקטורי íעצמיי íערכי מטריצות2.2 ïלכסו 2

⇐= A ∼ B – סימטרי íג הוא ;A = I−1AI כי ,A ∼ A – רפלקסיבי ïהדימיו יחס
טרנזיטיבי הוא ,óבנוס ;A = (P−1)−1BP−1 כלומר ,A = PBP−1 ⇐= B = P−1AP

,B = P−1AP שֿ êכ Qֿו P רגולריות מטריצות קיימות ,Bֿל דומה Cֿו Aֿל דומה B íא –
שקילות. יחס זהו ïלכ .C = Q−1P−1APQ = (PQ)−1APQ ïלכ ;C = Q−1BQ

íעצמיי íערכי מציאת 2.2.2

כלומר, ;Av = av = aIvֿש êכ v עמודה וקטור íקיי אז .A של עצמי êער aֿש נניח
המשוואות למערכת í"íא A של ע"ע הוא aֿש קיבלנו .Av − aIv = (A − aI)v = 0

ïנכו וזה סינגולרית, A− aI המטריצה í"íא ïנכו זה לאֿטריוויאלי. ïפתרו יש (A− aI)v = 0

.|A− aI| = |aI −A| = 0 í"íא

מעל בֿ◦90) הסיבוב (מטריצת A =
(

0 1
−1 0

)
המטריצה של íהעצמיי íהערכי íמה דוגמה.

?R
|xI−A| = 0 ⇐⇒ | ( x 0

0 x )−
(

0 1
−1 0

)
| = 0 ⇐⇒

∣∣ x −1
1 x

∣∣ = 0 ⇐⇒ x2+1 = 0

.R מעל ע"ע ïאי ïלכ ,R מעל פתרונות ïאי

:R Aמעל = ( 1 1
1 1 ) דוגמה.

|xI −A| = 0 ⇐⇒ | ( x 0
0 x )− ( 1 1

1 1 ) | = 0 ⇐⇒
∣∣ x−1 −1
−1 x−1

∣∣ = 0

ו2ֿ. 0 ע"ע: שני יש .(x − 1)2 − 1 = 0 ⇐⇒ x2 − 2x = x(x − 2) = 0 כלומר,
למשל, נבחר, .x+ y = 0 ∧ x+ y = 0 כלומר, .( 1 1

1 1 )
(
x
y

)
=
(
0
0

)
ל0ֿ: íהשייכי ו"ע נחפש

למשל, .x + y = 2x ∧ x + y = 2y כלומר, .( 1 1
1 1 )

(
x
y

)
=
(
2x
2y

)
:2 הע"ע עבור .(1,−1)

.(1, 1) נבחר
.( 0 0

0 2 ) היא המטריצה לפיו, בסיס; íמהווי אלה íוקטורי שני

הע"ע íוא עצמו; êלתו T עלֿידי מועתק span{v} הישר í"íא T של ו"ע הוא v :16 טענה 21.3.2007

עצמו. על מועתק זה ישר מ0ֿ, שונה íהמתאי

תרגיל. הוכחה.

ע"ע. íאות ולAֿיש T לֿ ,íמסויי בסיס לפי שלה וAֿהמטריצה ט"ל T íא :17 משפט

êהשיי T של ו"ע V יהי .B הבסיס לפי T של המטריצה A תהי .T של ע"ע λֿש נניח הוכחה.
;Tv = λv .[v]B 6= 0 ïלכ ,v 6= 0 .B הבסיס לפי v של הקואורדינטות וקטור – [v]B ïונסמ ,λֿל
íג íתקפי íהטיעוני כל .A של ע"ע λ ïלכ .A[v]B = λ[v]Bֿש נקבל למטריצות, נעבור כאשר

.T של ע"ע הוא Aאז של ע"ע λ íשא íמקבלי ïלכ ;êההפו ïבכיוו

ע"ע. íאות יש דומות מטריצות לשתי :18 משפט

אז לו. êהשיי ו"ע v 6= 0 ויהי ,A של ע"ע λ יהי .B = P−1AP אז .B ∼ Aֿש נניח הוכחה.
של ע"ע λ ïלכ .B(P−1v) = P−1APP−1v = P−1Av = P−1λv = λP−1v .Av = λv

מסימטרייה. נובע êההפו ïהכיוו רגולרית.) P−1 כי ,P−1v) לו. êהשיי ו"ע P−1vֿו ,B
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מטריצות ïלכסו 2íעצמיי íוווקטורי íעצמיי íערכי 2.2

A של שע"ע ראינו .B = ( 0 0
0 2 ) למטריצה דומה היא ;A = ( 1 1

1 1 ) במטריצה נסתכל דוגמה.
זה אבל ;

(
1
1

)
למשל, הוא, 2 לע"ע êהשיי A של ו"ע ו0ֿ. 2 íה B של הע"ע íג ïולכ ו0ֿ, 2 íה

.( 0 0
0 2 )

(
1
1

)
=
(
0
2

)
:B של ו"ע אינו

שלה. ע"ע הוא 0 í"íא Aסינגולרית המטריצה :19 טענה

v יהי לאֿטריוויאלי. ïפתרו יש Ax = 0 המשוואות למערכת אז סינגולרית. Aֿש נניח הוכחה.
.A של ע"ע 0 ïולכ ,Av = 0 = 0v אבל ,v 6= 0 אז כזה; ïפתרו

íקיי לא ïלכ ;0 הוא היחיד ïהפתרו Ax = 0 ולמערכת רגולרית, היא סינגולרית, אינה A íא
.A של ע"ע אינו 0 ïולכ ,Av = 0vֿש êכ v 6= 0 ïאי כלומר, .Av = ש0ֿ êכ v 6= 0

,v1, . . . , vk עíו"ע (A T(של שוניíשל ,λ1ע"ע . . . , λk ויהיו (Aמטריצה), Tט"ל תהי :20 טענה
בת"ל. v1, . . . , vk אז בהתאמה.

בלתיֿתלויה. זו מערכת ïלכ ,v1 6= 0 .(v1) המערכת לנו יש ,k = 1 íא .k על באינדוקציה הוכחה.
íהשייכי v1, . . . , vk, vk+1 ווו"ע λ1, . . . , λk, λk+1 íשוני ע"ע לנו יש .k + ל1ֿ ונוכיח kֿל נניח

שֿ נניח בת"ל: íשה נוכיח בהתאמה. ,íלה

a1v1 + . . .+ akvk + ak+1vk+1 = 0

:λk+1ֿב נכפול

λk+1a1v1 + . . .+ λk+1akvk + λk+1ak+1vk+1 = 0

:ïהראשו ïהשוויו אגפי שני בAֿאת) משמאל (נכפול על T את נפעיל ,óובנוס

a1λ1v1 + . . .+ akλkvk + ak+1λk+1vk+1 = 0

ונקבל לו, íמהקוד ïהאחרו ïהשוויו את נפחית

a1(λ1 − λk+1)v1 + . . .+ ak(λk − λk+1)vk = 0

,1 ≤ i ≤ k לכל .a1(λ1 − λk+1) = . . . = ak(λk − λk+1) = 0 האינדוקציה, מהנחת
ונקבל ,ïהראשו ïבשוויו נציב .a1 = . . . = ak = 0 ïלכ ;íשוני ע"ע אלו כי ,λi − λk+1 6= 0

של מתאפס לינארי óצירו שבכל קיבלנו .ak+1 = 0 ïלכ ,vk+1 6= 0 אבל .ak+1vk+1 = 0

בת"ל. אלה íוקטורי ïלכ ,íמתאפסי íהמקדמי כל v1, . . . , vk+1

.íשוני ע"ע n היותר לכל יש T לֿ אז ,T : V → V וֿ nֿמימדי V íא :21 מסקנה

.k ≤ n ,ïמכא בת"ל. íוקטורי k נקבל ו"ע, אחד לכל ונבחר íשוני ע"ע k ניקח íא הוכחה.

.íשוני ע"ע n היותר לכל יש n× n למטריצה :22 מסקנה
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המינימלי íוהפולינו האופייני íהפולינו מטריצות2.3 ïלכסו 2

.Vλ = {v ∈ V : Tv = λv} íהווקטורי בקבוצת נסתכל שלה. ע"ע λ ויהי ט"ל, T תהי
של תתֿמרחב Vλֿש ברור איבריה; כל ואלה ,0 ואת λֿל íהשייכי הוו"ע כל את מכילה Vλ

ונקבל נחשב – Tv2 = λv2ֿו Tv1 = λv1 אז v1, v2 ∈ Vλ íא ;0 ∈ Vλ כי ריק, לא :V
בסקאלאר. כפל לגבי דומה, ïבאופ .T (v1 + v2) = Tv1 + Tv2 = λv1 + λv2 = λ(v1 + v2)

.λ של העצמי המרחב נקרא Vλ עצמיהגדרה. מרחב

המינימלי íוהפולינו האופייני íהפולינו 2.3

האופייני íהפולינו 2.3.1

:|xI − A| בביטוי נסתכל .|λI − A| = 0 í"íא (n × n (מטריצה A של ע"ע הוא λֿש הראינו
:n× n ממעלה íפולינו ∣∣∣∣∣∣∣זהו

x−a11 −a12 ··· −a1n

−a21
. . .

...
...

. . . −an−1n

−an1 ··· −ann−1 x−ann

∣∣∣∣∣∣∣ = (x− a11) · · · (x− ann) +
∑

id6=σ∈Sn

sgnσ
n∏

i=1

aiσ(i)

.A של האופייני íהפולינו נקרא p(x) = |xI −A| íהפולינו אופייניהגדרה. íפולינו

í"íא כלומר, :p(x) של שורש הוא í"íא ע"ע λ אז ,A של האופייני íהפולינו הוא p(x) íא
.p(λ) = 0

אופייני. íפולינו אותו ïלה יש דומות, AוBֿמטריצות íא :23 טענה 26.3.2007

:B של ;|xI −A| Aהוא של האופייני íהפולינו .B = P−1AP הוכחה.
|xI −B| = |xI − P−1AP |

= |xP−1IP − P−1AP |
= |P−1xIP − P−1AP |
= |P−1(xI −A)P |
= |P−1||xI −A||P |
= |xI −A||P−1|P |
= |xI −A||P−1P |
= |xI −A||I| = |xI −A|

אופייני. íפולינו אותו לAֿולBֿיש ïלכ

.A � B êא ,|xI −A| = |xI −B| = x2 נקבל :B = ( 0 1
0 0 ) ,A = ( 0 0

0 0 ) דוגמה.

את להגדיר נוכל ,íהקוד מהמשפט ט"ל. T : V → V ,F השדה מעל nֿמימדי מרחב V יהי
הרבה יש .T את המייצגות מהמטריצות אחת של האופייני íכפולינו T של האופייני íהפולינו

.T של הע"ע íה ושורשיו אופייני, íפולינו אותו ïלכול ïלכ – דומות ïכול êא כאלה,
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מטריצות ïלכסו המינימלי2 íוהפולינו האופייני íהפולינו 2.3

את מחלק x − a í"íא p(x) של שורש הוא a הסקאלאר .F מעל íפולינו p(x) יהי :24 טענה
.p(x) = (x− a)q(x)ֿש êכ q(x) íפולינו íקיי íא כלומר, ;íהפולינו

.0 נקבל x = a נציב íוא ,p(x) = (x− a)q(x) ,p(x) את מחלק x− a íא הוכחה.
.p(a) = a0 + . . . + ana

n ,p(x) = a0 + . . . + anx
n .p(a) = ש0ֿ נניח השני, ïבכיוו

מתחלק הנ"ל íמהמחוברי כלֿאחד .p(x) = p(x)− p(a) = a1(x− a)+ . . .+ an(xn− an)
7.x− aֿב מתחלק p(x) ïלכ ,x− aֿב

מחלק (x − a)kֿש êכ המקסימלי kֿה הוא íפולינו של a השורש של האלגברי הריבוי הגדרה. אלגברי ריבוי

(.mA(a) :ïנסמ) .íהפולינו את

של כשורש האלגברי ריבויו הוא T של כע"ע a של האלגברי הריבוי ע"ע; a ט"ל, T הגדרה.
האופייני. íהפולינו

.Va העצמי המרחב של המימד הוא T של כע"ע a של הגיאומטרי הריבוי ע"ע; a ט"ל, T הגדרה. גיאומטרי ריבוי

(.mG(a) :ïנסמ)

.mG(a) ≤ mA(a) :25 משפט

.(v1, . . . , vk) ,Vaֿל בסיס נבחר .k מימדו ;Va העצמי במרחב נסתכל .mG(a) = k נניח הוכחה.

.(v1, . . . , vk, . . . , vn) :V נשליíבסיסזהלבסיסשל .aֿלíהשייכיT הבסיסהíו"עשל כלאיברי
מהצורה מטריצה זוהי הזה: הבסיס לפי T של במטריצה ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣נסתכל

a 0 ··· 0 ?

0
. . .

... ?
...

. . . 0 ?
0 ··· 0 a ?
... 0 ?

... ?
0 0 ··· 0 ?

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
íשהפולינו קיבלנו .(x−a)kq(x) העמודההראשונה, לפי אíנפתח הוא, עבורההפולינוíהאופייני

.mA(a) ≥ k = mG(a) ïלכ .(x− a)kֿב מתחלק האופייני

íהמרחבי Vλ1 , . . . , Vλk
יהיו .T של íשוני ע"ע λ1, . . . , λk ויהיו ט"ל, T תהי :26 משפט

עצמי מרחב כל של êהחיתו ,ïכ על יתר ;Vλ1 ∩ Vλ2 = {0} ,k1 6= k2 לכל אז .íשלה íהעצמיי
.0 את רק מכיל íהאחרי íהעצמיי íהמרחבי íסכו íע

.êבחיתו וקטור v יהי רקאת0. מכיל השאר Vλkעíהסכוíשל
של êשהחיתו בה"כ, נוכיח, הוכחה.

.v1+. . .+vk−1−v = 0 אז .1 ≤ i ≤ k − 1 לכל vi ∈ Vλi
לֿ v = v1+. . .+vk−1 ∈ Vλk

אז
íשוני היו íמה íאחדי אילו :v = 0 נקבל ïומכא ל0ֿ, íכול íשווי v1, v2, . . . , vk−1ֿש נראה
ïולכ בת"ל, íה íשוני לע"ע íהשייכי שו"ע למדנו אבל ;íשוני לע"ע íהשייכי ו"ע היו íה מ0ֿ,

בסתירה. – 0 להיות יכול לא íהסכו
.xk − ak = (x− a)(xk−1 + xk−2a + . . . + ak−1)7
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המינימלי íוהפולינו האופייני íהפולינו מטריצות2.3 ïלכסו 2

íא ,U +W = {u+ w : u ∈ U,w ∈ W} Wהוא ,U íתתיֿמרחבי של ישר íסכו ישרהגדרה. íסכו 28.3.2007

.U ⊕W íמסמני .w ∈W ,u ∈ U עבור u+ wֿכ יחידה להצגה ïנית בו וקטור כל

.U ∩W = שֿ{0} הוא ישר íסכו יהיה U +W שֿ êלכ ומספיק הכרחי תנאי
ישר íסכו נקרא U1 + . . . + Uk íהסכו סופי: íלסכו זו הגדרה להרחיב ïנית טבעי, ïבאופ
הכרחי תנאי .ui ∈ Ui íמתקיי i שלכל êכ ,u1 + . . .+ ukֿכ יחידה להצגה ïנית בו וקטור כל íא
íמסמני האפס. את רק מכיל íהאחרי íסכו íע תתֿמרחב כל של êשהחיתו הוא êלכ ומספיק

.U1 ⊕ . . .⊕ Uk = ⊕k
i=1Ui

ישר. íסכו הוא íשוני íעצמיי íמרחבי íשסכו נקבל המשפט, עלֿפי

.dim⊕k
i=1 =

∑k
i=1 dimUi כללי ïובאופ ,dim(U1⊕U2) = dimU1 +dimU2 :27 מסקנה

dim(U1⊕ . . .⊕Uk+1) = dim(U1⊕ . . .⊕Uk)+dimUk+1 = באינדוקציה: (ב'). הוכחה
.dimU1 + . . .+ dimUk+1

ïהמילטו קיילי משפט 2.3.2

בפולינוíזה נציב .|xI−A| = x2−5x−2הוא הפולינוíהאופייני .A = ( 1 2
3 4 במטריצה( נסתכל

.( 7 10
15 22 )− ( 5 10

15 20 )− ( 2 0
0 2 ) = ( 0 0

0 0 ) ונציב: נחשב שווה? זה למה .A2−5A−2I נקבל :A את

íהפולינו p(x)ֿו (F מעל nֿמימדי מרחב V ) ט"ל T : V → V íא :(ïקייליֿהמילטו) 28 משפט 2.7.2007

98.f(T ) = 0 אז ,T של האופייני

,p(x) = |xI−M | = a0 +a1x+ . . .+an−1x
n−1 +xn מטריצה. של למקרה נוכיח הוכחה.

בפרט, .P adjP = |P |I ,P מטריצה ולכל

(xI −M) adj(xI −M) = |xI −M |I = p(x)I = a0I + a1xI + . . .+ xnI

ïלכ .(n− 1)× (n− 1) מסדר דטרמיננטות כלומר ,íמינורי íה adj(xI −A) המטריצה איברי
בצורה לכתוב אפשר íפולינומי שאיבריה מטריצה כל היותר. לכל n − 1 ממעלה íפולינומי íה
קיבלנו .k ≤ n− 1 ,F איברי של מטריצות ïהB1, . . . , Bk כאשר ,B0 +B1x+ . . .+Bkx

k

ïלכ ,adj(xI −M) = B0 +B1x+ . . .+Bn−1x
n−1

(xI −M)(B0 +B1x+ . . .+Bn−1x
n−1 = a0I + a1Ix+ . . .+ Ixn

ונקבל íסוגריי נפתח

−MB0+(B0−MB1)x+ . . .+(Bn−2−MBn−1)xn−1+Bn−1x
n = a0I+ . . .+Ixn

:íמקדמי השוואת נעשה

האפס. סקאלאר לא האפס, טרנספורמציית 8זוהי
.p(M) = 0 אז שלה, האופייני íהפולינו הוא pֿו F מעל n× n מטריצה M íא מטריצות: 9לגבי
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מטריצות ïלכסו המינימלי2 íוהפולינו האופייני íהפולינו 2.3

−MB0 = a0I

B0 −MB1 = a1I
...

Bn−2 −MBn−1 = an−1I

Bn−1 = I

:M i−1ֿב משמאל הiֿֿי ïהשוויו את נכפול
−MB0 = a0I

MB0 −M2B1 = a1M
...

Mn−1Bn−2 −MnBn−1 = an−1M
n−1

MnBn−1 = Mn

,p(M) = 0 כלומר, .0 = a0I + a1M + . . .+ an−1M
n−1 +Mn :íהשוויוני את נחבר

כנדרש.

המינימלי íהפולינו 2.3.3

µT (x) ïשיסומ ,(M ) T של המינימלי íהפולינו nֿמימדי, V Mמטריצה), ) ט"ל T íא הגדרה. מינימלי íפולינו

.(M ) T את המאפס ביותר הקטנה החיובית המעלה בעל 10ïהמתוק íהפולינו הוא ,(µM (x))

זו. תכונה בעל יחיד íפולינו יש א. :29 טענה

.µT בֿ מתחלק T את שמאפס íפולינו כל ב.
.íהעצמיי íהערכי בדיוק íה המינימלי íהפולינו שורשי ג.

לאֿריקה קבוצה בכל ?T המאפסאת ביותר קטנה חיובית פולינוíממעלה יש מדוע א. הוכחה.
íפולינו שיש êכ n ∈ N íהמספרי בקבוצת נסתכל .ïראשו איבר יש íטבעיי íמספרי של
המרחב. מימד את מכילה היא כי לאֿריקה, קבוצה זוהי .T את המאפס n ממעלה ïמתוק
.T את המאפס n0 ממעלה íפולינו µ(x) ויהי זו, בקבוצה ביותר ïהקט המספר n0 יהי

מינימלי. íמפולינו הדרישה את íמקיי זה íפולינו
íמינימליתהמאפסי חיובית פולינומיíמתוקניíממעלה שµ1ֿוµ2ֿשני נניח יחידות: נוכיח
íפולינו הוא r(x) כאשר ,µ2 = q · µ1 + r ונקבל שארית, íע µ1ֿב µ2 את נחלק .T את
אז .0 = 0 + r(T ) כלומר ,µ2(T ) = q(T ) · µ1(T ) + r(T ) נקבל :T את נציב האפס:
ïייתכ לא ,óבנוס .r(T ) = k 6= 0 נקבל אז כי מ0ֿ, השונה 0 ממעלה íפולינו rֿש ïייתכ לא
(כי µ1 למינימליות סתירה ונקבל 0 < deg(r) < deg(µ1) אז כי חיובית, ממעלה rֿש

.µ2 = q · µ1 קיבלנו אז אותו). ïלתק קל ,ïמתוק אינו r íוא כזכור, ,r(T ) = 0

ïלכ ;deg(µ2) = deg(q) + deg(µ1) íג אבל ,deg(µ2) = deg(µ1) .q = ש1ֿ נראה
íפולינומי אלה (כי µ2(x) = xk + . . וֿ. µ1(x) = xk + . . . קבוע. q ïולכ ,deg(q) = 0

.p(x) = xn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0 מהצורה íפולינו הוא n ממעלה ïמתוק í10פולינו
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ללכסינות íתנאי מטריצות2.4 ïלכסו 2

.µ1 = µ2 קיבלנו .q = 1 ïולכ q(x) · xk = xk אז ,(íמתוקני
את מחלק µ(x)ֿש נראה המינימלי; íהפולינו µ ויהי T את המאפס íפולינו p(x) יהי ב.
.íנסיי ,r(x) = ש0ֿ נראה íא .p(x) = q(x) · µ(x) + r(x) שארית: íע נחלק .p(x)
óשא ראינו א' óסעי בהוכחת אבל חיובית. ממעלה íפולינו או מ0ֿ השונה קבוע r אחרת,

כנדרש. ,p(x) = q(x) · µ(x) אז .r = 0 ïולכ ,ïתיתכ לא אלה מאפשרויות אחת
.µ(x) של שורש הוא ע"ע שכל נראה ג.

11.µT = µM ,íמסויי בבסיס אותה Mמייצגת וֿ ט"ל T íא :1.29 למה

כלשהו, íפולינו f וֿ íמסויי בבסיס T את Mמייצגת íשא להראות מספיק הוכחה.
ïבי íמהאיזומורפיז נובע זה íאול בסיס. אותו לפי f(T ) את מייצגת f(M) אז
,ïמכא .f(T ) = 0 ⇐⇒ f(M) = 0 ïלכ המטריצות. לחוג הטרנספורמציות חוג

.íפולינו אותו הוא ïשתיה של המינימלי íהפולינו

.|cI−M | = 0 ïלכ העתקה). עבור תנבע ומהלמההטענה למטריצה, M(נוכיח של ע"ע c יהי
r כאשר ,µ(x) = q(x) · (x − c) + r(x) שארית: íע (x − c)ֿב µ(x) את נחלק
ונקבל M את נציב .r = ש0ֿ נראה .(0 ≤ deg r < deg(x − c) = 1 (כי קבוע
דטרמיננטה ניקח .rI = (cI −M) · q(M) אז .0 = µ(M) = (M − cI) · q(M) + rI

µ(x) אז .r = 0 נקבל ïולכ ,|cI −M | = 0 אבל .rn = |cI −M | · det q(M) ונקבל
.µ(x) של שורש c ïולכ ,(x− c)ֿב מתחלק

ללכסינות íתנאי 2.4

íהערכי של íהגיאומטריי íהריבויי íסכו í"íא ïללכסו ניתנת T לינארית העתקה :30 משפט 28.3.2007

המרחב. מימד ,n הוא שלה íהעצמיי

נסתכל .íהשוני הע"ע λ1, . . . , λk יהיו .n הוא íהגיאומטריי íהריבויי íשסכו נניח הוכחה.
.(di מימדו את ïנסמ) Vλi

של בסיס (vi
1, . . . , v

i
di

) יהי ,1 ≤ i ≤ k לכל .Vλ1 , . . . , Vλk
במ"ע

ה0ֿ. וקטור ïאי ובבסיס 0 את רק íמכילי íשהחיתוכי íמשו ,íזרי האלה íמהבסיסי íשניי כל

.n והוא ,íהגיאומטריי íהריבויי íסכו הוא íהווקטורי מספר הללו. íהבסיסי באיחוד נסתכל
.V של בסיס הוא שהאיחוד נוכיח

שֿ נניח פרישה). שווה, במידה (או, איֿתלות להוכיח די ,íוקטורי n ויש הואיל

a1
1v

1
1 + . . .+ a1

d1
v1

d1
+ . . .+ ak

1v
k
1 + . . .+ ak

dk
vk

dk
= 0

:íאגפי נעביר

a1
1v

1
1 + . . .+ a1

d1
v1

d1
= −(a2

1v
2
1 + . . .+ a2

d2
v2

d2
+ . . .+ ak

1v
k
1 + . . .+ ak

dk
vk

dk
)

אופייני. íפולינו אותו יש דומות למטריצות 11כמסקנה,
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מטריצות ïלכסו ללכסינות2 íתנאי 2.4

íהעצמיי íהמרחבי íלסכו êשיי ïימי óאג ;Vλ1 של בסיס הוא כי ,Vλ1 לֿ êשיי שמאל óאג
את רק מכיל íהאחרי íסכו íע Vλ1 של êהחיתו êא ,íהאגפי ïבי ïשוויו קיבלנו ,ïכ íא .íהאחרי
לינארי óצירו שזה ïמכיוו êא ,a1

1v
1
1 + . . .+ a1

d1
v1

d1
= 0 ïלכ אפס. íה íהאגפי שני ïולכ האפס,

.a1
1 = . . . = a1

d1
= 0 בסיס, איברי של מתאפס

ימינה; השאר את ונעביר שמאל óבאג Vλ2 לֿ íהשייכי íהמחוברי את נשאיר ,ïאופ באותו
בסיס קיבלנו ïולכ ל0ֿ, íשווי íהמקדמי שכל נקבל êכ הלאה. ïוכ ,a2

1 = . . . = a2
d2

= ש0ֿ נקבל
לכסינה. T ïלכ ,íעצמיי íוקטורי íה הבסיס איברי כל .V של

מדוע? .nֿל שווה או מֿ ïקט תמיד íהגיאומטריי íהריבויי íשסכו נעיר ראשית, השני: ïבכיוו
לריבוי שווה או מֿ ïקט גיאומטרי ריבוי וכל ,nֿל שווה או מֿ ïקט íהאלגבריי íהריבויי íסכו

.nֿמ ïקט הוא ,n איננו הגיאומטרי íהריבוי íסכו íא ïלכ .íהמתאי האלגברי
.nֿמ ïקט ומימדו ,V של תתֿמרחב זה .íהעצמיי íהמרחבי כל של הישר íבסכו נסתכל
íנמצאי הו"ע כל ו"ע. íה הבסיס איברי וכל ,íאיברי nֿמ פחות íע בסיס יש זה לסכוíֿישר
íהסכו מימד הוא בת"ל ו"ע של המקסימלי המספר ïלכ אותו; íפורשי íוה הזה, הישר íבסכו

לכסינה. איננה T וֿ ,V לֿ ו"ע שכולו בסיס ïאי ïולכ בת"ל, ו"ע n ïאי ïלכ .nֿמ ïשקט הישר,

– íהתנאי שני íמתקיימי í"íא לכסינה T :31 משפט
;íלינאריי íלגורמי לגמרי מתפרק האופייני íהפולינו א.

.mA(λ) = mG(λ) ,λ ע"ע לכל ב.

האופייני íהפולינו כי ,n הוא íהאלגבריי íהריבויי íסכו אז .íמתקיימי íשהתנאי נניח הוכחה.
,íהאלגבריי íהריבויי íלסכו שווה íהגיאומטריי íהריבויי íסכו ב', תנאי בגלל לגמרי. מתפרק

לכסינה. T ,íהקוד המשפט לפי ,ïלכ ;n וזה
ריבוי שכל ïמכיוו ;nֿמ ïקט íהאלגבריי íהריבויי íסכו ,íמתקיי אינו א' íא השני: ïבכיוו
,nֿמ ïקט íהאלגבריי íהריבויי íסכו בוודאי האלגברי, לריבוי שווה או מֿ ïקט גיאומטרי

לכסינה. אינה T ,íהקוד ומהמשפט
,
∑
mG <

∑
mA ≤ n ïלכ .mG(λ) < mA(λ)ֿש êכ λ ע"ע íקיי ,íמתקיי אינו ב' íא

לכסינה. אינה T וֿ ,nֿמ ïקט íהגיאומטריי íהריבויי íשסכו קיבלנו ושוב

– íהתנאי שני í"íא לכסינה T :32 משפט
;íלינאריי íלגורמי לגמרי מתפרק האופייני íהפולינו א.

.íשוני íלינאריי íלגורמי לגמרי מתפרק המינימלי íהפולינו ב.

.µA = µT אלכסונית. T של A המטריצה שלפיו B בסיס יש אז לכסינה. T שֿ נניח הוכחה.
ïלכ ,íאפסי íמופיעי ïלאלכסו õומחו A של íהעצמיי íהערכי כל בדיוק íמופיעי A של ïבאלסכו

לגמרי. מתפרק ïולכ ע"ע), λi) (x− λ1) · · · (x− λn) Aהוא של האופייני íהפולינו
.g(x) = (x− λ1) · · · (x− λk) íבפולינו נסתכל .A של íהשוני הע"ע כל λ1, . . . , λk יהיו
באחד לפחות ,ïבאלכסו íמקו בכל .g(A) = (A − λ1I) · · · (A − λkI) ונקבל A את בו נציב
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ללכסינות íתנאי מטריצות2.4 ïלכסו 2

כלומר, .µ(x) | g(x) ïלכ ,A את המאפס ïמתוק íפולינו קיבלנו .g(A) = 0 ïלכ – 0 יש íהכופלי
.deg(µ(x)) ≥ k ïלכ ,µ(x) של íשורשי λ1, . . . , λk אבל .k היותר לכל היא µ(x) של המעלה

.µ(x) = g(x)ֿו ,deg(m(x)) = k קיבלנו
נלמדה.) לא השני ïהכיוו (הוכחת
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פנימית מכפלה מרחבי 3

פנימית מכפלה מרחבי 3

סקאלארית מכפלה 3.1

או α · β ïשתסומ ,Rֿל V × V מֿ פונקציה היא סקאלארית מכפלה .R מעל מ"ו V יהי 28.5.2007הגדרה. סקאלארית מכפלה

– התכונות את המקיימת ,〈α, β〉
(סימטריות) α · β = β · α א.

(ïהראשו במשתנה (לינאריות (α+ α′) · β = α · β + α′ · β ב.
(ïהראשו במשתנה (הומוגניות (aα) · β = a(α · β) ג.

(חיוביות) α · α > 0⇐= α 6= 0 ד.

שנקראת ,(R3) R2 על פעולה íמגדירי .R מעל íכמרחבי R3ֿב או R2ֿב נסתכל דוגמה.
כאשר ,α · β = 〈α, β〉 = |α||β| cos θ עלֿידי ממשי, מספר שתוצאתה סקאלארית, מכפלה
אז ,β = (a2, b2) ,α = (a1, b1) íא ,R2ֿב .íביניה הזווית היא θֿו íוקטורי βֿו α
,β = (b1, . . . , bn) ,α = (a1, . . . , an) ,Rnֿב התכונות. מתקיימות .α ·β = a1a2 + b1b2

סקאלארית. מכפלה היא ïולכ התכונות, את מקיימת α · β = a1b1 + . . .+ anbn

של הרגילות הפעולות íע [0, 1] בקטע הרציפות הממשיות הפונקציות מרחב V יהי דוגמה.
תכונה את רק ברצינות לבדוק êצרי .f · g =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx ונגדיר בסקאלאר, וכפל חיבור

f ≥ 0 אבל f 6≡ 0 íא משפט: על íמסתמכי אנו ?
∫ 1

0
f(x)2dx > 0 אז f 6≡ 0 íא מדוע ד':

.
∫ 1

0
f(x)dx > 0 רציפה, f וֿ

תכונות:

.(aα+ a′α′) · β = a(α · β) + a′(α′ · β) לכתוב אפשר וג', ב' התכונות íבמקו .1

α · (β + β′) = (β + β′) · α = β · α+ β′ · α = α · β + α · β′ .2

ג', לפי אחרת, ;α · α > 0 ד' לפי ,α 6= 0 íא) .α = 0 í"íא α · α = 0 ,α · α ≤ 0 .3
(.α · α = 0α · α = 0(α · α) = 0

אוקלידי. מרחב נקרא הסקאלארית המכפלה íע V אוקלידי מרחב

הרמיטית מכפלה 3.2

או α · β ïשתסומ ,Cֿל V × V מֿ פונקציה היא הרמיטית מכפלה .C מעל מ"ו V יהי הגדרה. הרמיטית מכפלה

– התכונות את המקיימת ,〈α, β〉
(הרמיטיות) α · β = β · α א.

(ïהראשו במשתנה (לינאריות (α+ α′) · β = α · β + α′ · β ב.
(ïהראשו במשתנה (הומוגניות (aα) · β = a(α · β) ג.
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פנימית מכפלה פנימית3.3 מכפלה מרחבי 3

(חיוביות) α · α > 0⇐= α 6= 0 ד.

íמקיי זה .(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = a1b1 + . . .+anbn בCnֿונגדיר נסתכל דוגמה.
הנדרשות. התכונות ארבע את

תכונות:

.α · α = α · α כי ממשי, α · αֿש נובע מא' .1

α · (β + β′) = α · β + α · β′ .2

(α · (β + β′) = (β + β′) · α = β · α+ β′ · α = β · α+ β′ · α = α · β + α · β′)

(α · bβ = bβ · α = bα · β) α · bβ = bα · β .3

אוניטרי מרחב אוניטרי. מרחב נקרא ההרמיטית המכפלה íע V

פנימית מכפלה 3.3

הגדרה 3.3.1

,R שמעל לב íנשי פנימית. מכפלה כללי, ïבאופ נקראות, הרמיטית ומכפלה סקאלארית מכפלה
להגדיר ונוכל הרמיטית, מכפלה של פרטי מקרה היא הסקאלארית המכפלה ïלכ :α · β = α · β

:êכ פנימית מכפלה

F לֿ V × V מֿ פונקציה היא V מעל · פנימית מכפלה .F ∈ {R,C} מעל מרחב V יהי פנימיתהגדרה. מכפלה

– המקיימת
α · β = β · α א.

(α+ α′) · β = α · β + α′ · β ב.
(aα) · β = a(α · β) ג.
α · α > 0⇐= α 6= 0 ד.

פנימית מכפלה מרחב פנימית. מכפלה מרחב נקרא · íע V

וקטור êאור 3.3.2

.‖α‖ =
√
α · αֿכ מוגדר α וקטור של êהאור פנימית, מכפלה במרחב וקטורהגדרה. êאור

.α = 0 í"íא ïשוויו ויש ,‖α‖ ≥ 0 א. :33 טענה

‖a · α‖ = |a|‖α‖ ב.
‖α± β‖2 = ‖α‖2 ± 2 Re(α · β) + ‖β‖2 ג.

מהתכונות. בקלות נובע א. הוכחה.

.‖aα‖ = |a|‖α‖ ונקבל שורש נוציא .‖aα‖2 = (aα) · (aα) = aa(α · α) = |a|2‖α‖ ב.
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פנימית מכפלה מרחבי פנימית3 מכפלה 3.3

:+ íע נוכיח ג.
‖α+ β‖2 = (α+ β) · (α+ β) = α · α+ α · β + β · α+ β · β

= α · α+ α · β + α · β + β · β
= ‖α‖2 + 2 Re(α · β) + ‖β‖2

íוקטורי ïבי מרחק 3.3.3

.d(α, 0) = ‖α‖ ,ïכמוב .d(α, β) íמסמני ;‖α− β‖ הוא βֿל α ïבי המרחק
תכונות:

.α = β í"íא ïשוויו ויש ,d(α, β) ≥ 0 .1

d(α, β) = d(β, α) .2

המשולש) ïאיֿשוויו) d(α, γ) ≤ d(α, β) + d(β, γ) .3

íוקטורי ניצבות 3.3.4

.α · β = 0 íא (α ⊥ β) βֿל ניצב αֿש נאמר הגדרה. ניצבות

לכל שניצב היחיד הווקטור (זהו וקטור. לכל ניצב 0 ,ïכמוֿכ ;β ⊥ α í"íא α ⊥ βֿש ברור
(.α = 0 ïולכ ,α · α = 0 ïלכ ;α ⊥ α בפרט וקטור, לכל ניצב α íא מהחיוביות: וקטור,

õשוור קושי ïשוויו אי 3.3.5

12.íתלוייβֿוαí"íאíמתקיי ïושוויו ,|α ·β| ≤ ‖α‖‖β‖ :(õקושיֿשוור ïאיֿשוויו) 34 30.5.2007משפט

.γ = β − α0 ,α0 = α·β
‖α‖2α íוקטורי נגדיר .α 6= 0 נניח הוכחה.

להראות מספיק ïלכ .γ ·α0 = γ ·
(

β·α
‖α‖2

)
α = β·α

‖α‖2 (γ ·α) :(γ ·α0 = 0 (כלומר, γ ⊥ α0

,ïואכ .γ · α = ש0ֿ
γ ·α = (β− β·α

‖α‖2α) ·α) = β ·α− β·α
‖α‖2α ·α = β ·α− β·α

‖α‖2 ‖α‖2 = β ·α−β ·α = 0

‖γ‖2 = γ · γ = γ · (β − α0) = γ · β − γ · α0 = γ · β
= (β − α0) · β = β · β − α0 · β
= ‖β‖2 − β·α

‖α‖2α · β
≥ 0

⇐⇒ ‖β‖2 − β·α
‖α‖2α · β ≥ 0 כלומר, .0 ≤ ‖γ‖2 = ‖β‖2 − β·α

‖α‖2α · β קיבלנו כלומר,
.|α · β| ≤ ‖α‖‖β‖⇐= |α · β|2 ≤ ‖α‖2‖β‖2 ⇐⇒ ‖α‖2‖β‖2 − |α · β|2 ≥ 0

.F = R íא ממשי, או ,F = C íא מרוכב, במספר חברו של כפולה הוא íמה אחד í"íא 12כלומר,
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אורתונורמליות מערכות פנימית3.4 מכפלה מרחבי 3

שמאל, óבאג .(z ∈ C) β = zα או ,ïשוויו שיש וברור α = 0 או ,íתלויי βֿו α íא
.‖α‖‖zα‖ = |z|‖α‖2 ,ïימי óבאג .|α · β| = |α · zα| = |zα · α| = |z||α · α| = |z|‖α‖2

.ïשוויו יש ïלכ
;(‖γ‖2 = 0 (כי γ = 0 אחרת, תלות. שיש ברור ,α = 0 íא ;ïשוויו שיש נניח שני, מצד

תלות. יש ïואכ ,α של כפולה β ïלכ .β = α0 = β·α
‖α‖2αֿו ,β − α0 = 0 כלומר,

המשולש ïשוויו אי 3.3.6

β ,αֿמ אחד í"íא íמתקיי ïושוויו ,‖α+ β‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖ המשולש): ïאיֿשוויו) 35 משפט
איֿשלילי. ממשי בסקאלאר האחר של כפולה הוא

ïמכיוו ,0 < ‖α+β‖2 = ‖α‖2 + 2 Re(α ·β) + ‖β‖2 ≤ ‖α‖2 + 2|α ·β|+ ‖β‖2 הוכחה.
;‖α + β‖2 ≤ ‖α‖2 + 2‖α‖‖β‖ + ‖β‖2 נקבל ,õקושיֿשוור ïמאיֿשוויו ;Re(z) ≤ |z|ֿש

.‖α+ β‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖ ïלכ .‖α+ β‖2 ≤ (‖α‖+ ‖β‖)2 כלומר,
β = aα אז ,α 6= 0 íא אחרת, .íשווי ïולכ ,‖β‖ íה íהאגפי שני ,α = 0 = 0β íא
‖α+ β‖ = ‖α+ aα‖ = ‖(1 + a)α‖ = |1 + a|‖α‖ = (1 + a)‖α‖ = ואז ,a ≥ 0 כאשר

.‖α‖+ a‖α‖ = ‖α‖+ |a|‖α‖ = ‖α‖+ ‖β‖
.‖α‖2 + 2 Re(α · β) + ‖β‖2 = ‖α‖2 + 2|α · β| + ‖β‖2 ,ïשוויו íקיי íא שני, מצד
ממשי מספר β · α íג ïומכא איֿשלילי, ממשי מספר α · β כלומר, .Re(α · β) = |α · β| ïלכ
(הוכחה β = λα אז .λ = β·α

‖α‖2 ≥ 0 ïנסמ אחרת, וסיימנו. α = 0β אז ,α = 0 íא איֿשלילי;
הכתרגיל).

‖α+ β‖ ≥ |‖α‖ − ‖β‖| :36 מסקנה

ïמאיֿשוויו נקבל ,α = α+ β + (−β)ֿש ïמכיוו .−βֿו α+ β íהווקטורי בשני נסתכל הוכחה.
.‖α‖ − ‖β‖ ≤ ‖α+ β‖ כלומר, .‖α‖ ≤ ‖α+ β‖+ ‖ − β‖ = ‖α+ β‖+ ‖β‖ המשולש

.‖α+ β‖ = ‖β + α‖ ≥ ‖β‖ − ‖α‖ ,ïאופ באותו

אורתונורמליות מערכות 3.4

íשוני β ,α לכל íא אורתונורמלית Aתיקרא íוקטורי קבוצת ,V פנימית מכפלה במרחב אורתונורמליתהגדרה. קבוצה

.α · α = 1 ,α · β = 0 ,Aֿב

.ε1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , εn = (0, . . . , 0, 1) הרגילה: המכפלה íע Cn או Rn דוגמה.

היא V בֿ אורתונורמלית מערכת כל אז .F מעל nֿמימדי פנימית מכפלה מרחב V יהי :37 טענה
בלתיֿתלויה.

íשה נראה .Aֿב íשוני íוקטורי α1, . . . , αk ויהיו אורתונורמלית, מערכת A תהי הוכחה.
אגפי שני את .a1 = . . . = ak = ש0ֿ ונראה ,a1α1 + . . .+ akαk = ש0ֿ נניח :íבלתיֿתלויי
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פנימית מכפלה מרחבי בסל3 ïשוויו אי 3.5

לכל 13.(a1α1 + . . . + akαk) · α1 = a1 = 0 · α1 = 0 נקבל :α1ֿב ïמימי נכפול ïהשוויו
.íבלתיֿתלויי íה ïלכ .ai = 0 ונקבל ,αiֿב ïמימי íהאגפי שני את נכפול ,1 ≤ i ≤ k

היותר. לכל íוקטורי n יש אורתונורמלית בקבוצה nֿמימדי, פנימית מכפלה במרחב :38 מסקנה
אורתונורמלי. בסיס שנקרא בסיס, היא זו קבוצה ,íוקטורי n יש íא אורתונורמלי בסיס

הרגילה. הסקאלארית המכפלה íע ,R2 של אורתונורמלי בסיס ( 3
5 ,

4
5 ), (− 4

5 ,
3
5 ) 4.6.2007דוגמה.

íמתקיי אז .α ∈ V וקטור ויהי ,V של אורתונורמלי בסיס B = (ε1, . . . , εn) יהי :39 טענה
.ai = α · εi ,1 ≤ i ≤ n שלכל êכ α = a1ε1 + . . .+ anεn

.α · εi = a1ε1 · εi + . . .+ anεn · εi = ai נקבל :εiֿב ïמימי íהאגפי שני את נכפול הוכחה.

íמתקיי אז ,α = a1ε1 + . . . + akεkֿו אורתונורמלית מערכת ε1, . . . , εk íא :40 טענה
.‖α‖2 = |a1|2 + . . .+ |ak|2 = |α · ε1|2 + . . .+ |α · εk|2

14.‖α‖2 = α·α = (a1ε1+. . .+akεk)·(a1ε1+. . .+akεk) = |a1|2+. . .+|ak|2 הוכחה.

בסל ïשוויו אי 3.5
.
∑k

i=1 |α · εi|2 ≤ ‖α‖2 αוקטור, א"נ, מע' ε1, . . . , εk íא א. בסל): ïאיֿשוויו) 41 משפט

.ïשוויו יש בסיס, ε1, . . . , εk íא ב.

נובע ב') óסעי) ïוהשוויו ,íשלה לינארי óצירו הוא α בסיס, היא זו מערכת íא ראשית, הוכחה.
הקודמת. מהטענה

שנפרש וקטור לכל ניצב γ (ב) ;εi לכל ניצב γ (א) אז .γ = α−
∑k

i=1(α · εi)εi :1.41 למה
.‖γ‖2 = ‖α‖2 −

∑k
i=1 |α · εi|2 (ג) ;ε1, . . . , εk עלֿידי

דומה ïבאופ .γ · ε1 = α · ε1 −
∑k

i=1(α · εi)εi · ε1 = α · ε1 − α · ε1 = 0 (א) הוכחה.
.ε2, . . . , εk עבור íמוכיחי

א', חלק לפי .δ = a1ε1 + . . . + akεk אז .ε1, . . . , εk עלֿידי הנפרש וקטור δ יהי (ב)
.γ · δ = a1γ · ε1 + . . .+ akγ · εk = 0 נקבל

.γ = α− β אז ;β =
∑k

i=1(α · εi)εi יהי (ג)
ïולכ ,γ ⊥ β ב', מחלק אבל .‖γ‖2 = γ · γ = γ · (α − β) = γ · α − γ · β
β · α = ïוכ ,α · α = ‖α‖2 נקבל .‖γ‖2 = γ · α = (α − β) · α = α · α − β · α
.
∑k

i=1(α ·εi)εi ·α =
∑k

i=1(α ·εi)(εi ·α) =
∑k

i=1(α ·εi)(α · εi) =
∑k

i=1 |α ·εi|2

.‖γ‖2 = α · α− β · α = ‖α‖2 −
∑k

i=1 |α · εi|2 כנדרש, ,ïלכ

.
∑k

i=1 |α · εi|2 ≤ ‖α‖2 ïלכ ,0 ≤ ‖γ‖2 = ‖α‖2 −
∑k

i=1 |α · εi|2

.(a1α1 + . . . + akαk) · α1 = a1α1 · α1 + . . . + akαk · α1 = a1 · 1 + a2 · 0 + . . . + ak · 0 = a1
13

.a1ε1 · a1ε1 = a1a1ε1 · ε1 = |a1|14
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שמידט íגרא אורתוגונליזציית פנימית3.6 מכפלה מרחבי 3

תתֿהמרחב על α של ההטלה .α ∈ V ויהי אורתונורמלית, מערכת ε1, . . . , εk תהי הטלההגדרה.

.
∑k

i=1(α · εi)εi הווקטור הוא ε1, . . . , εk עלֿידי הנפרש

אז הנפרש, בתתֿהמרחב α íא .γ = α−
∑k

i=1(α · εi)εi הווקטור על דיברנו העזר, בטענת
íוקטורי íע α את íהמחברי íהווקטורי ïמבי ביותר הקצר הווקטור הוא γ מקרה, בכל ;γ = 0

.span{ε1, . . . , εk}ֿב
הוא

∑k
i=1(α · εi)εiֿש דבר של פירושו .

∑k
i=1(α · εi)εi אל αֿמ המרחק הוא γ של êהאור

כתרגיל.) (ההוכחה .span{ε1, . . . , εk}ֿב αֿל ביותר הקרוב הווקטור

שמידט íגרא אורתוגונליזציית 3.6

קיימתמערכתאורתונורמלית ,α1וקטוריíבת"לבמרחבמכפלהפנימית. . . . , αk יהיו :42 משפט
.span{ε1, . . . , εl} = span{α1, . . . , αl} íמתקיי 1 ≤ l ≤ k שלכל êכ ε1, . . . , εk

:k על באינדוקציה הוכחה. 6.6.2007

(ε1)ֿו ,span ε1 = spanα1 ,ïכמוב .ε1 = α1
‖α1‖ נבחר ;α1 6= 0 רק לנו יש ,k = 1 íא

אורתונורמלית. סדרה
ישסדרהא"נ הנחתהאינדוקציה, לפי .(α1, . . . , αk)ֿב נסתכל .kֿל לk−1ֿונוכיח נכונות נניח
.span{ε1, . . . , εl} = span{α1, . . . , αl} íמתקיי 1 ≤ l ≤ k − 1 שלכל êכ (ε1, . . . , εk−1)

.1 ≤ i ≤ k − 1 לכל ε′k ⊥ εi קודמת, טענתֿעזר לפי .ε′k = αk −
∑l

i=1(αk · εi)εi ïנסמ
ïולכ ,αk =

∑k−1
i=1 (αk · εi)εi íמקבלי היינו ,ε′k = 0 אילו כי ,ε′k 6= 0 êא .ε′k · εi = 0 כלומר,

.εk = ε′k
‖ε′k‖

להגדיר נוכל בסתירה. ,α1, . . . , αk−1ֿב לינארית תלוי
שנית, ;‖εi‖ = 1 ,1 ≤ i ≤ k לכל ראשית, כדרוש: סדרה היא (ε1, . . . , εk) הסדרה
íמתקיי 1 ≤ l < k לכל האינדוקציה, מהנחת ,óבנוס .εi · εj = 0 i 6= j שלכל לראות קל
íשמתקיי לב íנשי :l = k עבור להוכיח כעת êצרי – span{ε1, . . . , εl} = span{α1, . . . , αl}
פרישת (של ההכלה מתקיימת אז .εk ∈ span{ε1, . . . , εk−1, αk} = span{α1, . . . , αk}
ïלכ ,k מימד בעלות הפרישות שתי .span{ε1, . . . , εk} ⊆ span{α1, . . . , αk} בת"ל) קבוצות

שוות.

שלכל êכ (ε1, . . . , εn) א"נ בסיס ממנו לבנות ïנית ,V של בסיס (α1, . . . , αn) íא :43 משפט
.span{ε1, . . . , εl} = span{α1, . . . , αl} íמתקיי 1 ≤ l ≤ k

א"נ. לבסיס להשלמה ניתנת א"נ סדרה כל סופי, מימד בעל מ"פ מרחב V íא :44 מסקנה

א"נ. בסיס כבר זה כי סיימנו, ,k = n íא אורתונורמלית. סדרה היא ε1, . . . , εkֿש נניח הוכחה.
נפעיל זו סדרה על .(ε1, . . . , εk, αk+1, . . . , αn) – לבסיס הסדרה את íנשלי ;k < n אחרת,
כתרגיל15). – (ההוכחה íהווקטורי ישתנו לא ,íהראשוני המקומות kֿב גראíֿשמידט. êתהלי את

.ε′2 = ε2 − (ε2 · ε1)ε1 = ε2 − 0 15למשל,
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פנימית מכפלה מרחבי פרסבל3 ïשוויו 3.7

íהראשוני íהווקטורי kֿש בסיס וזה ,(ε1, . . . , εk, εk+1, . . . , εn) אורתונורמלית סדרה נקבל
.íסדר לפי המקורית, הסדרה איברי íה בו

.
∑k

i=1 |α · εi|2 ≤ ‖α‖2 α לכל א"נ, סדרה (ε1, . . . , εk) íא בסל). ïאיֿשוויו) משפט

זה שבמקרה למדנו .(ε1, . . . , εk, εk+1, . . . , εn) א"נ לבסיס (ε1, . . . , εk) את íנשלי הוכחה.
הטענה. נובעת ïמכא ;‖α‖2 =

∑n
i=1 |α · εi|2

פרסבל ïשוויו 3.7

,α = a1ε1 + . . .+ anεnֿש êכ α, β ∈ V ויהיו ,V של א"נ בסיס (ε1, . . . , εk) יהי :45 טענה
.α · β =

∑n
i=1 aibi אז .β = b1ε1 + . . .+ bnεn

נחשב: הוכחה.
α · β = (a1ε1 + . . .+ anεn) · (b1ε1 + . . .+ bnεn)

= a1b1ε1 · ε1 + a1b2ε1 · ε2 + . . .+ anbnεn · εn

= a1b1 + . . .+ anbn

(.εi · εj = δijֿש ïמכיוו)

α · β = אז .α, β ∈ V ויהיו ,V של א"נ בסיס (ε1, . . . , εn) יהי פרסבל): ïשוויו) 46 משפט
.
∑n

i=1(α · εi)(εi · β)

,ai = α · εi קודמת מטענה ,β = b1ε1 + . . .+ bnεn ,α = a1ε1 + . . .+ anεn íא הוכחה.
הקודמת, הטענה לפי ;bi = β · εi

α · β =
n∑

i=1

aibi =
n∑

i=1

(α · εi)(β · εi) =
n∑

i=1

(α · εi)(εi · β)

כנדרש.

ניצב מרחב תת 3.8

הוא A של הניצב .íוקטורי קבוצת A ⊆ V תהי .F מעל פנימית מכפלה מרחב V כרגיל,
.A⊥ = {α ∈ V : ∀β ∈ A α ⊥ β}

.A⊥ = {0} אז ,A = V íא .A⊥ = V אז ,A = {0} Aאו = ∅ íא דוגמה.

.V של תתֿמרחב ⊥Aהוא ,A לכל :47 טענה

אז ,β ∈ A ,α1, α2 ∈ A⊥ íא – סגירות נבדוק ריק; איננו A⊥ ïלכ ,0 ∈ A⊥ ראשית, הוכחה.
דומה. בסקאלאר לכפל הסגירות הוכחת .(α1 + α2) · β = α1 · β + α2 · β = 0

– êכ להגדיר נוכל הטענה, עלֿפי
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פנימית מכפלה במרחבי לינאריות טרנספורמציות פנימית3.9 מכפלה מרחבי 3

.A⊥ = {α ∈ V : ∀β ∈ A α ⊥ β} Aהוא של הניצב תתֿהמרחב ,A ⊆ V עבור ניצבהגדרה. תתֿמרחב

מרחב הוא A⊥ המטריצה. של השורות קבוצת A תהי .R Mמעל במטריצה נסתכל דוגמה.
.Mx = 0 המשוואות מערכת של הפתרונות

.U⊥ ,íלה הניצב תתֿהמרחב ועל U íתתֿמרחבי על נדבר בדרêֿכלל
U ⊆ (U⊥)⊥ א. :48 טענה

U ∩ U⊥ = {0} ב.
לכל ïנכו זה ;α · β = 0 = 0 ïולכ ,β · α = 0 ïלכ .α ∈ U⊥ ,β ∈ U יהי א. הוכחה.

.β ∈ U⊥⊥ ïלכ ,α ∈ U⊥

.α = 0 ïלכ ,α · α = 0 אז .α ∈ U ∩ U⊥ֿש נניח ב.

תתֿמרחב.) U שֿ דורשת אינה זו שטענה לב íלשי (יש
16.V = U + U⊥ אז ,V של תתֿמרחב U íא סופי. מימד בעל V שֿ נניח :49 משפט

ויהי ,β =
∑r

i=1(α · εi)εi ïנסמ .α ∈ V ïנתו יהי .U של א"נ בסיס (ε1, . . . , εr) יהי הוכחה.
.γ ⊥ β ובפרט ,γ ∈ U⊥ ïלכ .U של איבר לכל ניצב הוא ïלכ ,εi לכל ניצב γֿש למדנו .γ = α−β
ïלכ ;U⊥ֿב וקטור ועוד U בֿ לווקטור שווה V בֿ וקטור כל כלומר, – α = β + γֿש קיבלנו

ישר. íסכו הוא íהסכו ïלכ ,U ∩ U⊥ = {0} אבל .V = U + U⊥

.U⊥⊥ = U אז ,V של תתֿמרחב U וֿ סופי מימד בעל V íא :50 משפט

תתֿמרחב, U⊥ íשג ïמכיוו ;V = U ⊕ U⊥ ïלכ תתֿמרחב, U .U ⊆ U⊥⊥ כידוע, הוכחה.
ïלכ ,dimV = dimU + dimU⊥ = dimU⊥ + dimU⊥⊥ קיבלנו .V = U⊥ ⊕ U⊥⊥

.U = U⊥⊥ ïלכ ,U⊥⊥ֿל כמו מימד אותו לו ויש U⊥⊥ של תתֿמרחב U .dimU = dimU⊥⊥

פנימית מכפלה במרחבי לינאריות טרנספורמציות 3.9

בילינאריות תבניות 3.9.1

לכל לינארית. טרנספורמציה T : V → V ותהי ,F פנימיתמעל מכפלה מרחב V יהי הגדרה. 11.6.2007

עלֿידי המוגדרת הבילינארית התבנית נקרא זו לפונקציה .〈Tα, β〉 בסקאלאר נסתכל α, β ∈ Vבילינארית תבנית

.T

.T = 0 אזי .〈Tα, β〉 = 0 íמתקיי α, β ∈ V שלכל נניח :51 טענה

וקטור לכל ניצב Tα כלומר, .〈Tα, β〉 = 0 íמתקיי β ∈ V לכל .V בֿ וקטור α יהי הוכחה.
.T = 0 ïולכ ,α לכל ïנכו זה .Tα = 0 ïולכ ,V בֿ

V = R2 למשל, :T = 0 זה, במצב נובע, לא .〈Tα, α〉 = 0 íמתקיי α שלכל נניח דוגמה.
האפס, טרנספורמציית אינה והיא ט"ל T בֿ◦90. סיבוב T הרגילה, הסקאלארית המכפלה íע

.〈Tα, α〉 = 0 α ∈ V לכל אבל

.V = U ⊕ U⊥ 16למעשה,
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– íמתקיי ,α, α′, β, β′ ∈ V ,a, b ∈ F לכל :52 טענה
〈T (α+ α′), β〉 = 〈Tα, β〉+ 〈Tα′, β〉 א.
〈Tα, β + β′〉 = 〈Tα, β′〉+ 〈Tα, β′〉 ב.

〈Taα, β〉 = a〈Tα, β〉 ג.
〈Tα, bβ〉 = b〈Tα, β〉 ד.

.T = S אז ,〈Tα, β〉 = 〈Sα, β〉 α, β ∈ V ולכל T, S ∈ hom(V, V ) íא :53 טענה

,α, β ∈ V לכל הוכחה.

〈Tα, β〉 = 〈Sα, β〉 ⇐⇒ 〈Tα− Sα, β〉 = 〈(T − S)α, β〉 = 0

.T = S ïולכ ,T − S = 0 קודמת, טענה לפי ,ïלכ

העתקה ;F Vלֿ מֿ לינארית αהיאהעתקה 7→ 〈Tα, β〉ההעתקה ,β ïשבהינת נובע 52 מטענה
לינארי. פונקציונל íבש נקראת כזו לינארי פונקציונל

β ∈ V יחיד וקטור íקיי אז .V על לינארי פונקציונל ϕ ויהי סופי, מימד בעל V יהי :54 טענה
.ϕ(α) = 〈α, β〉 V בֿ α שלכל íשמקיי

מיידיתמתכונות נובע זה (חלק לינארי. פונקציונל αהיא 7→ 〈α, β〉ההעתקהβ לכל ,ïכ על יתר
הפנימית.) המכפלה

לראות קל .ϕβ(α) = 〈α, β〉 ע"י המוגדר ϕβ הלינארי בפונקציונל נסתכל ,β ∈ V לכל הוכחה.
.ϕbβ = bϕβ ,ϕβ+β′ = ϕβ + ϕβ′ שֿ

מימדו ;V ∗ = hom(V, F )íהפונקציונלי מרחב ϕβהíתתֿמרחבשל הפונקציונליíמהצורה
.dimV ∗ = dim hom(V, F ) = dimV · dimF = dimV · 1 = dimV :V כמימד הוא

,β = a1β1 + . . .+ anβnֿש ïמכיוו ,V כמימד הוא ϕβ מהצורה íהפונקציונלי מרחב מימד
íתלויי ϕ ,βֿו ,íבלתיֿתלויי íה אז ,V של בסיס (β1, . . . , βn) .ϕβ = a1ϕβ1 + . . .+ anϕβn

בסיס. זה ïלכ .íבה תלוי ϕβ וכל בת"ל, ϕβ1 , . . . , ϕβn
ïלכ ;íבה

כל כלומר, ;íמתלכדי íה ïלכ מוכל, הוא בו המרחב כמימד שמימדו תתֿמרחב קיבלנו
17.ϕβ מהצורה הוא לינארי פונקציונל

íמתקיי α לכל לינארי, פונקציונל אותו íנותני β2ֿו β1 íא יחיד? βֿש íיודעי êאי
.β1 = β2ֿו β1 − β2 = 0 ïולכ ,〈α, β1 − β2〉 = 0 ,α לכל ïלכ .〈α, β1〉 = 〈α, β2〉

ט"ל קיימת T : V → V ט"ל לכל אז סופי. ממימד פנימית מכפלה מרחב V שֿ נניח :55 משפט
.〈Tα, β〉 = 〈α, T ∗β〉 íמתקיי α, β ∈ V שלכל êכ T ∗ יחידה

íמתקיי βֿו α לכל אז לעיל, האמור את מקיימות ïשתיה T ∗ ,T ′ íא קלה: היחידות הוכחה.
שלכל נקבל ,β את נקבע íא .〈α, (T ′ − T ∗)β〉 = 0 ïלכ .〈α, T ′β〉 = 〈Tα, β〉 = 〈α, T ∗β〉

המימד. סופיות על ïכא שהסתמכנו לב í17נשי
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נקבל ,β לכל ïנכו שזה ïמכיוו .(T ′ − T ∗)β = 0 ïלכ .〈α, (T ′ − T ∗)β〉 = 0 íמתקיי α

.T ′ = T ∗ כלומר, – T ′ − T ∗ = 0

ψβ הלינארי בפונקציונל נסתכל ,β ∈ V ïבהינת .β לכל T ∗β את נגדיר .íקיו להראות נותר
ψβ(α) =α שלכל êכβ′ יחיד וקטור íקיי הקודמת, מהטענה .ψβ(α) = 〈Tα, β〉 עלֿידי המוגדר
.〈α, T ∗β〉 = 〈Tα, β〉 ואז ,T ∗β = β′ נגדיר אז .〈α, β′〉 = 〈Tα, β〉 נקבל ,ψ מהגדרת .〈α, β′〉
,T ∗(β1 + β2) = T ∗β1 + T ∗β2 íשמתקיי להוכיח êצרי כלומר, לינארית. T ∗ כי להוכיח נותר

.T ∗(bβ1) = bT ∗β1

.T ∗∗ = T ∗ :1.55 למה

.α, β ∈ V לכל 〈Tα, β〉 = 〈α, T ∗β〉 = 〈T ∗β, α〉 = 〈β, T ∗∗α〉 = 〈T ∗∗α, β〉 הוכחה.

〈α, T ∗(β1 + β2)〉 = 〈Tα, β1 + β2〉
= 〈Tα, β1〉+ 〈Tα, β2〉
= 〈α, T ∗β1〉+ 〈α, T ∗β2〉
= 〈α, T ∗β1 + T ∗β2〉

.T ∗(β1 + β2) = T ∗β1 + T ∗β2 נקבל ,α לכל ïנכו שזה מאחר
בסקאלאר. כפל עבור íמוכיחי דומה ïבאופ

– להגדיר נוכל המשפט, בעקבות

הצמודה הטרנספורמציה תיקרא T ∗ הטרנספורמציה ,T לינארית טרנספורמציה לכל הצמודההגדרה. הטרנספורמציה

.T לֿ

.T לֿ הצמודה הט"ל T ∗ תהי ט"ל. T : V → V ותהי ,F מעל נוצרֿסופית מ"ו V יהי :56 משפט
לפי T וֿ∗ T של ∗Aהמטריצות = (a∗ij) ,A = (aij) ותהיינה ,V של א"נ בסיס (ε1, . . . , εn) יהי

.a∗ij = aji אז בהתאמה. זה, בסיס

.(ε1, . . . , εn) של לינארי óכצירו Tεj הווקטור של בפיתוח iֿה הקואורדינטה היא aij הוכחה.
אבל .a∗ij = 〈T ∗εj , εi〉 ,ïאופ באותו .aij = 〈Tεj , εi〉 ïלכ

a∗ij = 〈T ∗εj , εi〉 = 〈εj , T εi〉 = 〈Tεi, εj〉 = aji

כנדרש.

.A∗ = At ,F = C íא ;A∗ = At ,F = R íשא לב íנשי

.T = 0 אז ,〈Tα, α〉 = 0 íמתקיי α ∈ V ולכל C מעל ממ"פ V íא :57 טענה 13.6.2007

.T = ש0ֿ ינבע ïמכא .〈Tα, β〉 = 0α, β ∈ T ונוכיחשלכל ,〈Tα, α〉 = 0α נניחשלכל הוכחה.
0 = 〈T (α+ β), α+ β〉

= 〈Tα+ Tβ, α+ β〉
= 〈Tα, α〉+ 〈Tα, β〉+ 〈Tβ, α〉+ 〈Tβ, β〉

=⇒ 〈Tα, β〉+ 〈Tβ, α〉 = 0
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במקביל:
0 = 〈T (α+ iβ), α+ iβ〉

= 〈Tα+ iTβ, α+ iβ〉
= 〈Tα, α〉+ 〈Tα, iβ〉+ 〈iTβ, α〉+ 〈iTβ, iβ〉

=⇒ 〈Tα, iβ〉+ 〈iTβ, α〉 = 0

=⇒ 〈Tα, β〉 − 〈Tβ, α〉 = 0

.〈Tα, β〉 = 0 ונקבל המשוואות את נחבר

,a ∈ F ,T, S ∈ hom(V, V ) íא :58 משפט

(T + S)∗ = T ∗ + S∗ א.
(aT )∗ = aT ∗ ב.

(TS)∗ = S∗T ∗ ג.
(T ∗)∗ = T ד.

.hom(V, V ) על hom(V, V מֿ( חח"ע העתקה T 7→ T ∗ ה.
במקביל, .〈(T + S)α, β〉 = 〈α, (T + S)∗β〉 ,α, β ∈ V לכל א. הוכחה.

〈Tα+ Sα, β〉 = 〈Tα, β〉+ 〈Sα, β〉
= 〈α, T ∗β〉+ 〈α, S∗β〉
= 〈α, T ∗β + S∗β〉

כנדרש, ,íמתקיי β לכל ïולכ ,〈α, (T + S)∗β〉 = 〈α, T ∗β + S∗β〉 α לכל כלומר,
.(T + S)∗β = (T ∗ + S∗)β

〈aTα, β〉 = a〈Tα, β〉 = שני, מצד .〈aTα, β〉 = 〈α, (aT )∗β〉 אז .α, β ∈ V יהיו ב.
.(aT )∗ = aT ∗ ïלכ ,α, β ∈ V לכל ïנכו זה .a〈α, T ∗β〉 = 〈α, aT ∗β〉

〈TSα, β〉 = 〈T (Sα), β〉 = במקביל, .〈TSα, β〉 = 〈α, (TS)∗β〉 אז .α, β ∈ V יהיו ג.
.〈α, (TS)∗β〉 = 〈α, S∗T ∗β〉 בסêֿהכל ïלכ .〈Sα, T ∗β〉 = 〈α, S∗(T ∗β)〉

כבר. הוכח ד.
,óבנוס חח"ע. העתקה זו ïלכ ;T = S ד', ולפי ,(T ∗)∗ = (S∗)∗ אז T ∗ = S∗ íא – חח"ע ה.

מקור. יש T לכל כלומר, .T = (T ∗)∗ אז .T ∈ hom(V, V ) תהי על: העתקה זוהי

ïלעצמ צמודות טרנספורמציות 3.9.2

.(〈Tα, β〉 = 〈α, Tβ〉 α, β ∈ V (לכל T = T ∗ íא לעצמה צמודה תיקרא T הגדרה. לעצמה צמודה טרנספורמציה

C מעל לעצמה צמודה ט"ל סימטרית. טרנספורמציה נקראת R מעל לעצמה צמודה ט"ל סימטרית טרנספורמציה

הרמיטית. טרנספורמציה נקראת הרמיטית טרנספורמציה

.ïלעצמ צמודות ט"ל אלה ïלכ .I היא Iֿל הצמודה הט"ל ;0 היא ל0ֿ הצמודה הט"ל דוגמה.
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והמטריצה Tצמודהלעצמה íא הואאורתונורמלי, ונניחשהבסיסהנבחר למטריצות נעבור íא
.aji = aij i, j לכל אז ,A = (aij) íא כלומר, .A = A∗ אז ,A היא זה בסיס לפי שלה

íא סימטרית. A í"íא סימטרית T כלומר, .(aji = aij ) סימטרית המטריצה ,F = R íא
íנשי הרמיטית. מטריצה תכונה כזו ומטריצה ,aij = aji i, j לכל í"íא הרמיטית T ,F = C

.íממשיי להיות íחייבי ïהאלכסו איברי כל הרמיטית שבמטריצה לב

.(F = C) הרמיטיות T2ֿו T1 כאשר T1 + iT2 מהצורה היא T ט"ל כל :59 טענה

.(T + T ∗)∗ = T ∗ + T ∗∗ = T + T ∗ הרמיטית: היא T + T ∗ הוכחה.
T−T∗

i אבל .(T − T ∗)∗ = T ∗ − T ∗∗ = −(T − T ∗) הרמיטית: בהכרח אינה T − T ∗

.
(

T−T∗

i

)∗
= T∗−T

i
= T−T∗

i הרמיטית:

;T2 = T−T∗

2i ,T1 = T+T∗

2 ïנסמ .T = T+T∗+i( T−T∗
i )

2 = T+T∗

2 + iT−T∗

2i כעת:
.T = T1 + iT2ֿו הרמיטיות, ïשתיה

.T = 0 אז ,〈Tα, α〉 = 0 íמתקיי α ולכל לעצמה צמודה T íא :60 טענה

.〈Tα, β〉 = 0 α, β ∈ V שלכל נראה .R לגבי נוכיח תמיד; ïנכו זה ,Cֿב הוכחה.
〈Tα, β〉 + ïלכ .〈T (α+ β), α+ β〉 = 0 ⇐= 〈Tα, β〉 + 〈Tβ, α〉 = 0 ,α, β לכל
נקבל ïולכ ,R מעל סימטרית הסקאלארית המכפלה .〈β, T ∗α〉 = 〈Tα, β〉 + 〈β, Tα〉 = 0

כנדרש. ,〈Tα, β〉 = 0 ,ïמכא .〈Tα, β〉+ 〈Tα, β〉 = 0

.〈Tα, α〉 ∈ R α ∈ V לכל í"íא הרמיטית T ט"ל. T וֿ אוניטרי18 מרחב V יהי :61 משפט

.〈Tα, α〉 = 〈α, T ∗α〉 = 〈α, Tα〉 = 〈Tα, α〉 נקבל ,α ∈ V לעצמה, צמודה T íא הוכחה.
ממשי. הוא ïלכ לו, לצמוד שווה המספר

נקבל ;〈Tα, α〉 − 〈Tα, α〉 = 0 ,êשכ ïמכיוו ממשי. 〈Tα, α〉 α ∈ V שלכל נניח כעת
〈(T − T ∗)α, α〉 = 〈Tα, α〉 − 〈T ∗α, α〉

= 〈Tα, α〉 − 〈α, Tα〉
= 〈Tα, α〉 − 〈Tα, α〉
= 0

.T = T ∗ כלומר, .T − T ∗ = 0 קודמת ומטענה ,〈(T − T ∗)α, α〉 = 0 α לכל ïלכ

הרמיטיות ואנטי סימטריות אנטי טרנספורמציות 3.9.3

.T ∗ = −T íא (C (מעל אנטיֿהרמיטית או (R (מעל אנטיֿסימטרית נקראת T אנטיֿסימטרית/הרמיטיתהגדרה. טרנספורמציה 18.6.2007

או אנטיֿסימטרית היא אנטיֿהרמיטית או אנטיֿסימטרית טרנספורמציה של המטריצה
בהתאמה. אנטיֿהרמיטית,

אנטיֿהרמיטית. מטריצה היא
(

0 3+4i
4i−3 0

)
אנטיֿסימטרית; מטריצה היא

(
0 1
−1 0

)
דוגמה.

.C מעל לממ"פ הכוונה 18כזכור,
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.íאפסי רק ïבאלכסו יש אנטיֿסימטרית במטריצה :62 טענה

ואוניטריות אורתוגונליות טרנספורמציות 3.9.4

.(〈Tα, Tβ〉 = 〈α, β〉) הפנימית המכפלה על שומרת היא íא אוניטרית נקראת T הגדרה. אוניטרית/אורתוגונלית טרנספורמציה

אורתוגונלית. נקראת R מעל אוניטרית טרנספורמציה

.íוקטורי של (êאור) הנורמה על שומרת היא í"íא אוניטרית T

:íשקולי íהבאי íהתנאי :63 משפט
אוניטרית; T א.

;(T−1 = T ∗ (כלומר, T ∗T = TT ∗ = I ב.
א"נ; לבסיס א"נ בסיס כל מעבירה T ג.

א"נ. לבסיס כלשהו א"נ בסיס מעבירה T ד.

〈Tα, Tα〉 = 〈α, T ∗Tα〉 = ïלכ .〈Tα, Tα〉 = 〈α, α〉α לכל אז אוניטרית. T שֿ נניח הוכחה.
ïמכיוו .α לכל ïנכו זה .〈α, (T ∗T − I)α〉 = 0 ïלכ ,〈α, T ∗Tα〉 − 〈α, α〉 = 0 ,ïמכא .〈α, α〉
ממרחב ט"ל T .T ∗T = I ïולכ ,T ∗T − I = 0 קודמת טענה לפי לעצמה, צמודה T ∗T − Iֿש

,.TT ∗ = I íג ïלכ .T ∗ = T−1ֿו הפיכה T שֿ נובע ïלכ לעצמו, סוóֿמימדי
(Tε1, . . . , T εn)ֿונוכיחש בסיסא"נ, (ε1, . . . , εn) יהי .TT ∗ = T ∗T = I אז .ïנכו נניחשב'
התמונה ïלכ .〈Tεi, T εj〉 = 〈εi, T

∗Tεj〉 = 〈εi, Iεj〉 = 〈εi, εj〉 = δij א"נ. בסיס הוא íג
א"נ. בסיס היא

א"נ בסיס (ε1, . . . , εn) יהי וסיימנו. א' את גורר שד' נראה ד'. את גורר ג' טריוויאלי, ïבאופ
.〈Tα, Tβ〉 = 〈α, β〉 α, β שלכל נראה א"נ. לבסיס מעבירה T אשר

,β = b1ε1 + . . .+ bnεn .Tα = a1Tε1 + . . .+ anTεn אז ,α = a1ε1 + . . .+ anεn

ïמכיוו .〈α, β〉 = a1b1 + . . .+ anbn קודמת, טענה עלֿפי .Tβ = b1Tε1 + . . .+ bnTεn אז
.ïהשוויו íמתקיי ïלכ .〈Tα, Tβ〉 = a1b1 + . . .+ anbn íג א"נ, בסיס (Tε1, . . . , T εn) íשג

.A∗A = I íא (אורתוגונלית) אוניטרית נקראת (R (מעל C מעל ריבועית מטריצה הגדרה. אוניטרית/אורתוגונלית מטריצה

היא (אורתוגונלית) אוניטרית מטריצה שכל íמקבלי ïלכ ,AA∗ = Iֿש êלכ שקול זה תנאי
הפיכה.

í"íא (אורתוגונלית) אוניטרית T אז ,íמסויי א"נ לבסיס ביחס T את Aמייצגת íא :64 מסקנה
(אורתוגונלית). Aאוניטרית

מטריצת Aֿש êכ F מעל V ממ"פ íקיי í"íא (אורתוגונלית) אוניטרית מטריצה A :65 מסקנה
א"נ. íבסיסי ïבי המעבר

í"íא ïוכ הסטנדרטית המ"פ íע Fn של א"נ בסיס ïה שורותיה í"íא אוניטרית A :66 מסקנה
.Fnֿל א"נ בסיס עמודותיה
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.A∗ = (bij) ,A = (aij) נניח .AA∗ = I í"íא אוניטרית A לשורות. נוכיח הוכחה.
,i, j לכל ïלכ .bkj = ajkֿש íיודעי אנו .

∑n
i=1 aikbkj = δij i, j לכל í"íא AA∗ = I

בסיס היא ïומכא ,íאיברי n íע אורתונורמלית מערכת ïה השורות ïלכ .
∑n

k=1 aikajk = δij

.Fn של א"נ
השני. ïהכיוו מתקבל ïלכ ,êההפו ïבכיוו íג íתקפי אלה íטיעוני

Atאוניטרית, í"íאוניטריתאA ïלכ Atאוניטרית; íג שאAíאוניטרית (כתרגיל) לראות קל
א"נ. בסיס ïהA עמודות í"íא וזה – א"נ בסיס ïהAt שורות í"íא וזה

נורמליות טרנספורמציות 3.9.5

.T ∗T = TT ∗ íא נורמלית נקראת T נורמליתהגדרה. טרנספורמציה

נורמלית. היא לעצמה צמודה טרנספורמציה כל דוגמה.

נורמלית: היא ,C מעל ואנטיֿהרמיטית ,R מעל אנטיֿסימטרית טרנספורמציה כל דוגמה.
.TT ∗ = T (−T ) = −T ו2ֿ T ∗T = −TT = −T 2 אז T ∗ = −T

.T ∗T = I = TT ∗ כי נורמלית, היא אוניטרית טרנספורמציה כל דוגמה.

וקטוריו שכל א"נ בסיס V לֿ יש אז טרל"נ. T : V → V ,C מעל אוניטרי מרחב V יהי :67 משפט
נורמלית.19 T í"íא T של íעצמיי íוקטורי íה

.T של ו"ע íה וקטוריו שכל אורתונורמלי בסיס (α1, . . . , αn)ֿש נניח אחד, ïבכיוו הוכחה.
הוא ïהאלכסו על iֿה האיבר כאשר אלכסונית, A אז זה; בסיס לפי T של המטריצה A תהי
,ïמכא .AA∗ = A∗A ïולכ אלכסונית, A∗ בפרט, – A∗ = At íמתקיי .αiֿל íהמתאי הע"ע

נורמלית. T כלומר, – TT ∗ = T ∗T

שלה. ו"ע של א"נ בסיס שיש ונראה נורמלית T שֿ נניח השני, ïבכיוו

T ∗ של ו"ע α אז ,a לע"ע êהשיי שלה ו"ע αֿו נורמלית טרנספורמציה T íא :1.67 למה
.a לע"ע êהשיי

íמתקיי β וקטור לכל .Tα = aα הוכחה.

‖T ∗β‖2 = 〈T ∗β, T ∗β〉 = 〈β, TT ∗β〉 = 〈β, T ∗Tβ〉 = 〈Tβ, Tβ〉 = ‖Tβ‖2

נורמלית. T − aI íג ודאי נורמלית, T íא .T − aI בטרנספורמציה נסתכל כעת,

‖(T − aI)α‖ = ‖(T − aI)∗α‖ = ‖(T ∗ − aI)α‖ = ‖T ∗α− aα‖

ïולכ ,Tα− aα = 0 ,ïמכא .‖T ∗α− aα‖ = 0 íג ,‖Tα− aα‖ = ו0ֿ Tα = aα íא ïלכ
.αֿל êהשיי T של ע"ע a כלומר, .T ∗α = aα

קיימת ,C מעל נורמלית מטריצה A íא אחרות: íבמילי אלכסונית. T של המטריצה לפיו א"נ בסיס יש V לֿ 19כלומר,

אלכסונית. B = U−1AU = U∗AU שֿ êכ U אוניטרית מטריצה
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לזה. זה íניצבי íשוני לע"ע íהשייכי T של ו"ע אז נורמלית, ט"ל T íא :2.67 20.6.2007למה

:〈α, β〉 = 0 נוכיח .a 6= b ,Tβ = bβ ,Tα = aαֿש נניח הוכחה.
a〈α, β〉 = 〈aα, β〉 = 〈Tα, β〉 = 〈α, T ∗β〉 = 〈α, bβ〉 = b〈α, β〉

.〈α, β〉 = 0 ïלכ ,a 6= b אבל .(a− b)〈α, β〉 = 0 ,ïמכא

ו"ע יש T לֿ אז ט"ל. T : V → V תהי האפס. מרחב שאינו C מעל ממ"פ V יהי :3.67 למה
לפחות. אחד

C (כי לפחות אחד שורש לו יש ïלכ לפחות, 1 ממעלה הוא T של האופייני íהפולינו הוכחה.
ו"ע. יש ïלכ ע"ע, יש .T של ע"ע הוא כזה שורש אלגברית). סגור

נמצא Vl לכל .al של העצמי המרחב Vl יהי ,1 ≤ l ≤ k לכל .T של הע"ע כל a1, . . . , ak יהיו
.U = span

⋃k
l=1{εl

1, . . . , ε
l
nl
} יהי .(εl

1, . . . , ε
l
nl

) א"נ בסיס

.U של א"נ בסיס הוא
⋃k

l=1{εl
1, . . . , ε

l
nl
} :4.67 למה

כל של êהאור א"נ: מערכת הוא האיחוד שנית, .U את פורש זה איחוד כל, íקוד הוכחה.
íשניה כי ,〈εl

i, ε
l
j〉 = 0 ,i 6= j íוא כלשהו; א"נ לבסיס êשיי הוא כי ,1 הוא באיחוד וקטור

íה ïולכ בהאמה, ,Vl2 ובֿ Vl1 בֿ íנמצאי ε
l2
j וֿ εl1

i אז l1 6= l2 íוא ,Vl של א"נ בסיס באותו
בת"ל; היא א"נ, מערכת שזוהי ïמכיוו לזה. זה íניצבי ïולכ מזה, זה íהשוני לע"ע íהשייכי ו"ע

.T של ו"ע íאיברי שכל ,U של אורתונורמלי בסיס הוא האיחוד ïלכ

.U⊥ = שֿ{0} להוכיח די המבוקש. את קיבלנו ,U = V נוכיח íא .U ⊆ V כי íיודעי אנו

T (U⊥) ⊆ U⊥ :5.67 למה

וקטור לכל ניצב Tβֿש להראות יש כלומר, .Tβ ∈ U⊥ֿש ונוכיח ,β ∈ U⊥ יהי הוכחה.
β ∈ U⊥ אבל .〈εl

i, Tβ〉 = 〈T ∗εl
i, β〉 = al〈εl

i, β〉 :εl
i לכל ניצב Tβֿש להוכיח די .U בֿ

.T (U⊥) ⊆ U⊥ֿו Tβ ∈ U⊥ ïלכ .〈εl
i, Tβ〉 = ו0ֿ ,〈εl

i, β〉 = 0 ïלכ ,εl
i ∈ U וֿ

:U⊥ֿל T של íבצמצו ונסתכל U⊥ 6= שֿ{0} בשלילה נניח .U⊥ = {0} להוכיח רצינו
β ∈ U⊥ .βֿב נסמנו .U⊥ֿב ו"ע T לֿ′ יש קודמת, מלמה .U⊥ על נורמלית ט"ל היא T ′ = T |U⊥

ו"ע β אבל .β ∈ U ∩ U⊥ = {0} ïלכ ,U בֿ íנמצאי T של הו"ע כל בסתירה: – T של ו"ע והוא
.β 6= 0 ïולכ

– אז נורמלית. ט"ל T : V → V ותהי ,F מעל ממ"פ V יהי :68 משפט
;íממשיי íה Cֿב íהנמצאי האופייני íהפולינו שורשי כל í"íא לעצמה צמודה T א.

.1 מוחלט êער בעלי íה Cֿב íהנמצאי האופייני íהפולינו שורשי כל í"íא אוניטרית T ב.

המשפט לפי כזה, íקיי) íמסויי א"נ בבסיס T את המייצגת אלכסונית מטריצה A תהי הוכחה.
אז .(íהקוד

A =

 a1 0 ··· 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 ··· 0 an


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האופייני. íהפולינו שורשי íה a1, . . . , an כאשר
ai = ai 1 ≤ i ≤ n לכל íא לעצמה צמודה T כלומר, .A = A∗ í"íא לעצמה צמודה T (א)

ממשי. ai כלומר, –
í"íא כלומר ,AA∗ = I í"íא אוניטרית T (ב) a1a1 0 ··· 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 ··· 0 anan

 = I

.|ai| = 1 כלומר ,aiai = |ai|2 = 1 כלומר,

נורמלית. TU אז .TU = UT íג נניח אוניטרית; U וֿ לעצמה צמודה ט"ל T שֿ נניח :69 טענה 25.6.2007

שני, מצד .(TU)(TU)∗ = TUU∗T ∗ = T (I)T ∗ = TT ∗ = T 2 נקבל אחד, מצד הוכחה.
.(TU)∗(TU) = (UT )∗(UT ) = T ∗U∗UT = T ∗T = T 2 נקבל

êכ U אוניטרית וטרנספורמציה T לעצמה צמודה טרנספורמציה יש נורמלית, S íא :70 טענה
.S = TU = UT שֿ
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.F לֿ V מֿ ט"ל הוא V על לינארי פונקציונל ,F מעל מרחב V íא הגדרה. לינארי פונקציונל

.ϕ(α) = 0 íמקיי α שלכל ϕ הפונקציונל הוא האפס פונקציונל דוגמה.
לינארי. פונקציונל היא kֿה הקואורדינטה על הטלה ,Fnֿב

ϕ(x1, . . . , xn) = a1x1 + . . .+anxn עלֿידי ϕהמוגדר : V → F הפונקציונל ,Fnֿב
לינארי. פונקציונל הוא (a1, . . . , an ∈ F (עבור

לינארי: פונקציונל היא íבפולינומי a ∈ F של ההצבה ,F הפולינומיíמעל מרחב ,F [x]ֿב
.ϕ(p) = p(a) íמקיי p íפולינו שלכל ϕ : F [x] → F הפונקציונל כלומר,

לינארי. פונקציונל הוא ϕ(α) = 〈α, β〉 אז .β ∈ V ממ"פ, V יהי
רק ïנכו זה ,C מעל êא הסימטריות; בגלל ,R מעל לינארי פונקציונל הוא ψ(α) = 〈β, α〉

.(ψ(zα) = 〈β, zα〉 = z〈β, α〉) ההרמיטיות בגלל ,β = 0 íא

.ϕ(0) = 0 אז לינארי, פונקציונל ϕ íא א. :71 טענה

לינארי פונקציונל ϕ כלומר, .íלינאריי íצירופי על שומר הוא í"íא לינארי פונקציונל ϕ ב.
.ϕ(a1α1 + . . .+ anαn) = a1ϕ(α1) + . . .+ anϕ(αn) í"íא

בחירה לכל אז .V של בסיס (α1, . . . , αn) ויהי ,F מעל n ממימד מ"ו V יהי :72 משפט
1 ≤ k ≤ n שלכל êכ ϕ יחיד לינארי פונקציונל íקיי F êמתו a1, . . . , an íסקאלארי של

.ϕ(αk) = ak

לינאריות. לטרנספורמציות המקביל המשפט של פרטי מקרה זה הוכחה.

אז ,ϕ(αk) = 0 k לכל íהמקיי לינארי פונקציונל ϕ ,V של בסיס α1, . . . , αn íא :73 מסקנה
.ϕ ≡ 0

.ϕ(α) 6= ש0ֿ êכ ϕ לינארי פונקציונל íקיי V בֿ α 6= 0 וקטור לכל :74 מסקנה

פונקציונל יש המשפט, לפי .(α1, . . . , αn) לבסיס íונשלי α1ֿל α של שמו את נשנה הוכחה.
.ϕ(α) 6= 0 כלומר ,ϕ(α1) 6= ש0ֿ ברור אז ;ϕ(αk) = 1 k שלכל êכ לינארי

יחידה להצגה ïנית V על לינארי פונקציונל כל .V של בסיס α1, . . . , αn יהי :75 מסקנה
ïה x1, . . . , xnֿו íקבועי íסקאלארי a1, . . . , an כאשר ,ϕ(α) = a1x1 + . . . + anxnֿכ

הבסיס.20 לפי α של הקואורדינטות

,α = x1α1 + . . .+xnαn אז .α ∈ V יהי .ai = ϕ(αi) ïנסמ לינארי. ϕפונקציונל יהי הוכחה.
ברורה. היחידות .ϕ(α) = a1x1 + . . .+ anxn ואז

íמתקייα = x1α1 + . . .+xnαn שלכל êכ יחיד ïבאופ íהנקבעי a1, . . . , an ∈ F ϕיש פונקציונל לכל 20כלומר,

.ϕ(α) = a1x1 + . . . + anxn
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הדואלי המרחב 4.1

,V לֿ הדואלי המרחב נקרא (hom(V, F )) V מעל íהלינאריי íהפונקציונלי מרחב דואליהגדרה. מרחב

.V ∗ וסימונו

.dim hom(V, F ) = dimV · dimF :n הוא V ∗ של המימד íג אז nֿמימדי, הוא V íא
.V לֿ∗ איזומורפי V ïלכ

דואלי בסיס :(α1, . . . , αn)ֿל Vשייקראהבסיסהדואלי ∗ בסיסשל נבנה ;V בסיסשל (α1, . . . , αn) יהי
1 ≤ j ≤ n לכל íהמקיי α∗i יחיד לינארי פונקציונל íקיי 1 ≤ i ≤ n לכל ,íקוד ממשפט

.α∗i (αj) = δij

.V ∗ של בסיס (α∗1, . . . , α
∗
n) :76 טענה

α1 נציב .a1α
∗
1 + . . .+ anα

∗
n = ש0ֿ נניח איֿתלות. נוכיח כל, íקוד בסיס. שזה נוכיח הוכחה.

íהמחוברי כל .a1α
∗
1(α1)+ . . .+anα

∗
n(α1) = 0 ïלכ .(a1α

∗
1 + . . .+anα

∗
n)(α1) = 0 ונקבל

ïלכ .a2 = . . . = an = ש0ֿ íמראי דומה ïבאופ .a1 = 0 íמקבלי ïלכ ,ïלראשו פרט 0 íה
בסיס. זה ïלכ nֿמימדי; שהוא ,V בֿ∗ בת"ל íוקטורי n קיבלנו בת"ל. α∗1, . . . , α∗n

dimV ∗ = סופי, ממימד V íא .V על íהלינאריי íהפונקציונלי מרחב V ∗ ,F מעל מ"ו V 27.6.2007

.dimV

,B∗ = (α∗1, . . . , α
∗
n) על דיברנו .V של בסיס B = (α1, . . . , αn) יהי .dimV = n נניח

.(α∗i (αj) = δij ) V ∗ של הדואלי הבסיס

הדואלי. הבסיס שהוא V ∗ של בסיס (α∗1, . . . , α
∗
n)ֿו V של בסיס (α1, . . . , αn) יהי :77 מסקנה

אזי ,α∗ = a1α
∗
1 + . . .+ anα

∗
n ,α = x1α1 + . . .+ xnαn íא .α∗ ∈ V ∗ ויהי α ∈ V יהי

.α∗(α) = a1x1 + . . .+ anxn

,α∗(α) = (a1α
∗
1 + . . . + anα

∗
n)(x1α1 + . . . + xnαn) = a1x1 + . . . + anxn הוכחה.

.α∗i (αj) = δijֿש ïמכיוו

.ϕ(α) íבמקו 〈ϕ, α〉 íכותבי íלעתי
íנגדי .V ∗ של הדואלי המרחב יהיה V וֿ∗∗ ,V לֿ הדואלי המרחב הוא V ∗ סופי, מרחב V íא
êכ α לינארי פונקציונל נגדיר .α ∈ V יהי :F לֿ V מֿ∗ לינארי פונקציונל כלומר, – V ∗∗ של איבר

.〈α, ϕ〉 = 〈ϕ, α〉 ϕ ∈ V ∗ שלכל
כנדרש, דומה): הבדיקה בסקאלאר כפל (עבור חיבור עבור נבדוק לינארי? פונקציונל זה מדוע

.〈α, ϕ1 + ϕ2〉 = 〈ϕ1 + ϕ2, α〉 = 〈ϕ1, α〉+ 〈ϕ2, α〉 = 〈α, ϕ1〉+ 〈α, ϕ2〉 נקבל

íקיי ψ ∈ V ∗ לכל ,(dimV = dimV ∗ = dimV ∗∗ (ואז סופי מימד בעל V íא :78 משפט
.(íקוד בדוגמה שהגודר (כפי ψ = αֿש êכ α ∈ V

íא ראשית, .V בֿ∗∗ α1, . . . , αn íבווקטורי נסתכל .V של בסיס α1, . . . , αn יהי הוכחה.
כתרגיל.) (הוכחה .a1α1 + . . .+ anαn = a1α1 + . . .+ anαn אז ,a1, . . . , an ∈ F
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תרגיל.) כעוד (הוכחה בת"ל. α1, . . . , αn íג בת"ל, α1, . . . , αn íא שנית,
המימד .α מהצורה íה איבריו שכל V ∗∗ של תתֿמרחב הוא span{α1, . . . , αn}ֿש קיבלנו
V בֿ∗∗ וקטור כל כלומר, כולו. V ∗∗ הוא זה תתֿמרחב ïלכ ,V ∗∗ כשל ,n הוא זה תתֿמרחב של

.α ∈ V עבור α מהצורה הוא

.V Vלֿ∗∗ מֿ האיזומורפיזíהטבעי –íאיזומורפיז בבירור Vהיא Vלֿ∗∗ αמֿ 7→ αההעתקה
,ïכמוב .〈ϕ, α〉 íבמקו 〈α, ϕ〉 íולרשו ,V ∗∗ íע V ואת α íע α את לזהות אפשר זו, מתכונה

.〈α, ϕ〉 = 〈ϕ, α〉

íמאפסי 4.2

íא α את מאפס ϕֿש נאמר ,ϕ ∈ V ∗ ,α ∈ V íא .F מעל סופי מימד בעל וקטורי מרחב V יהי
.〈ϕ, α〉 = 0

כל את íהמאפסי íהלינאריי íהפונקציונלי קבוצת הוא A של המאפס .A ⊆ V תהי הגדרה. מאפס

.A0 = {ϕ ∈ V ∗ : ∀α ∈ A ϕ(α) = 0} כלומר, .A איברי

y íמסויי עמודה בווקטור הכפל .F מעל n êבאור השורה וקטורי מרחב V יהי דוגמה.
תהי .V על íהלינאריי íהפונקציונלי כל ואלה ,x · (yt) לינארי פונקציונל הוא n êבאור
מערכת את íהפותרי x העמודה וקטורי קבוצת היא A0 .A = {a1, . . . , ak} ⊆ V

מערכת של הפתרונות מרחב הוא A0 כלומר, .a1x
t = 0, . . . , akx

t = 0 המשוואות
המתאימה. ההומוגנית המשוואות

B0 = {α ∈ V : ∀ϕ ∈ הוא B של המאפס .B ⊆ V ∗ תהי .V כשל ומימדו מרחב, V ∗ íג
.B 〈α, ϕ〉 = 〈ϕ, α〉 = 0}

.{0}0 = V ∗ ,V 0 = {0} דוגמה.

.B0 ⊆ A0 Aאז ⊆ B íא :79 טענה

ïולכ ,〈ϕ, α〉 = 0 íג α ∈ A לאל ודאי ïלכ .〈ϕ, α〉 = 0 α ∈ B לכל אז ,ϕ ∈ B∗ íא הוכחה.
.B0 ⊆ A0ֿו ϕ ∈ A0

.A0 = (spanA)0 :80 טענה

.〈ϕ, β〉 = 0 β ∈ spanA שלכל נראה .〈ϕ, α〉 = 0 α ∈ A לכל אז ,ϕ ∈ A0 íא הוכחה.
.α1, . . . , αn ∈ A כאשר β = a1α1 + . . .+ anαn

ϕ ∈ ïלכ .〈ϕ, β〉 = 〈ϕ, a1α1 + . . .+ anαn〉 = a1〈ϕ, α1〉 + . . . + an〈ϕ, αn〉 = 0

.A0 ⊆ (spanA)0 כלומר, .(spanA)0

.ïהשוויו מתקבל ïומכא ,(spanA)0 ⊆ A0 הקודמת, הטענה לפי אז ;A ⊆ spanA כידוע,

.A ⊆ A00 :81 טענה
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.A ⊆ A00ֿש וקיבלנו ,α ∈ A00 ïלכ .〈ϕ, α〉 = 〈α, ϕ〉 = 0 ϕ ∈ A0 לכל ,α ∈ A íא הוכחה.

.V ∗ של A0תתֿמרחב :82 טענה

ïלכ .〈ϕ2, α〉 = ו0ֿ 〈ϕ1, α〉 = 0 íמתקיי α ∈ A לכל אז ϕ1, ϕ2 ∈ A0 íא .0 ∈ A0 הוכחה.
בסקאלאר. כפל עבור íמראי דומה ïבאופ .ϕ1 + ϕ2 ∈ A0 ïולכ ,〈ϕ1 + ϕ2, α〉 = 0

.dimU + dimU0 = n אז ,V של תתֿמרחב U וֿ dimV = n íא :83 משפט

:V של לבסיס אותו íנשלי .U של בסיס (α1, . . . , αr) ויהי ,dimU = rֿש נניח הוכחה.
.(ϕ1, . . . , ϕr, ϕr+1, . . . , ϕn) ,V ∗ של הדואלי בבסיס נסתכל .(α1, . . . , αr, αr+1, . . . , αn)

.U0 של בסיס הוא (ϕr+1, . . . , ϕn) :1.83 למה

את íפורשי íשה נוכיח מבסיס. חלק íה כי ,íבלתיֿתלויי (ϕr+1, . . . , ϕn) ראשית, הוכחה.
.U0

מהצורה הוא U בֿ איבר כל .ϕk(αi) = 0 ,1 ≤ i ≤ r ולכל r + 1 ≤ k ≤ n לכל 2.7.2007

ïלכ .ϕk(α) = a1ϕk(α1) + . . . + arϕk(αr) = 0 ïלכ ,α = a1α1 + . . . + arαr

.span{ϕr+1, . . . , ϕn} ⊆ U0

.1 ≤ i ≤ r ,αi נבחר .ϕ = a1ϕ1 + . . . + anϕn אז .ϕ ∈ U0 יהי ,êההפו ïבכיוו
〈ϕ, αi〉 =

∑n
j=1 aj〈ϕj , αi〉 = שני ומצד ,(α ∈ U וֿ ϕ ∈ U0 (כי 〈ϕ, αi〉 = 0 אז

ïולכ ,ϕ = ar+1ϕr+1 + . . .+ anϕn אז .ai = 0 1 ≤ i ≤ r לכל ïלכ .
∑n

j=1 ajδji = ai

.ϕ ∈ span{ϕr+1, . . . , ϕn}
היא ïלכ ,U0 את שפורשת בלתיֿתלויה קבוצה ϕr+1, . . . , ϕn ïלכ כנדרש. ,ïשוויו קיבלנו

.U0 של בסיס

כנדרש. ,dimU0 = n− rֿש ברור

.U00 = U אז תתֿמרחב, U íא :84 מסקנה

משפט, אותו לפי .dimU0 = n − r אז ,dimU = r íא .U ⊆ U00ֿש íיודעי אנחנו הוכחה.
ïולכ במימד, לו ושווה U0 של תתֿמרחב U אז .dimU00 = n− dimU0 = n− (n− r) = r

.U = U00

.A00 = spanA ,A ⊆ V íא :85 מסקנה

.A00 = (spanA)00 = spanA ïלכ ,A0 = (spanA)0ֿש למדנו הוכחה.

.íשוני U0
2 ,U0

1 אז ,íשוני íתתיֿמרחבי U2ֿו U1 íא :86 מסקנה

.U1 = U2 כלומר ,U00
1 = U00

2 אז U0
1 = U0

2 íא הוכחה.

.(U1 + U2)0 = U0
1 ∩ U0

2 (2) ;(U1 ∩ U2)0 = U0
1 + U0

2 (1) :87 משפט
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תתֿמרחב, הוא ïימי óאג .U0
1 , U

0
2 ⊆ (U1∩U2)0 ïלכ .U1∩U2 ⊆ U2 ,U1∩U2 ⊆ U1 הוכחה.

.U0
1 + U0

2 ⊆ (U1 ∩ U2)0 ïלכ
נציב .(U0

1 ∩ U0
2 )0 ⊆ U1 + U2 ïולכ (U1 + U2)0 ⊆ U0

1 ∩ U0
2 ïלכ ,U1, U2 ⊆ U1 + U2

.(1) הטענה זו .ïשוויו ïולכ הדדית, הכלה קיבלנו .(U1 ∩ U2)0 ⊆ U0
1 + U0

2 ונקבל íהמאפסי את
מאפס ניקח .(U0

1 ∩ U0
2 )0 = U1 + U2 ïלכ ,(U0

1 ∩ U0
2 )0 = U00

1 + U00
2 íג ïנכו ,ïמכא

.(2) הטענה זו .U0
1 ∩ U0

2 = (U1 + U2)0 ונקבל íהאגפי משני
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