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שדות 1

שדות 1

íוהרציונאליי íהשלמי íהמספרי – Qֿו Z 1.1

התכונות:1 מתקיימות חיבור. פעולת Z = {. . . ,−1, 0, 1, . . בֿ{. מוגדרת 22.10.2006

(סגירות) a + b = cֿש êכ יחיד c ∈ Z íקיי a, b ∈ Z לכל ח1ֿ.
(óחילו – (קומוטטיביות a + b = b + a ,a, b ∈ Z לכל ח2ֿ.

(õקיבו – (אסוציאטיביות (a + b) + c = a + (b + c) ,a, b, c ∈ Z לכל ח3ֿ.
אפס) איבר íקיו) a + 0 = a ,a ∈ Z שלכל êכ 0 ∈ Z איבר íקיי ח4ֿ.

(íנגדיי íאיברי íקיו) a + b = ש0ֿ êכ b ∈ Z íקיי a ∈ Z לכל ח5ֿ.

הבאות: התכונות מתקיימות כפל. פעולת íג מוגדרת
(סגירות) a · b = cֿש êכ יחיד c ∈ Z íקיי a, b ∈ Z לכל כ1ֿ.

(קומוטטיביות) a · b = b · a ,a, b ∈ Z לכל כ2ֿ.
(אסוציאטיביות) (a · b)c = a(b · c) ,a, b, c ∈ Z לכל כ3ֿ.

יחידה) איבר íקיו) a · 1 = a ,a ∈ Z שלכל êכ 1 ∈ Z איבר íקיי כ4ֿ.
פילוג) – (דיסטריבוטיביות a(b + c) = ab + ac ,a, b, c ∈ Z לכל כֿח.

כפל.2 עבור Zֿב מתקיימת אינה לח5ֿ מקבילה תכונה
מתקיימות .Z ⊆ Q .íהרציונאליי íהמספרי קבוצת – Q = {a

b | a, b ∈ Z, b 6= 0} נגדיר
óובנוס הנ"ל, התכונות כל

(íהפכיי íאיברי íקיו) a · b = ש1ֿ êכ b ∈ Q íקיי 0 6= a ∈ Q לכל כ5ֿ.

שדות 1.2

התכונות מתקיימות íא שדה נקראת ו"כפל" "חיבור" פעולות מוגדרות עליה F קבוצה שדההגדרה.

הבאות:
∀a, b ∈ F ∃!c ∈ F : a + b = c ח1ֿ.

∀a, b ∈ F a + b = b + c ח2ֿ.
∀a, b, c ∈ F (a + b) + c = a + (b + c) ח3ֿ.

∃0F ∈ F : ∀a ∈ F a + 0F = a ח4ֿ.
∀a ∈ F ∃b ∈ F : a + b = 0F ח5ֿ.
∀a, b ∈ F ∃!c ∈ F : a · b = c כ1ֿ.

∀a, b ∈ F a · b = b · a כ2ֿ.
∀a, b, c ∈ F (ab)c = a(bc) כ3ֿ.

∃1F ∈ F : ∀a ∈ F a · 1F = a כ4ֿ.

אקסיומות. ïאינ אלו להוכחה; ïנית Zֿב אלו תכונות í1קיו
חוג. נקראת דלעיל התכונות את שמקיימת 2קבוצה
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שדות שדות1.2 1

∀a ∈ F a 6= 0 =⇒ ∃b ∈ F : ab = 1F כ5ֿ.
∀a, b, c ∈ F a(b + c) = ab + ac כֿח.

פעולות: נגדיר .F = {], [} קבוצה תהי והבמול). הדיאז (שדה 25.10.2006דוגמה

+ ] [

] ] [

[ [ ]

· ] [

] ] ]

[ ] [

(ח2ֿ, קומוטטיביות הפעולות; הגדרת לפי מתקיימת, כ1ֿ) (ח1ֿ, סגירות שדה: ïאכ זהו
הוא (כ4ֿ) היחידה ואיבר ] הוא (ח4ֿ) האפס איבר הטבלאות; סימטריות לפי מתקיימת, כ2ֿ)
– (כ5ֿ) הפכי ואיבר – −[ = [ ,−] = ] – (ח5ֿ) íנגדיי íאיברי íקיימי הטבלאות; לפי ,[
(ח3ֿ, האסוציאטיביות תכונות íקיו את הפכי). לו מוגדר לא ïלכ האפס, איבר הוא ]) [−1 = [

האפשרויות. כל בדיקת לפי להראות ïנית (כֿח) והדיסטריבוטיביות כ3ֿ)
שהוא מספר בעל שדה להגדיר אחת êדר רק ישנה רנדומאלית: אינה זו שדה הגדרת
שאינו íאיברי מספר בעל שדה ïואי) השדות מתורת משפט עלֿפי ,íאיברי של חזקתֿראשוני

שדה. יתקבל לא [ + [ 6= ] íשא ולראות לנסות ïנית חזקתֿראשוני);

.íיחידי בשדה היחידה ואיבר האפס איבר :1 משפט

a + 0F = a íמתקיי a ∈ F לכל .F השדה של íהאפסי 0F ,0′Fֿש נניח האפס). (יחידות הוכחה
êבהסתמ) 0F = 0F + 0′F = 0′F + 0F = 0′F íמתקיי ,a = 0F עבור בפרט, ïלכ ;a + 0′F = aֿו

.0F = 0′F כלומר, – (0Fֿו 0′F נייטרליות על

הפכי יש 0 6= a ∈ F ולכל יחיד (a + b = 0F íהמקיי b (איבר נגדי יש a ∈ F לכל :2 משפט
יחיד. (ab = 1F íהמקיי b (איבר

a + b = 0F íשמתקיי êכ b, b′ ∈ F íאיברי שני שיש נניח .a ∈ F יהי הנגדי). (יחידות הוכחה
מהאסוציאטיביות, .b + (a + b) = b + (a + b′) :íהאגפי לשני 3b óנוסי .a + b′ = 0Fֿו
הנגדי, מתכונת ;(a + b) + b = (a + b) + b′ מהקומוטטיביות, ;(b + a) + b = (b + a) + b′

.b = b′ האפס, ומנייטרליות ,0F + b = 0F + b′

אבל חובה, בגדר אינה זו דרישה .1F 6= 0F הדרישה את השדה לדרישות óנוסי

.a = 0 ,a ∈ F לכל אז ,1F = 0F F בשדה íא :3 טענה
4.a · 0F = 0 ,a ∈ F לכל אז שדה. F יהי :1.3 למה הוכחה.

.a · 0F = a · (0F +0F) = a · 0F +a · 0F ומהפילוג, האפס מנייטרליות .a ∈ F יהי הוכחה.

.a · 0F + (−(a · 0F)) = a · 0F + a · 0F + (−(a · 0F)) נקבל ;−a · 0F íהאגפי לשני נחבר

להוכיח. שעלינו מה זה והרי ביחידות, êכרו זה ïסימו –−a לכתוב זה, בשלב ,ïנית 3לא
מספר. להיות חייב לא a – טריוויאלית טענה אינה 4זו
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שדות שדה1 תכונות 1.3

מתכונת ,ïולכ a · 0F + (−(a · 0F)) = a · 0F + (a · 0F + (−a · 0F)) מהאסוציאטיביות,
.0F = a · 0F הנגדי,

כנדרש. ,a = a · 1F = a · 0F = 0 אז .a ∈ F יהי .1F = 0F ,F שבשדה נניח כעת,

שדה תכונות 1.3

.a, b, c ∈ F ויהיו שדה F יהי

a · 0F = 0F א.
(−1F)a = −a ב.

של הנגדי הוא −aֿש ïכיוו הנגדי, יחידות עלֿפי .(−1F)a = −a להוכיח êצרי הוכחה.
מספיק ïלכ .(−1F)a = −a íשמתקיי נקבל a של נגדי הוא óא (−1F)aֿש נוכיח íא ,a
.a + (−1F)a = a(1F + (−1F)) = a · 0F = 0F כלומר ,a + (−1F)a = 0F להוכיח

a(−b) = (−a)b = −(ab) ג.
−(−a) = a ד.

(−a)(−b) = ab ה.
5−(a + b) = −a− b ו.
a(b− c) = ab− ac ז.

6(a 6= 0F) (a−1)−1 = a ח.
(a, b 6= 0F) (ab)−1 = a−1b−1 ט.

a + c = b + c =⇒ a = b י.
(a 6= 0F) ab = ac =⇒ b = c יא.

ab = 0F =⇒ a = 0F ∨ b = 0F יב.

n מודולו השאריות שדה – Zn 1.4

שארית: íע nֿב m טבעי מספר כל לחלק ïנית .1 < n ∈ N יהי שארית): íע (חילוק 4 משפט 29.10.2006

.m = qn + r ∧ 0 ≤ r < nֿש êכ יחיד r ,q íקיימי

למשל, דוגמה.
m q n r

13 = 4 · 3 + 1

14 = 4 · 3 + 2

15 = 5 · 3 + 0

.a + (−b)ֿל íמתכווני ,a− b íכותבי 5כאשר
.íקיי íא ,a של להפכי íמתכווני ,a−1 íכותבי 6כאשר
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n מודולו השאריות שדה – Zn שדות1.4 1

וניקח nֿב נחלק ,íאות נחבר ,Zֿמ íמספרי שני נבחר íא .Zn = {0, 1, . . . , n− 1} נגדיר
a + b = qn + r נכתוב ,a, b ∈ Z íא :n מודולו חיבור נגדיר .Znֿב מספר נקבל השארית, את
ואז a · b = qn + r נכתוב ,a, b ∈ Z עבור :Znֿב כפל נגדיר דומה, ïבאופ .a +n b = r ונגדיר

.a ·n b = r

,n = 2 עבור דוגמה.

+2 0 1

0 0 1

1 1 0

·2 0 1

0 0 0

1 0 1

שדה. שמתקבל ראינו כבר בה והבמול, הדיאז דוגמת את שוב נקבל 1 = [ ,0 = ] ïנסמ íא

,n = 4 עבור דוגמה.

+4 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

·4 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

עלֿפי .2 של ההפכי הוא 0 6= a ∈ Z4ֿש בשלילה נניח :2−1 íקיי לא – שדה אינו זהו
a·40 = (a·42)·42 ,õמחוקהקיבו ;a·40 = a·4(2·42) בaֿונקבל נכפיל .0 = 2·42 הטבלה,

סתירה. – 0 = 1 ·4 2 ,2 של ההפכי aֿש ההנחה ועלֿפי

íא כלומר, ;nֿב a של חלוקה עלֿידי המתקבלת השארית את [a]nֿב ïנסמ .a ∈ N יהי הגדרה.
.a ≡ a′ (mod n) נכתוב ,(a− a′ = qn) n בכפולת íנבדלי a′ ,a íא .[a]n = r ,a = qn + r

.[a]n = [a′]n í"íא a ≡ a′ (mod n) :5 טענה

êכ עלֿפי íג זאת לראות אפשר .31 − 16 = 15 = 3 · 5 כי 31 ≡ 16 (mod 5) דוגמה.
.16 = 3 · 5 + ו1ֿ 31 = 6 · 5 + ש1ֿ

:nֿב a את נחלק .a = a′ + qn ïולכ a − a′ = qn אז .a ≡ a′ (mod n)ֿש נניח הוכחה.
a′ של החלוקה שארית כלומר, – a′ = (k − q)n + [a]n ,ïמכא .a′ + qn = a = kn + [a]n

כתרגיל.) – השני ïהכיוו) .[a]n = [a′]n ïולכ ,[a]n היא nֿב

.a ≡ [a]n (mod n) ,a ∈ N לכל :6 טענה

.a ≡ [a]n (mod n) ïולכ ,a− [a]n = qn אז .a = qn + [a]n נכתוב .a ∈ N יהי הוכחה.

.(a + b) ≡ (a′ + b′) (mod n) זא ,b ≡ b′ (mod n)ֿו a ≡ a′ (mod n) íא :7 טענה
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שדות 1n מודולו השאריות שדה – Zn 1.4

ונקבל המשוואות את נחבר ;b− b′ = k2nֿו a− a′ = k1n ïלכ .b ≡ b′ ,a ≡ a′ נניח הוכחה.
.(a + b) ≡ (a′ + b′) (mod n) אז .(a + b)− (a′ + b′) = (k1 + k2)n

(כ5ֿ). לכפל הפכי íלקיו (אולי) פרט השדה תכונות כל את íמקיי Zn ,1 < n ∈ N לכל :8 משפט 1.11.2006

התכונות: íקיו את נבדוק הוכחה.
a+ b של nֿב החלוקה ששארית מבטיח שארית íע החילוק משפט ,a, b ∈ Zn íא סגירות: ח1ֿ.

.Znֿב מספר היא
.a +n b = [a + b]n = [b + a]n = b +n a ïלכ ,a + b = b + a קומוטטיביות: ח2ֿ.

.(a +n b) +n c = a +n (b +n c) צ"ל אסוציאטיביות: ח3ֿ.
íמתקיי ו6ֿ, 7 מטענות .(a +n b) +n c = [[a + b]n + c]n נקבל +n הפעולה מהגדרת
.[[a + b]n + c]n = [(a + b) + c]n ,5 טענה עלֿפי ïלכ ,[a + b]n + c ≡ (a + b) + c

ו6ֿ, 7 טענות ועלֿפי ,[(a + b) + c]n = [a + (b + c)]n Zנקבל מאסוציאטיביות
אז .[a + (b + c)]n = [a + [b + c]n]n ,5 מטענה ,ïולכ a + (b + c) ≡ a + [b + n]n

.(a +n b) +n c = a +n (b +n c)

a +n 0 = [a + 0]n = [a]n = a אפס: איבר íקיו ח4ֿ.
a+n (n−a) =íמתקיי אז 7.−a = n−aניקח ;0 6= a ∈ Zn יהי :íנגדיי íאיבריíקיו ח5ֿ.

.−a = 0 ניקח ,a = 0 íא .[a + (n− a)]n = [n]n = 0

a · b של nֿב החלוקה ששארית מבטיח שארית íע החילוק משפט ,a, b ∈ Zn íא סגירות: כ1ֿ.
.Znֿב מספר היא

a ·n b = [ab]n = [ba]n = b ·n a קומוטטיביות: כ2ֿ.
אסוציאטיביות: כ3ֿ.

אז b ≡ b′ (mod n)ֿו a ≡ a′ (mod n) íא .a, a′, b, b′ ∈ Zn יהיו :1.8 למה
.ab ≡ a′b′

– אז .b− b′ = k2nֿו a− a′ = k1n אז .b ≡ b′ֿו a ≡ a′ נניח הוכחה.
ab− a′b′ = ab− a′b + a′b− a′b′

= b(a− a′) + a′(b− b′)

= b · k1n + a′ · k2n

= (b · k1 + a′ · k2)n

.ab ≡ a′b′ ïולכ

החיבור. אסוציאטיביות להוכחת דומה ïבאופ íממשיכי
∀a ∈ Zn a ·n 1 = [a · 1]n = [a]n = a יחידה: איבר íקיו כ4ֿ.

כתרגיל. .a ·n 1 = [a · 1]n = [a]n = a צ"ל החיבור: מעל הכפל דיסטריבוטיביות כֿח.
מתקיימת תמיד לא :íהפכיי íאיברי íקיו כ5ֿ.

.Znֿל õמחו מוגדרת אינה זו פעולה a−כי = [n− a]n להגדיר 7איֿאפשר

9



שדה של ïהמציי שדות1.5 1

.kl = pֿש êכ (k, l ∈ N) 1 < k ,l < p ïאי íא ראשוני נקרא 1 < p ∈ N הגדרה.
פריק. נקרא p אחרת,

ïבאופ להצגה ïנית 1 < n ∈ N מספר כל האריתמטיקה): של היסודי (המשפט 9 משפט
.íראשוניי íגורמי כמכפלת (íהגורמי סדר (עדֿכדי יחיד

.n של או m של íגור p mnאז של íגור p íא .m,n ∈ N ראשוני, מספר p יהי :10 טענה

,m = pt1
1 . . . ptk

k :íראשוניי כמכפלת nֿו m את נציג .mn של íגור pֿש נניח הוכחה.
íע מתלכד הוא ,mn של íגור p íא .mn = pt1

1 . . . ptk

k qr1
1 . . . qrl

l אז .n = qr1
1 . . . qrl

l

íגור p ,ïהראשו במקרה .p = qj או p = pi כלומר, – mnֿב íהראשוניי íהמספרי אחד
.n של בשני, ;m של

שדה. אינו Zn ראשוני, אינו n ∈ N íא :11 טענה

.l ·n k = [lk]n = [n]n = ו0ֿ ,k, l ∈ Zn אז .1 < k ,l < n כאשר n = kl הוכחה.
לפי אבל .l ·n (k ·n x) = lֿו ,k ·n x = 1 אז .Znֿב k של ההפכי הוא x כי בשלילה נניח
סתירה.8 – 0 = lֿש קיבלנו .l ·n (k ·n x) = (l ·n k) ·n x = 0 ·n x = 0 האסוציאטיביות

שדה. Zn ראשוני, n ∈ N íא :12 טענה

נוכיח ;0 6= k ∈ Zn יהי .íהפיכי íאיברי íלקיו פרט התכונות, כל את הוכחנו הוכחה.
ïאי זו בקבוצה íא .k ·n 0, k ·n 1, . . . , k ·n (n−1) :íהבאי íבמספרי ïנתבונ .êהפי kֿש
.k ·n l = ש1ֿ êכ l íקיי כלומר, – 1 íוביניה בקבוצה, Zn איברי כל ,íשווי íמספרי שני
íמתקיי ,ïכ íא .k ·n l1 = k ·n l2ֿש êכ 0 ≤ l1 < l2 ≤ n − 1 íשקיימי בשלילה נניח
ראשוני, nֿש ïכיוו .k(l2− l1) = kl2−kl1 = qn ïלכ .kl1 ≡ kl2 ïולכ [kl1]n = [kl2]n
0 < l2 − l1 < n כי סתירה, – k של או l2 − l1 של íגור n אז k(l2 − l1) של íגור n íא

.(íמשניה גדול n (כלומר, 0 < k < nֿו

שדה של ïהמציי 1.5

5.11.2006 ïישנ .0F, 1F, 1F + 1F, 1F + 1F + 1F, . . . íבאיברי ïנתבונ .0F, 1F ∈ F אז שדה. F יהי
íמתקיי íשעבור íטבעיי m 6= n íקיימי או מזה, זה íשוני íהאיברי כל אפשרויות: שתי

.1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי m

= 1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי n

המשוואה: צידי 1F−לשני óנוסי .m > n נניח השני. במקרה נתמקד

1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי m

+(−1F) = 1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי n

+(−1F)

מספיק íאול .êהפי tֿו ∀s ∈ N [st]n 6= 0 íמתקיי ,nֿל זר t íא :íהפיכי íמספרי יהיו לא שכלל אומר זה ï8אי

הפכי. íקיי לא n את שמחלק k שלכל והראינו שדה, יהיה לא Znֿש כדי אחד êבלתיֿהפי שיש
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שדות 1íוהמרוכבי íהממשיי íהמספרי – Cֿו R 1.6

.1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי m − n

= 0F נקבל ,íחיסורי n לאחר .1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי m − 1

= 1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי n − 1

כלומר,

השדה. של ïהמציי ייקרא 1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי k

= 0F עבורו k המינימלי הטבעי המספר הגדרה.
שדה של ïמציי

íאומרי ,(ïהראשו המקרה íמתקיי íא (כלומר, כזה k íקיי לא íא .char F = k íמסמני
.char F = 0

.char Zn = n 9;char Q = 0 דוגמה.

ראשוני. n ,char F = n > 0 íא :13 משפט

אז .n = klֿש êכ 1 < k, l < n יש אז ראשוני. אינו nֿש נניח הוכחה.

(1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי k

)(1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי l

) =

íפעמי k︷ ︸︸ ︷
1F(1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸

íפעמי l

) + . . . + 1F(1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי l

)

= 1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי kl = n

= 0F

או 1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי k

= 0F אז .b = 0F או a = 0F אז ab = 0F íא השדה, תכונות לפי

.n למינימליות בסתירה ,1F + . . . + 1F︸ ︷︷ ︸
íפעמי l

= 0F

íוהמרוכבי íהממשיי íהמספרי – Cֿו R 1.6

n ∈ N כאשר ,x = n.d1d2 . . כֿ. לייצוג ïנית x ממשי מספר שכל נאמר לאֿפורמאלי, ïבאופ
.1.0̄ = 0.9̄ למשל, – יחידה אינה ההצגה עשרוני. פיתוח נקרא זה .di ∈ {0, . . . , וֿ{9

שדה. (R,+, ·)
שהוא מספר יש ובו R את שמכיל שדה שיש נניח .x2 = −1 íהמקיי ממשי מספר íקיי לא
x+ iy íג ,x, y ∈ Ríא) ולחיבור לכפל סגור להיות חייב יהיה כזה שדה .i זה לאיבר נקרא ;

√
−1

(x+ iy)+ (x′+ iy′) = (x+x′)+ i(y + y′) íלקיי חייב החיבור ,ïכמוֿכ החדש). בשדה יהיה
(x + iy) · (x′ + iy′) = xx′ + ixy′ + ix′y + i2yy′ = (xx′ − yy′) + íלקיי חייב והכפל

.i(xy′ + x′y)

.x = x′, y = y′ ⇐⇒ (x, y) = (x′, y′)ֿש êכ ,C = {(x, y) | x, y ∈ R} הגדרה.
(x, y)⊕ (x′, y′) = (x + x′, y + y′) (רכיבֿרכיב): חיבור נגדיר

10.(x, y)� (x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + x′y) כפל: נגדיר

שדה. מהווה שהגדרנו והחיבור הכפל פעולות íע C הקבוצה :14 טענה

חשובות: נקודות מספר כתרגיל. .R תכונות על מתבססת הוכחה.
.0 הוא Z את שמכיל שדה כל של ïהמציי 9למעשה,

,(x, 0), (0, y) 6= (0, 0) íא íג ,íמקבלי היינו רכיבֿרכיב, כפל íמגדירי היינו אילו ;0C = (0, 0) נראה, שמיד 10כפי

.(x, 0)� (0, y) = (0, 0)
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íוהמרוכבי íהממשיי íהמספרי – Cֿו R שדות1.6 1

(x, y) + (0, 0) = (x, y) אפס: איבר ח4ֿ.
(x, y) + (−x,−y) = (0, 0) :íנגדיי íאיברי ח5ֿ.

(x, y) · (1, 0) = (x− 0, 0 + y) = (x, y) יחידה: איבר כ4ֿ.
לראות קל .(x′, y′) = ( x

x2+y2 , −y
x2+y2 ) ïנסמ ,(x, y) 6= (0, 0) íא :íהפכיי íאיברי כ5ֿ.

.(x, y) · (x′, y′) = (1, שֿ(0

עלֿידי f : R → R̄ העתקה ונגדיר .R̄ = {(x, 0) | x ∈ R} ⊆ C החלקית בקבוצה ïנתבונ
אחד מקור היותר לכל יש Rֿ̄ב איבר לכל (כלומר, ערכית חדֿחד העתקה היא f .f(x) = (x, 0)

:Rֿב הפעולות על שומרת f הפונקציה .(Rֿב
f(x + x′) = (x + x′, 0) = (x, 0)⊕ (x′, 0) = f(x)⊕ f(x′)

f(x · x′) = (xx′, 0) = (x, 0)� (x′, 0) = f(x)� f(x′)

8.11.2006 11.Cֿב ïמשוכ R אז ;ïשיכו העתקת היא f

(.i2 = (−1, 0) (כלומר, 12.−1 של שורש הוא i = (0, 1) ∈ C האיבר :15 טענה

i2 = (0, 1)2 = (0, 1)� (0, 1) = (−1, 0) הוכחה.

.(x, y) = (x, 0) ⊕ (0, y) = x ⊕ ((0, 1)� (y, 0)) = x ⊕ iy אז .(x, y) ∈ C יהי
אחרת: לכתוב נוכל כלומר, – x, y ∈ R כאשר x ⊕ iyֿכ להציג ïנית מרוכב מספר כל ïלכ

.C =
{
x + iy | x, y ∈ R, i2 = −1

}
החלק נקרא y ;(x = Re z) z של הממשי החלק נקרא x ,z = x + iy ∈ C עבור הגדרה.

(.y = Im z) z של המדומה

החדש: הכתיב לפי
(x + iy) + (x′ + iy′) = (x, y) + (x′, y′) = (x + x′, y + y′) =

= (x + x′) + i(y + y′)

(x + iy) · (x′ + iy′) = (x, y) · (x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + x′y) =

= (xx′ − yy′) + i(xy′ + x′y)
13.íהרגילי ïהחשבו כללי עלֿפי לצפות, ïנית שהיה כפי

.íשוני íמבני Cֿול Rֿשל ïמכיוו R ⊆ C להגיד ïנית 11לא
.(0,−1) – שורש עוד יש 12למעשה,

.(x + iy)(x′ + iy′) = xx′ + ixy′ + iyx′ + i2yy′ = (xx′ − yy′) + i(xy′ + x′y) קבוע, i í13א
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íוקטוריי íמרחבי 2

íוקטוריי íמרחבי 2

וקטורי מרחב הגדרת 2.1

íא F מעל וקטורי מרחב נקראת V קבוצה14 שדה. F יהי וקטוריהגדרה. מרחב

המקיימת: (+ (מסומנת "חיבור" פעולת V êבתו מוגדרת א.

(סגירות) v1 + v2 = v3ֿש êכ יחיד v3 ∈ V יש v1, v2 ∈ V לכל ח1ֿ.

(קומוטטיביות) v1 + v2 = v2 + v1 ,v1, v2 ∈ V לכל ח2ֿ.

(אסוציאטיביות) (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3) ,v1, v2, v3 ∈ V לכל ח3ֿ.

אפס) איבר íקיו) v + 0V = v ,v ∈ V שלכל êכ 0V ∈ V איבר íקיי ח4ֿ.

(íנגדיי íקיו) v + (−v) = 0V שֿ êכ−v ∈ V שנסמנו איבר íקיי v ∈ V לכל ח5ֿ.

לכל ,íומתקיי בסקלר, כפל נקראת זו פעולה .a · v ∈ V מוגדר α ∈ F ולכל v ∈ V לכל ב.
:α, β ∈ F ,v1, v2 ∈ V

(סגירות) αv1 ∈ V כ1ֿ.

α(v1 + v2) = αv1 + αv2 כ2ֿ.

(דיסטריבוטיביות) (α + β)v1 = αv1 + βv1 כ3ֿ.

יחידה) סקלר íקיו) 1F · v1 = v1 כ4ֿ.

(אסוציאטיביות) (αβ) · v1 = α(β · v1) כ5ֿ.

óאוס) V = Rn = {(x1, . . . , xn) | ∀i = 1 . . . n xi ∈ R} ,F = R ניקח דוגמה.
הnֿֿיות).

איבר .Rֿב ïקיומ עלֿפי מתקיימות, ח3ֿ ח2ֿ, שח1ֿ, לראות ïנית רכיבֿרכיב. חיבור נגדיר
.−(x1, . . . , xn) = (−x1, . . . ,−xn) נגדי: איבר .(0, . . . , 0) האפס:

,α ∈ R יהיו כתרגיל): (השאר כ2ֿ את למשל, נבדוק, רכיבֿרכיב. בסקלר כפל נגדיר
אז .v2 = (y1, . . . , yn) ,v1 = (x1, . . . , xn)

α(v1 + v2) = α(x1 + y1, . . . , xn + yn)

= (α(x1 + y1), . . . , α(xn + yn))

= (αx1 + αy1, . . . , αxn + αyn)

= (αx1, . . . , αxn) + (αy1, . . . , αyn)

= α(x1, . . . , xn) + α(y1, . . . , yn) = αv1 + αv2

בסקלר והכפל החיבור כאשר ,V = Fnֿו כלשהו שדה F עבור זו דוגמה להכליל ïנית
מעל וקטורי כמרחב להסתכל ïנית שדה כל על בפרט, .Rnֿב כמו בדיוק רכיבֿרכיב, íמוגדרי
(למשל, בשדה הכפל הוא בסקלר והכפל השדה של החיבור הוא הוקטורי החיבור כאשר עצמו,

.(F = V = R
שדה. בהכרח 14לא
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וקטורי מרחב תכונות 2.2íוקטוריי íמרחבי 2

דוגמה.

כפל – בסקלר הכפל ;Cֿב הרגיל החיבור – החיבור .R מעל וקטורי מרחב הוא C דוגמה.
.(α(x + iy) = αx + iαy) R êמתו

(.charV = 2) .F = Z2 = {0, 1} ,V = {0, 1, a, a + 1} דוגמה.
+ 0 1 a a + 1

0 0 1 a a + 1

1 1 0 a + 1 a

a a a + 1 0 1

a + 1 a + 1 a 1 0

· 0 1 a a + 1

0 0 0 0 0

1 0 1 a a + 1

12.11.2006

(α1, α2, α3)⊕פעולתחיבורחדשהíעV = R3 = {(α1, α2, α3) | α1, α2, α3 ∈ R} דוגמה.
λ�(α1, α2, α3) = (αλ

1 , αλ
2 , αλ

3 ופעולתהכפלבסקלר( (β1, β2, β3) = (α1β1, α2β2, α3β3)

.(λ ∈ R)

(f1 + f2)(x) = החיבור פעולת íע L = {f | f : R → R} הפונקציות כל óאוס דוגמה.
.(λ ∈ R) (λf)(x) = λf(x) בסקלר הכפל ופעולת f1(x) + f2(x)

וקטורי מרחב תכונות 2.2

.F שדה מעל וקטורי מרחב V יהי וקטורי מרחב תכונות
.~0 או 0V סימונו יחיד; אפס איבר יש V בֿ א.

יחיד. נגדי איבר יש ~v ∈ V לכל ב.
.λ ·~0 = ~0 ,λ ∈ F לכל ג.
.0 · ~v = ~0 ,~v ∈ V לכל ד.

.−1 · ~v = −~v ,~v ∈ V לכל ה.
−(~u + ~v) = (−~u) + (−~v) ,~u,~v ∈ V לכל ו.

.−(−~v) = ~v ,~v ∈ V לכל ז.

.λ ∈ F יהי (ג'). הוכחה
λ·~0 = λ(~0+~0) = λ·~0+λ·~0 ⇐⇒ λ·~0+(−λ·~0) = λ·~0+λ·~0+(−λ·~0) ⇐⇒ ~0 = λ·~0

.~v − ~u = ~v + (−~u) עלֿידי מוגדרת וקטורי במרחב החיסור פעולת

R3 ושל R2 של הגיאומטרי המודל 2.3

נזהה íא או קרטזית, íצירי מערכת נבחר íא במישור הנקודות óכאוס לזהות ïנית R2 איברי את
וקטור נקרא כזה õח נקודה. באותה íומסתיי מהראשית היוצא õהח íע (x, y) ∈ R2 נקודה כל

במרחב. íגיאומטריי íלוקטורי יותאמו R3 איברי ,ïאופ באותו גיאומטרי.
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íוקטוריי íמרחבי 2R3 ושל R2 של הגיאומטרי המודל 2.3

בסקלר כפל

– במישור ויחיד אחד ישר מגדיר ~a ,~a 6= (0, 0) íא .R2ֿב גיאומטרי וקטור ~a = (α1, α2) יהי
.~a עלֿידי הנקבע הישר נקרא זה ישר .(α1, α2) êודר הראשית êדר שעובר הישר

.~a עלֿידי הנקבע הישר על b~נמצאת הנקודה .~b = λ~a ,λ ∈ R יהי :16 טענה

.~a שקובע הישר על נמצאת ïולכ הראשית b~היא כלומר, .~b = 0 · ~a = ~0 ,λ = 0 íא הוכחה.
~a ïבי הזוית את ïנסמ .α1 6= 0 נניח .~b = (β1, β2) ,~a = (α1, α2) נכתוב .~b 6= ~0 ,λ 6= 0 íא

.ϕ (1, b~לֿ(0 ïבי הזוית ואת θ (1, לֿ(0
או ϕ = θ ,ïמכא .tanϕ = β2

β1
= λα2

λα1
= α2

α1
= tan θ ïולכ ~b = λ~a = (λα1, λα2)

~b ,~a השני, במקרה ישר; אותו על הראשית, של צד באותו ~b ,~a ,ïהראשו במקרה .ϕ = θ + π

(.ϕ = θ + π ,λ < 0 íא) ישר. אותו על הראשית, של íשוני íמצדדי
.yֿה ציר על ïֿכíג~b = λ~a ïולכ ,yֿה ציר על ~a ,α1 = ש0ֿ במקרה

ïנכו êההיפ íשג להראות ïנית קובע. ~aֿש הישר על נמצאת λ~a מהצורה נקודה שכל הראינו
הצגה היא {λ~a | λ ∈ R} .λ~a מהצורה היא קובע ~aֿש הישר על שנמצאת נקודה כל כלומר, –

.~a עלֿידי הנקבע הישר של פרמטרית

חיבור

íשתיי אשר מקבילית נצייר .~a עלֿידי הנקבע הישר על נמצא אינו ~bֿש נניח .~a,~b ∈ R2 יהיו
מקבילית ïבאלכסו ïנתבונ .~bֿו~aíהגיאומטריי íהוקטורי עלֿידי íהמוגדריíהקטעי ïה מצלעותיה

.~cֿב ïנסמ השני קצהו ואת בראשית האחד שקצהו זו,

.~a +~b = ~c :17 טענה

.γ2 = α2+β2 ,γ1 = α1+β1 צ"ל .~c = (γ1, γ2) ,~b = (β1, β2) ,~a = (α1, α2) ïנסמ הוכחה.
לו, ושווה ~bcֿל מקביל ~0aֿש ïכיוו כתרגיל). – ההוכחה (הכללת ïהראשו ברביע הנקודות שכל נניח
ïבאופ .γ1 = α1 + β1ֿש ïומכא α1 = γ1 − β1 כלומר, .íשווי xֿה ציר על íהיטליה íג הרי

.~c = ~a +~b ïלכ .γ2 = α2 + β2 נקבל דומה

íג ואז ,~a + ~b = ~a + λ~a = (1 + λ)~a ïולכ ~b = λ~a אז ישר, אותו íקובעי ~bֿו ~a íא
ישר. אותו על נמצא ~c = ~a +~b

R2 של פרמטרית הצגה

. ~a1 עלֿידי הנקבע הישר על אינה ~a2 כי נניח נקודות. שתי a1, a2 ∈ R2 יהיו 15.11.2006

.~b = λ1 ~a1 + λ2 ~a2ֿש êכ λ1, λ2 ∈ R b~יש ∈ R2 לכל :18 טענה

. ~a2 , ~a1 עלֿידי íהנקבעי íהישרי על אינה ~b כי תחילה נניח במישור. נקודה ~b תהי הוכחה.
של êהחיתו נקודות את ~a′2 , ~a′1 ïנסמ . ~a2 , ~a1 עלֿידי íהנקבעי íלישרי íמקבילי ~b êדר נעביר
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.~b = ~a′1 + ~a′2 המקבילית, כלל עלֿפי כעת, . ~a2 , ~a1 עלֿידי íהנקבעי íהישרי íע אלה íמקבילי
êכ λ1, λ2 ∈ R יש ïלכ . ~a2 עלֿידי הנקבע הישר על נמצא ~a′2 ; ~a1 עלֿידי הנקבע הישר על נמצא ~a′1

.~b = λ1 ~a1 + λ2 ~a2 ïלכ . ~a′2 = λ2 ~a2 , ~a′1 = λ1 ~a1ֿש
. ~a2 שקובע הישר b~על íא דומה ïובאופ ,~b = λ1 ~a1 +0 · ~a2 , ~a1 שקובע הישר על b~נמצאת íא

R3 של פרמטרית הצגה

~a2 , ~a1 עלֿידי íהנקבעי íהישרי אז ישר; אותו íקובעי íאינ ~a2 , ~a1ֿש êכ a1, a2 ∈ R3 יהיו
במישור הנמצאת ~c ∈ R3 נקודה כל כי להראות ïנית הראשית. êדר העובר R3ֿב מישור íקובעי

.~c = λ1 ~a1 + λ2 ~a2ֿכ להצגה ניתנת זה

íתתֿמרחבי 2.4

תתֿמרחב הגדרת 2.4.1

U íא (U ≤ V ) V של תתֿמרחב U .U ⊆ V תהי .F שדה מעל וקטורי מרחב V יהי הגדרה. תתֿמרחב

.V של לפעולות ביחס וקטורי מרחב

.V ≤ V ;{0V } ≤ V .(íטריוויאליי íתתֿמרחבי) דוגמה

.U ≤ V ⇐= V = R3 ,u = {(x1, x2, 0) | x1, x2 ∈ R} דוגמה.

התכונות. íקיו את נראה הוכחה.

u2 = ,u1 = (x1, x2, 0) .u1 + u2 ∈ U ,u1, u2 ∈ U לכל כי צ"ל סגירות: ח1ֿ.
.u1 + u2 = (x1 + y1, x2 + y2, 0) ∈ U ïואכ ,(y1, y2, 0)

.V מֿ בירושה נובעת קומוטטיביות: ח2ֿ.

.V מֿ בירושה נובעת אסוציאטיביות: ח3ֿ.

.0 = (0, 0, 0) ∈ U אפס: איבר íקיו ח4ֿ.

.−u = (−x1,−x2, 0) ∈ U ⇐ u = (x1, x2, 0) ∈ U :íנגדיי íאיברי íקיו ח5ֿ.

.λu = (λx1, λx2, 0) ∈ U אז ,λ ∈ R ,u = (x1, x2, 0) ∈ U íא סגירות: כ1ֿ.

.V מֿ בירושה נובעת דיסטריבוטיביות: כ3,2ֿ.

.V מֿ בירושה נובע .1F · u = u יחידה: סקלר íקיו כ4ֿ.

.V מֿ בירושה נובעת .(λα)u = λ(αu) אסוציאטיביות: כ5ֿ.
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תתֿמרחב íלקיו ïקריטריו 2.4.2

שיתקיימו מספיק U ⊆ V וקבוצה F מעל V וקטורי מרחב ïשבהינת הדוגמה, עלֿפי לראות, ïנית
:U ≤ V íשיתקיי עלֿמנת בלבד íתנאי ארבעה

∀u1, u2 ∈ U u1 + u2 ∈ U ח1ֿ.

∀u ∈ U, λ ∈ F λu ∈ U כ1ֿ.

0V ∈ U ח4ֿ.

∀u ∈ U − u ∈ U ח5ֿ.

יהי – ממנו נובע ח5ֿ ,ïנתו כ1ֿ תנאי íשא לב íנשי íא האלו הדרישות את íלצמצ נוכל
,íקיי) u ∈ U יהי :íמתקיי ח4ֿ ,ïנתו Uוכ1ֿ 6= ∅ íא ,óבנוס .−u = −1F ·u ∈ U אז .u ∈ U

:íנסכ .λu = 0 · u = 0 ∈ U ונקבל λ = 0 ניקח .(U 6= ∅ כי
תתֿמרחב íלקיו ïקריטריו íא U ≤ V אז .U ⊆ V תהי .F מעל וקטורי מרחב V יהי

U 6= ∅ א.
∀u1, u2 ∈ U, u1 + u2 ∈ U ב.
∀u ∈ U, λ ∈ F λu ∈ U ג.

.U =
{

(x1, . . . , xn) | xi ∈ RP
xi = 0

}
,V = Rn דוגמה.

.U = {λv0 | λ ∈ R} ,v0 ∈ V ,V = R3 דוגמה.

.U = {αv0 + βv1 | α, β ∈ R} ,v0, v1 ∈ R3 ,V = R3 דוגמה.

קבוצה עלֿידי הנפרש תתֿמרחב 2.4.3

למשל, תתֿמרחב: בהכרח אינה K .∅ 6= K ⊆ V תהי .F שדה מעל וקטורי מרחב V יהי 19.11.2006

.R3 של תתֿמרחב K = {λ(1, 2, 3) | λ ∈ R} אבל .K = {(1, 2, 3)} ,V = R3

spanK = נגדיר .15∅ 6= {v1, . . . , vn} = K ⊆ V ,F מעל וקטורי מרחב V יהי קבוצההגדרה. של נפרש

.K של הנפרש – {λ1v1 + . . . + λnvn | λi ∈ F}
.span ∅ = {0} להגדיר מקובל

.K = {(1, 2), (2, 9)} דוגמה.

spanK

(1, 2) = 1(1, 2) + 0(2, 9)

(2, 9) = 0(1, 2) + 1(2, 9)

(7, 24) = 3(1, 2) + 2(2, 9)

. . .

הכרח. לא זה השפטות. íלש סופית, קבוצה Kֿש 15הנחנו
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אז: .∅ 6= {v1, . . . , vn} = K ⊆ V תהי .F מעל וקטורי מרחב V יהי :19 משפט
spanK ≤ V א.
K ⊆ spanK ב.

את íהמקיי המינימלי הוא spanK (כלומר, spanK ⊆ W אז K ⊆ W ,W ≤ V íא ג.
וב'). א' התכונות

v = 0 · v1 + . . . + 0 · vi−1 + ואז ,v = viֿש êכ i ∈ 1, . . . , n יש ,v ∈ K íא ב. הוכחה.
.1 · vi + 0 · vi+1 + . . . + 0 · vn

.x1, x2 ∈ spanK יהיו לחיבור: סגירות .∅ 6= K
ב'

⊆ spanK כי ,spanK 6= ∅ א.
(αi, βi ∈ F) x1 = α1v1 + . . . + αnvn ⇐= x1 ∈ spanK

x2 = β1v1 + . . . + βnvn ⇐= x2 ∈ spanK

.x1 + x2 = (α1 + β1)v1 + . . . + (αn + βn)vn ∈ spanK ïלכ
כעת, .x =

∑n
i=1 αivi לכתוב ïנית .λ ∈ F ,x ∈ spanK יהי בסקלר: לכפל סגירות

λx = λ
∑n

i=1 αivi =
∑n

i=1(λαi)vi ∈ spanK

.spnK ⊆ W נוכיח .K ⊆ W ,W ≤ V יהי ג.
v1, . . . , vn ∈ הרי אבל .(αi ∈ F) x = α1v1 + . . . + αnvn ⇐= x ∈ spanK יהי

.x ∈ W ,ïמכא בסקלר. ולכפל לחיבור סגור – תתֿמרחב W וֿ ,K ⊆ W

.V את פורשת Kֿש íאומרי ,V = span K íא הגדרה. פורשת קבוצה

.spanK את פורשת K קבוצה כל דוגמה.

.spanK = R3 ,K = {e1, e2, e3} עבור דוגמה.

R3ֿש ïכיוו ,íקוד משפט עלֿפי .K ⊆ R3 :spanK ⊆ R3 הדדית. הכלה נראה הוכחה.
.spanK את íג מכיל הוא ,K את המכיל וקטורי מרחב

לכתוב ïנית אז .x = (α1, α2, α3) ∈ R3 יהי :R3 ⊆ spanK

.x = α1(1, 0, 0) + α2(0, 1, 0) + α3(0, 0, 1) = α1e1 + α2e2 + α3e3 ∈ spanK

íלינאריי íצירופי 2.5∑k
i=1 αivi = מהטיפוס íסכו .v1, . . . , vk ∈ V יהיו .F שדה מעל וקטורי מרחב V יהי הגדרה. לינארי óצירו

.v1, . . . , vk íהוקטורי של לינארי óצירו נקרא (∀i ∈ N αi ∈ F) a1v1 + . . . + akvk

לינארי óצירו 7v1 − πv2 = (14− 3π, 28− π) .v1 = (2, 4), v2 = (3, 1) ∈ R2 דוגמה.
.v2ֿו v1 של

R3ֿב וקטור כל .e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) ∈ R3 ïנסמ דוגמה.
v = α1(1, 0, 0) + נקבל v = (α1, α2, α3) íא כי ,e1, e2, e3 של לינארי óצירו הוא

.α2(0, 1, 0) + α3(0, 0, 1) = α1e1 + α2e2 + α3e3
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.íוקטורי של סופי מספר של óצירו הוא לינארי óשצירו לב íלשי יש
.(0 = 0·v1+. . .+0·vk לכתוב ïנית)V êמתוíוקטוריk שלכל וקטורהאפסהואצירוóלינארי

לינארית תלוי v ,v1, . . . , vk של לינארי óצירו v ∈ V íא .F מעל וקטורי מרחב V יהי לינאריתהגדרה. תלות

.v1, . . . , vkֿב

אחד íא לינארית תלויה ∅ 6= K = {v1, . . . , vk} .F מעל וקטורי מרחב V יהי הגדרה.
vi = α1v1 + . . . + αi−1vi−1 שֿ+ êכ vi ∈ K íקיי (כלומר, בחבירו לינארית תלוי מאיבריה

16.(αi ∈ F ,αi+1vi+1 + . . . + αkvk

(−5,−6) = 1(1, 2) + לינארית: תלויה K = {(1, 2), (3, 4), (−5,−6)} דוגמה.
.(−2)(3, 4)

לתלויה. בתוכה שהוא קבוצה כל êהופ האפס שוקטור לב íנשי

,0 íה íהמקדמי כל íא מתאפס. לינארי óצירו נקרא α1v1 + . . . + αkvk = 0 הביטוי מתאפסיíהגדרה. íלינאריי íצירופי

טריוויאלי. מתאפס óצירו שזהו נאמר

22.11.2006

מתאפס לינארי óצירו בה יש íא ורק íא לינארית תלויה B = {v1, . . . , vk} קבוצה :20 שקולהמשפט הגדרה לינארית: תלות

טריוויאלי. שאינו

כלומר, חבריו. של לינארי óצירו שהוא vi ∈ B וקטור יש אז לינארית. תלויה Bֿש נניח הוכחה.
α1v1 + . . . + αi−1vi−1 − ïלכ .vi = α1v1 + . . . + αi−1vi−1 + αi+1vi+1 + . . . + αkvk

.0 íה íהמקדמי כל לא כאשר מתאפס לינארי óצירו זהו .1vi + αi+1vi+1 + . . . + αkvk = 0

טריוויאלי. שאינו לינארי óצירו זהו כלומר,
בלי .α1v1 + . . . + αkvk = 0 טריוויאלי שאינו מתאפס לינארי óצירו שיש נניח שני, מצד
óכצירו להצגה ïנית v1 .v1 = −α2

α1
v2 − . . . − αk

α1
vk ואז ,α1 6= ש0ֿ נניח הכלליות, הגבלת

תלויה. B ïולכ חבריו, של לינארי

וקטור בה ïאי íא כלומר, – תלויה אינה היא íא לינארית בלתיֿתלויה Bנקראת קבוצה לינאריתהגדרה. איֿתלות

טריוויאלי הוא הקבוצה איברי של מתאפס לינארי óצירו כל íא כלומר, – בחבריו לינארית שתלוי
.(α1 = . . . = αk = 0⇐= α1v1 + . . . + αkvk = 0)

בת"ל. B = {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 0, 1)} כי הוכח דוגמה.

α1v1 + α2v2 + íשמתקיי נניח כעת הסדר. לפי viֿב Bֿב íהוקטורי את ïנסמ הוכחה.
.α1 = α2 = α3 = α4 = 0 ונוכיח α3v3 + α4v4 = (0, 0, 0, 0)

.α1(1, 0, 1, 0)+α2(0, 1, 0, 0)+α3(0, 1, 1, 1)+α4(0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, נניח(0 ,ïובכ
(α1, 0, α1, 0)+(0, α2, 0, 0)+(0, α3, α3, α3)+(0, 0, 0, α4) = (α1, α2+α3, α1+ אז

בחבריו. תלוי יהיה איבר כל תמיד לא בחבריו; שתלוי בקבוצה אחד איבר שיהיה 16מספיק
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.α4 = 0⇐=α2 = 0⇐=α3 = 0⇐=α1 = 0 כנדרש: ,ïלכ .α3, α3+α4) = (0, 0, 0, 0)

�

לינארית. תלויה B = {(1, 0), (0, 1), (1, 1)} דוגמה.

.α1(1, 0) + α2(0, 1) + α3(1, 1) = (0, 0) =⇒ α1 + α3 = 0 ∧ α2 + α3 = 0 הוכחה.
.1(1, 0)− 1(0, 1) + 1(1, 1) = (0, וֿ(0 ,α1 = α2 = −α3 = −1 אז ;α3 = −1 נבחר

טריוויאלי.) ∅ איברי של מתאפס לינארי óצירו שכל ריק, ïבאופ ,íמתקיי) בת"ל. ∅ דוגמה.

שהקבוצה êכ v1, . . . , vk ∈ V יהיו .F מעל וקטורי מרחב V יהי הדלת17): (סגירת 21 למה
óצירו הוא vk í"íא לינארית תלויה {v1, . . . , vk} אז לינארית. בלתיֿתלויה {v1, . . . , vk−1}

18.v1, . . . , vk−1 של לינארי

êא בלתיֿתלויה, {v1, v2} הקבוצה :v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (1, 1) דוגמה.
תלויה. כבר {v1, v2, v3}

שתלויה קבוצה וזו {0} קיבלנו ,vk = v1 = 0 íא .{v1, . . . , vk−1} = ∅ ,k = 1 íא הוכחה.
לינארית. תלויה אינה {v1} ,v1 6= 0 íא .(span ∅ = {0} (כי הגדרה עלֿפי ∅ באיברי לינארית

הקבוצה אז .v1, . . . , vk−1 של לינארי óצירו vkֿש נניח .k ≥ ש2ֿ להניח נוכל כעת
לינארית. תלויה בוודאי {v1, . . . , vk}

êכ íאפסי íכול לא α1, . . . , αk ∈ F יש תלויה, {v1, . . . , vk} הקבוצה íא שני, מצד
α1v1+. . .+αk−1vk−1 = 0 נקבל אחרת, ;αk 6= שבהכרח0 ïנטע .α1v1+. . .+αkvk = ש0ֿ
vk = לכתוב נוכל אז האלו. íהוקטורי לאיֿתלות סתירה וזו ,íאפסי íהמקדמי כל כשלא

תלויה. הקבוצה ïולכ חבריו, של לינארי óצירו vk כלומר, –−α1
αk

v1 − . . .− αk−1
αk

vk−1

26.11.2006

,v1תלוייíלינארית . . . , vk .v1, . . . , vk ∈ V ïוכ וקטורי Vמרחב יהי :(íהקודמי (למת 22 למה
קודמיו. של צ"ל vjֿש êכ 1 ≤ j ≤ k íקיי í"íא

ת"ל. v1, . . . , vk ההגדרה, לפי אז, קודמיו. של צ"ל vjֿש êכ 1 ≤ j ≤ k íשקיי נניח הוכחה.

עבורו ביותר ïהקט האינדקס את jֿב ïנסמ לינארית. íתלויי v1, . . . , vkֿש נניח שני, מצד
הרי מינימלי, jֿש ïכיוו (.íתלויי íהוקטורי שהרי כזה, j íקיי (בוודאי ת"ל. v1, . . . , vj

ת"ל, v1, . . . , vjֿו בת"ל v1, . . . , vj−1ֿש ïכיוו הדלת, סגירת למת לפי ,ïלכ בת"ל. v1, . . . , vj−1

� .v1, . . . , vj−1 של לינארי óצירו vj

חייב ïהאחרו הוקטור תלויה תהיה שהקבוצה כדי ,íבלתיֿתלויי בקבוצה íהראשוני íהוקטורי k − 1 íא 18כלומר,

רלוונטי.) לא זה אבל זה, במקרה להיווצר יכולות נוספות (תלויות .íבאחרי תלוי להיות
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íבסיסי 2.6

של לינארי óצירו הוא במישור וקטור כל .R2ֿב B = {(1, 2), (2, 3), (3, 5)} íבוקטורי ïנתבונ
íג ïלכ ,(3, 5) ∈ span {(1, 2), (2, 3)} íאול ישר. אותו על íאינ אלה ששני ïכיוו ,(2, 3) ,(1, 2)

הישר את שפורש ,(1, 2) íע ניוותר למשל, ,(2, 3) על íג נוותר íא .R2 את פורשת B \ {(3, 5)}
.B \ {(3, 5)} איברי של צ"ל שהוא ïכיוו לוותר יכולנו (3, 5) על – R2 את ולא {t(1, 2) | t ∈ R}

íא V של בסיס נקראת B ⊆ V וקטורי. מרחב V יהי בסיסהגדרה.

בת"ל; B א.
.(spanB = V ) V את פורשת B ב.

הצגה יש v ∈ V לכל í"íא V של בסיס היא B ⊆ V וקטורי; מרחב V :23 משפט
v = α1v1 + . . . + αnvn B = {v1, . . . , vn} כאשר íא (כלומר, B איברי של כצ"ל יחידה

.(α1 = β1, . . . , αn = βn בהכרח ,v = β1v1 + . . . + βnvnֿו

ניקח .B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} נבחר .V = R3 דוגמה.
.v = (α1, α2, α3) ∈ R3

v = (α1, α2, α3) = (α1, 0, 0) + (0, α2, 0) + (0, 0, α3) =

= α1(1, 0, 0) + α2(0, 1, 0) + α3(0, 0, 1) = α1e1 + α2e2 + α3e3

(α1, α2, α3) = β1e1 + β2e2 + β3e3 = יחידה: ההצגה
= β1(1, 0, 0) + β2(0, 1, 0) + β3(0, 0, 1) = (β1, 0, 0) + (0, β2, 0) + (0, 0, β3) =

� = (β1, β2, β3) =⇒ α1 = β1, α2 = β2, α3 = β3

איברי של כצ"ל הצגה יש v ∈ V וקטור לכל ,ïמכא .V את Bפורשת ïלכ שBֿבסיס. נניח הוכחה.
.α1v1 + . . .+αnvn = v = β1v1 + . . .+βnvnֿש êכ v ∈ V ניקח יחידה. ההצגה כי נוכיח .B
בת"ל, Bֿש ïכיוו ;B איברי של מתאפס צ"ל זה .0 = (α1 − β1)v1 + . . . + (αn − βn)vn ïלכ

.αi = βi ⇐= αi − βi = 0 – íמתאפסי íהמקדמי הרי
יש v ∈ V לכל ההנחה, עלֿפי בסיס. B כי ונוכיח יחידה הצגה יש וקטור שלכל נניח שני, מצד
α1v1 + . . .+αnvn = 0 יהי שBֿבת"ל. להראות נותר Bפורשת. ïולכ ,B איברי של כצ"ל הצגה
שתי קיבלנו .α1v1 + . . . + αnvn = 0v1 + . . . + 0vn נכתוב .B איברי של מתאפס צ"ל
כלומר, – íשווי íוהמקדמי שוות ההצגות ההנחה עלֿפי ïולכ ,B איברי של כצ"ל 0 של הצגות

� .α1 = . . . = αn = 0

הקבוצה ,n > m íא .w1, . . . , wn ∈ span {v1, . . . , vm} יהיו הכבד): (המשפט 24 משפט
לינארית. תלויה {w1, . . . , wn}

.m על באינדוקציה נוכיח הוכחה.
לינארית. תלויה {0} ;w1 = . . . = wn = 0 ïולכ span ∅ = {0} :m = 0

w1, . . . , wn ∈ íא .m עבור ונוכיח m − 1 עבור המשפט נכונות את נניח :m > 0

נניח ïלכ וגמרנו. לינארית íתלויי w1, . . . , wn האינדוקציה הנחת לפי ,span {v1, . . . , vm−1}
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הגבלת בלי ;v1, . . . , vm−1 של לינארי óכצירו להציג ïנית לא wi íמהוקטורי אחד את שלפחות
כאשר (i = 1 . . . n) wi = ci1v1 + . . . + cimvmֿכ íהוקטורי את נציג .wn שזו נניח הכלליות,

.(wn ∈ span {v1, . . . , vm−1} (אחרת cnm 6= 0

אזי .(i = 1 . . . n− 1) ui = wi − 1
cnm

cimwn עזר: וקטורי נגדיר
u1 = w1 − 1

cnm
c1mwn

= c11v1 + . . . + c1mvm − 1
cnm

c1m(cn1v1 + . . . + cnmvm)

= c11v1 + . . . + c1mvm − 1
cnm

c1mcn1v1 − . . .− 1
cnm

c1mcnmvm

= (c11 − 1
cnm

c1mcn1)v1 + . . . + (c1m − 1
cnm

c1mcnm)vm

= (c11 − 1
cnm

c1mcn1)v1 + . . . + (c1,m−1 − 1
cnm

c1mcn,m−1)vm1

∈ span {v1, . . . , vm−1}

.span {v1, . . . , vm−1}ֿבíכולu1, . . . , un−1íהוקטורי ,ïמכא .(i = 1 . . . n−1)ui לכל ïזהנכו

לינארית. íתלויי u1, . . . , un−1 האינדוקציה הנחת ועלֿפי n−1 > m−1 הרי ,n > mֿש ïכיוו
ונקבל נציב .b1u1 + . . .+ bn−1un−1 = ש0ֿ êכ íאפסי íכול לא b1, . . . , bn−1 íסקלרי יש ïלכ

0 = b1u1 + . . . + bn−1un−1

= b1(w1 − 1
cnm

c1mwn) + . . . + bn−1(wn−1 − 1
cnm

cn−1,mwn)

= b1w1 + . . . + bn−1wn−1 − b1
cnm

c1mwn − . . .− bn−1
cnm

cn−1,mwn

= b1w1 + . . . + bn−1wn−1 + (− b1
cnm

c1m − . . .− bn−1
cnm

cn−1,m)wn

{w1, . . . , wn} ,ïמכא .íאפסי מקדמיו כל שלא w1, . . . , wn של מתאפס לינארי óצירו זהו
� לינארית. תלויה

אז: .íוקטורי n בעל בסיס יש V שלֿ נניח וקטורי. מרחב V יהי :25 משפט
לינארית. תלויה íוקטורי nֿמ יותר שבה V בֿ íוקטורי קבוצת כל א.

.V את הפורשת V מֿ íוקטורי nֿמ פחות בעלת קבוצה ïאי ב.
.V של בסיס היא V מֿ íוקטורי n המכילה בלתיֿתלויה קבוצה כל ג.
.V של בסיס היא íאיברי n בדיוק המכילה V של פורשת קבוצה כל ד.

.íוקטורי n בדיוק יש V של בסיס בכל ה.
עלֿפי ,ïלכ ;íוקטורי n עלֿידי נפרש V שֿ ודאי ,íוקטורי n בעל בסיס V לֿ íא א. הוכחה.

לינארית. תלויה íוקטורי של יותר גדולה קבוצה כל הכבד, המשפט
קבוצה הכבד, המשפט עלֿפי אז .V את שפורשת íוקטורי nֿמ פחות בעלת קבוצה שיש נניח ב.

.ïלנתו בסתירה בסיס, אינה ïועלֿכ לינארית תלויה כבר íאיברי n בעלת
Kֿש להראות יש בסיס, Kֿש לקבל כדי .íאיברי n המכילה בלתיֿתלויה קבוצה K תהי ג.
אחרת, וגמרנו. v ∈ spanK בוודאי v ∈ K íא .v ∈ spanK צ"ל ;v ∈ V ניקח פורשת.
íאיברי n בעל בסיס יש V לֿ אבל ,íאיברי n+1 בעלת קבוצה זוהי .K ∪{v} אותו: óנוסי
– K איברי של צ"ל v הדלת סגירת למת עלֿידי הרי בת"ל, Kֿש ïכיוו ת"ל. K ∪ {v} ïולכ

.v ∈ spanK כלומר,
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יש אזי ת"ל. Kֿש בשלילה נניח .íוקטורי n בדיוק המכילה V של פורשת קבוצה K תהי ד.
קבוצה קיבלנו .V = spanK = span (K \ {v}) ïלכ חבריו. של צ"ל vֿש êכ v ∈ K

לב'. בסתירה ,íאיברי n− 1 בת פורשת
íוקטורי n בעלת קבוצה כל א' עלֿפי ,n > m íא .V של בסיס K = {v1, . . . , vm} תהי ה.
íא .íוקטורי n בעלת קבוצתֿבסיס v עבור שקיימת ïלנתו בסתירה וזאת לינארית, תלויה

.n = m ïלכ פורשת. אינה íאיברי n בעלת קבוצה ב' עלֿפי ,n < m

29.11.2006

מקסימלית.19 בת"ל B í"íא V של בסיס היא B ⊆ V .F מעל וקטורי מרחב V יהי :26 משפט

בסיס. היותה óמתוק בת"ל B ראשית, מקסימלית. בת"ל B כי צ"ל בסיס. B כי נניח הוכחה.

.v /∈ Bֿש êכ v ∈ T ישנו אזי –B ( T ( V תהי מקסימלית. בלתיֿתלויה שהיא להוכיח êנצטר

לינארית. תלויה קבוצה היא B ∪ {v} ïלכ .v ∈ spanB ïולכ פורשת, היא הרי בסיס, Bֿש ïכיוו
לינארית. תלויה ïֿכíג T ïולכ ,B ∪ {v} ⊆ T אבל

נותר בת"ל; כבר B ההנחה, עלֿפי בסיס. B כי צ"ל מקסימלית. בת"ל B כי נניח שני, מצד
ממש Bמכילה ∪{v} הקבוצה .v /∈ spanBֿש êכ v ישנו כי בשלילה נניח פורשת. היא כי להוכיח
כבר B ∪ {v}ֿו בת"ל Bֿש ïכיוו מקסימלית). בת"ל B (שהרי לינארית תלויה היא ïולכ ,B את
בסיס. מהווה ïולכ פורשת B ïלכ להנחה. בסתירה ,spanBֿל êשיי v משמע – Bֿב תלוי v תלויה,

מינימלית.20 פורשת B í"íא V של בסיס היא B ⊆ V .F מעל וקטורי מרחב V יהי :27 משפט

תהי מינימלית. פורשת שהיא להראות נרצה פורשת. B בוודאי אז – בסיס B כי נניח הוכחה.
אבל .v ∈ spanT בהכרח פורשת, T íא .T בֿ לא êא Bֿב v כלומר, .v ∈ B \ T יהי .T ( B

בת"ל. בסיס, בהיותה ,Bֿש êלכ סתירה וזו בחבריו, שתלוי וקטור Bֿב שיש אומר זה
להראות מספיק ïלכ שBֿפורשת; ïנתו Bבסיס. כי צ"ל מינימלית. Bפורשת כי נניח שני, מצד
T .T = B \ {v} ïנסמ חבריו. של צ"ל שהוא v וקטור בה יש בת"ל, אינה B íא בת"ל. Bֿש
עלֿפי אבל השאר. של צ"ל עצמו vֿו ,v בעזרת להציג ïנית vֿל פרט וקטור כל כי פורשת, בהכרח
Bֿש êלכ סתירה – פורשת להיות יכולה לא ממש בה שמוכלת T ïולכ מינימלית, פורשת B ïהנתו

תלויה.

3.12.2006

.V = span Bֿש êכ סופית B ⊆ V יש íא סופית נוצר נקרא F מעל וקטורי מרחב V סופיתהגדרה. נוצר וקטורי מרחב

ïלכ .íאיברי n בדיוק יכיל V של בסיס כל ,íאיברי n בעל בסיס V לֿ íא 25ה, משפט עלֿפי
להגדיר: נוכל

וקטור עוד óנוסי íא כלומר, – בת"ל אינה כבר ממש B את שמכילה T ⊆ V כל íא מקסימלית בת"ל נקראת B19

תלויה. תהיה כבר היא ,Bֿל אחד
,Bֿמ וקטור נוריד íא כלומר, – פורשת אינה כבר ממש Bֿב שמוכלת T ⊆ V כל íא מינימלית פורשת נקראת B20

תפרוש. לא כבר היא
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V של שלכהו בבסיס íהאיברי מספר סופית. נוצר V שֿ נניח .F מעל וקטורי מרחב V הגדרה. מימד

.(dim F) V של המימד נקרא

.V של בסיס B = {(1, 0), (0, 1)} כי ,dim V = 2 ;V = R2 דוגמה.

e1 = (כאשר V של בסיס B = {e1, . . . , en} כי ,dim V = n ;V = Rn דוגמה.
.((1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1)

íהפולינומי מרחב 2.7

P (x) = a0 + a1x + (ai ∈ F) מהצורה ביטוי הוא x במשתנה F שדה מעל íפולינו הגדרה. íפולינו

21.an 6= ש0ֿ êכ ביותר הגדול n הטבעי המספר היא íהפולינו (דרגת) מעלת .. . . + anxn íפולינו מעלת

a0 + . . . + anxn = b0 + . . . + bnxn ⇐⇒ a0 = b0, . . . , an = bn íפולינומי ïשוויו

:n≥ מדרגה íהפולינומי óאוס את Fn[x]ֿב ïנסמ

Fn[x] = {a0 + a1x + . . . + anxn | a0, . . . , an ∈ F}

:íפולינומי ïבי חיבור פעולת נגדיר

(a0 + . . . + anxn) + (b0 + . . . + bnxn) = (a0 + b0) + . . . + (an + bn)xn

;λ ∈ F בסקלר: כפל פעולת נגדיר

λ(a0 + . . . + anxn) = λa0 + . . . + λanxn

כתרגיל.) – (הוכחה .F מעל וקטורי מרחב Fn[x]

.R2[x]ֿב ïנתבונ

.R2[x]ֿל בסיס B =
{
1, x, x2

}
הקבוצה :28 טענה

,ïובכ .B איברי של לינארי óכצירו יחידה הצגה יש Re2[x]ֿב איבר שלכל להוכיח מספיק הוכחה.
.B איברי של לינארי óצירו זהו .P (x) = a0 + a1x + a2x

2 = a0 · 1 + a1 · x + a2 · x2 ניקח
הגדרת עלֿפי .a0 · 1 + a1 · x + a2 · x2 = b0 · 1 + b1 · x + b2 · x2 הצגות: שתי שיש נניח

.a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2 ,íפולינומי ïשוויו
.dim R2[x] = 3 ïולכ ,R2[x] של בסיס B ïלכ

.dim Fn[x] = n + 1 ïולכ ,Fn[x] של בסיס B = {1, x, . . . , xn} דומה, ïבאופ

.R2[x] של בסיס C =
{
1 + x, 1− x, x2

}
:29 טענה

.−∞ להיות מוגדרת P (x) = 0 של 21המעלה
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מתאפס צ"ל ניקח לינארית. בלתיֿתלויה Cֿש לראות מספיק ,dim R2[x] = ש3ֿ ïכיוו הוכחה.
0 = α1(1 + x) + :α1 = α2 = α3 = ש0ֿ ונוכיח α1(1 + x) + α2(1 − x) + α3x

2 = 0

של מתאפס לינארי óצירו זהו .α2(1 − x) + α3x
2 = (α1 + α2)1 + (α1 − α2)x + α3x

2

α1 = 0⇐= α3 = 0 ,α1 − α2 = 0 ,a1 + a2 = 0 :íמתאפסי מקדמיו ïלכ ,B הבסיס וקטורי
.α2 = 0⇐=

אז .U ≤ V יהי .F מעל סופית נוצר וקטורי מרחב V יהי :30 משפט
סופית; נוצר U א.

;dim U ≤ dim V ב.
.U = V ⇐⇒ dim U = dim V ג.

0 = dim U וֿ≥ סופית נוצר ïולכ U = span ∅ ,U = {0} íא .U ≤ V תהי א+ב. הוכחה.
בת"ל קבוצה כל לינארית. בלתיֿתלויה קבוצה U בֿ קיימת אז .U 6= {0} נניח ïלכ .dim V

,dim V = n ïנסמ íא .(V בֿ íג íנמצאי U בֿ íהוקטורי שכל ïכיוו) V בֿ בת"ל íג U בֿ
êמתו הכבד. המשפט לפי ,íאיברי n לכלֿהיותר יש U של בת"ל תתֿקבוצה שבכל ברור
(זה íאיברי של מקסימלי מספר שבה קבוצה B את ניקח U של הבת"ל תתֿהקבוצות כל
המכילה U מֿ íוקטורי קבוצת כל הבת"ל). íהאיברי למספר ïעליו íחס הוא n כי אפשרי
B ïולכ בת"ל), íוקטורי של מקסימלי מספר בעלת אינה B (אחרת תלויה B את ממש
סופית. נוצר U ïולכ ,íאיברי של סופי מספר יש Bֿב בסיס. ïולכ U בֿ מקסימלית בת"ל

.dim U = |B| ≤ n = dim V

יהי .n = dim U = dim V נניח שני, מצד .dim U = dim V ודאי ,U = V íא ג'.
היא ïלכ ;íאיברי n בעלת בלתיֿתלויה קבוצה B ⊆ V .U של בסיס B = {u1, . . . , un}

.U = span B = V כלומר, .V של בסיס

בסיס. יש F מעל V סופית נוצר וקטורי מרחב לכל :31 משפט

הבסיס. הוא וֿ∅ V = span ∅ ,V = {0} íא סופית. נוצר וקטורי מרחב V יהי הוכחה.
;0 6= Bֿש להניח נוכל .V של סופית íיוצרי íוקטורי קבוצת B תהי .v 6= שֿ{0} נניח ïלכ
.|B| = n óבנוס נניח אפס!"). יא מפה, êל") לאלתר נגרשו לפרישה, íתור שאינו ïכיוו אחרת,
ïנסמ חבריו. של לינארי óצירו שהוא u ∈ B íקיי אחרת, וגמרנו. בסיס B בלתיֿתלויה, B íא
ïכיוו בת"ל, B1 íא .V = spanB = spanB1 הרי ,Bֿב ת"ל uֿש ïכיוו .B1 = B \ {u}
וכו'. אותו נזרוק בחבריו. שתלוי B1ֿב וקטור íקיי אחרת, וגמרנו. בסיס B1 ,spanB1 = V שֿ
,(0 שאינו אחד וקטור לפחות (שמכילה בת"ל קבוצה íע ניוותר ,íצעדי n − 1 לכלֿהיותר אחרי

בסיס. שמהווה

6.12.2006

{v1, . . . , vk} ⊆ V תהי .dim V = nֿש נניח .F מעל וקטורי מרחב V 6= {0} יהי :32 משפט
בסיס {v1, . . . , vk, dk+1, . . . , dn}ֿש êכ {dk+1, . . . , dn} קבוצה יש אז לינארית. בלתיֿתלויה

.V של
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íתתֿמרחבי íסכו 2.8íוקטוריי íמרחבי 2

בסיס. {v1, . . . , vk} ,k = n íא הוכחה.
dk+1 שֿ∋/ êכ dk+1 ∈ V יש ïלכ בסיס. ואינה פורשת אינה {v1, . . . , vk} ,k < n íא
הקבוצה הדלת, סגירת למת עלֿפי .{v1, . . . , vk}ֿב ת"ל אינו dk+1 כלומר, – span {v1, . . . , vk}
k + íא .({v1, . . . , vk}ֿב ת"ל dk+1 בהכרח (אחרת, לינארית בלתיֿתלויה {v1, . . . , vk, dk+1}
.{v1, . . . , vk, dk+1}ֿב ת"ל dk+2שאינו íקיי אחרת, ,v1}מהווהבסיס. . . . , vk, dk+1} ,1 = n

בסיס. ונקבל íוקטורי nֿל שנגיע עד לקבוצה íוקטורי óנוסי זו, êבדר וכו'. אותו óנצר

.R4 של לבסיס {w1 = (1, 2,−1, 4), w2 = (3,−1,−2, 2)} את íנשלי דוגמה.
בקודמיו. תלוי אינו w3 .w3 = e3 = (0, 0, 1, 0) את לקבוצה óנוסי ת"ל. íאינ w2ֿו w1

הקבוצה בת"ל, w1, w2, w3, w4ֿש ïמכיוו כעת, .w4 = e4 = (0, 0, 0, 1) את íג óנוסי
.R4ֿל בסיס מהווה {w1, w2, w3, w4}

íתתֿמרחבי íסכו 2.8

.U ∩W ≤ V וקטורי), מרחב V ) U,W ≤ V íא :33 משפט

.W ⊆ U או U ⊆ W í"íא U ∪W ≤ V :34 משפט
∈U⊆U∪W

(1, 0) נקבל אבל .W = span {(0, 1)} ,U = span {(1, 0)} ,V = R2 נחבר דוגמה.

.+
∈W⊆U∪W

(0, 1) = (1, 1) /∈ U ∪W

.U + W =
{

u + w | u ∈ U

w ∈ W

}
אז .U,W ≤ V יהיו הגדרה.

íתתֿמרחבי íסכו

U + W =
{

u + w | u ∈ span {(1, 0)}
w ∈ span {(0, 1)}

}
= דוגמה.

= {λ1(1, 0) + λ2(0, 1) | λ1, λ2 ∈ R} = span {(1, 0), (0, 1)} = R2

Uואת את המכיל המינימלי תתֿהמרחב Uהוא +W ;U,W ≤ V וקטורי, מרחב V :35 משפט
.W

êכ S ≤ V שֿ נניח כלומר, .U,W את המכיל המינימלי הוא U + W שֿ רק נוכיח הוכחה.
⇐= U ⊆ S .x =

∈U
u +

∈W
w ∈ U + W יהי .U + W ⊆ S ונוכיח ,W ⊆ Sֿו U ⊆ Sֿש

íג תתֿמרחב, Sֿש ïכיוו ,ïלכ .(w ∈ W (שהרי w ∈ S ⇐= W ⊆ S ;(u ∈ U (שהרי u ∈ S

כתרגיל.) – תתֿמרחב U + W שֿ (ההוכחה .x = u + w ∈ S

dim(U + W ) = אז .U,W ≤ V ,F מעל וקטורי מרחב V יהי :(1 íהמימדי (משפט 36 משפט 1 íהמימדי משפט

.dim U + dim W − dim(U ∩W )

,d1}בסיס . . . , dk} ויהי ,dim(U∩W ) = k ïנסמ .U∩W 6= {0} נניחכי ïבשלבהראשו הוכחה.
{d1, . . . , dk, w1, . . . , wn} ;U ,d1}בסיסשל . . . , dk, u1, . . . , um} :íלבסיסיíנשלי .U∩W של
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íוקטוריי íמרחבי 2íתתֿמרחבי íסכו 2.8

כעת, .W של בסיס

dim(U ∩W ) = k dim(U) = k + m dim(W ) = k + n

.dim(U + W ) = (k + m) + (k + n)− k = k + m + nֿש להוכיח ויש
u1, . . . , um /∈ íמתקיי ïלכ .d1, . . . , dkֿב בלתיֿתלוי u1, . . . , um íמהוקטורי אחד כל
באותו .u1, . . . , um /∈ W ïולכ ,u1, . . . , um ∈ U זאת, íע .span {d1, . . . , dk} = U ∩W

íשונהמכלאחדמהוקטורי (i = 1 . . .m)ui íכלאחדמהוקטורי בפרט, .w1, . . . , wn /∈ U ,ïאופ
n + m + k יש B = {d1, . . . , dk, u1, . . . , um, w1, . . . , wn} בקבוצה ïלכ .(j = 1 . . . n) wj

.U + W של בסיס B כי להוכיח נותר .íוקטורי
{d1, . . . , dk, u1, . . . , um}ֿש ïכיוו .x = u+w ∈ U+W יהי .U+W Bפורשת נוכיחתחילהכי
לכתוב ïשנית êכ (j = 1 . . .m ,i = 1 . . . k) βj ,αi íמקדמי יש הרי ,U את פורשת
,t = 1 . . . k) εr ,δt íמקדמי יש דומה, ïבאופ .u = α1d1 + . . .+αkdk +β1u1 + . . .+βnun

x = u+w = ïלכ .w = δ1d1+. . .+δkdk+ε1w1+. . .+εnwn לכתוב ïשניתêכ (r = 1 . . . n

= (α1d1+. . .+αkdk+β1u1+. . .+βnun)+(δ1d1+. . .+δkdk+ε1w1+. . .+εnwn) =

óצירו= (α1 + δ1)d1 + . . . + (αk + δk)dk + β1u1 + . . . + βnun + ε1w1 + . . . + εnwn

פורשת. B ïולכ ,B איברי של לינארי
α1d1 + . . . + αkdk + β1u1 + . . . + βmum שֿ+ נניח לינארית. איֿתלות נוכיח כעת 10.12.2006

אז .γ1w1 + . . . + γnwn = 0

U 3 α1d1 + . . . + αkdk + β1u1 + . . . + βmum = −γ1w1 − . . .− γnwn ∈ W

.U ∩ W בֿ וקטור לפנינו ,W בֿ וקטור הוא ïימי óואג U בֿ וקטור הוא שמאל óשאג ïכיוו
êכ δ1, . . . , δk ∈ F íסקלרי íקיימי הרי ,U ∩W של בסיס {d1, . . . , dk}ֿש ïכיוו .vֿב נסמנו

.v = δ1d1 + . . . + δkdkֿש
δ1d1 + . . . + δkdk = −γ1w1 − . . .− γnwn ⇐⇒ δ1d1 + :ïימי óלאג זו הצגה נשווה
שכבסיס ,W של הבסיס איברי של מתאפס צ"ל זהו .. . . + δkdk + γ1w1 + . . .− γnwn = 0

íא כעת, .γ1 = . . . = γn = 0 ובפרט ,íמתאפסי íהמקדמי כל ïלכ – בלתיֿתלויה קבוצה היא
בֿ ïנתבונ

W 3 α1d1 + . . . + αkdk + γ1w1 + . . . + γnwn = −β1u1 − . . .− βmum ∈ U

צ"ל זהו .α1d1 + . . . + αkdk = 0 ונקבל נציב .β1 = . . . = βm = ש0ֿ ïאופ באותו נקבל
.α1 = . . . = αk = 0 ïולכ ,U ∩W של הבסיס איברי של מתאפס

מהתמונה. d1, . . . , dk את íשמוציאי אחרי ïאופ באותו פועלת ההוכחה ,U ∩W = {0} íא
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לינאריות העתקות 3

לינאריות העתקות 3

לינארית העתקה הגדרת 3.1

íא לינארית העתקה תיקרא T : V → W פונקציה .F שדה אותו מעל Wמ"ו וֿ V יהיו הגדרה. לינארית העתקה

– מקיימת T

∀v1, v2 ∈ V T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2) א.
∀v ∈ V, λ ∈ F T (λv) = λT (v) ב.

T (1, 2, 4) = לדוגמה, .T (x, y, z) = (x+y, y−z) עלֿידי Tמוגדרת : R3 → R2 דוגמה.
לינארית: העתקה ïאכ שזו נבדוק .(1 + 2, 2− 4) = (3,−2)

T ((x1, y1, z1) + (x2, y2, z2)) = T (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)

= (x1 + x2 + y1 + y2, y1 + y2 − (z1 + z2))

= (x1 + y1, y1 − z1) + (x2 + y2, y2 − z2)

= T (x1, y1, z1) + T (x2, y2, z2)

T (λ(x, y, z)) = T (λx, λy, λz)

= (λx + λy, λy − λz)

= λ(x + y, y − z)

= λT (x, y, z)

sinx לֿ+ שווה תמיד לא T (x + y) = sin(x + y) .T (x) = sinx ,T : R → R דוגמה.
לינארית. העתקה אינה T ;sin y

13.12.2006

מוגדרת T : V → V עצמו. מעל כמ"ו V = C חיבור). על רק ששומרת (העתקה דוגמה
.T (α + βi) = α עלֿידי

T ((α1 +β1i)+(α2 +β2i)) = T ((α1 +α2)+(β1 +β2)i) = α1 +α2 = חיבור:
T (α1 + β1i) + T (α2 + β2i)

T (

λ︷ ︸︸ ︷
(a + bi)(α + βi)) = T ((aα− bβ) + (aβ + bα)i) = aα− bβ 6= בסקלר: כפל

(a + bi)T (α + βi) = aα + bαi

– אז לינארית. העתקה T : V → W תהי :37 משפט
T (0V ) = 0W א.

∀v ∈ V T (−v) = −T (v) ב.
−T (0V ) íהאגפי לשני óנוסי T (0V ) = T (0V + 0V ) = T (0V ) + T (0V ) א. הוכחה.

.T (0V ) = T (0V ) + (−T (0V )) = 0W ונקבל
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לינאריות העתקות העתקה3 ללינאריות ïקריטריו 3.2

T (v) + T (−v) = נקבל לינארית, העתקה T שֿ ïמכיוו .v + (−v) = 0V אז .v ∈ V יהי ב.
מתפקד T (−v)ֿש ïכיוו הנגדי, האיבר יחידות בשל .T (v + (−v)) = T (0V ) = 0W

.T (−v) = −T (v) לכתוב נוכל ïולכ ,T (v) של הנגדי הוא הרי ,T (v) של כנגדי

העתקה ללינאריות ïקריטריו 3.2

∀v1, v2 ∈ V, λ1, λ2 ∈ í"íא לינארית העתקה T : V → W אז .F מעל Wמ"ו ,V :38 העתקהמשפט ללינאריות ïקריטריו

.F T (λ1v1 + λ2v2) = λ1T (v1) + λ2T (v2)

T (λ1v1 +λ2v2) = T (λ1v1)+T (λ2v2) = λ1T (v1)+ אז לינארית, העתקה T íא הוכחה.
.λ2T (v2)

T (v1 + v2) = íשמתקיי נקבל אז .v1, v2 ∈ V יהיו .íמתקיי ïשהקריטריו נניח ,êלהיפ
אז .λ ∈ F ,v ∈ V יהיו כעת, .T (1Fv1 + 1Fv2) = 1FT (v1) + 1FT (v2) = T (v1) + T (v2)

� .T (λv) = T (λv + 0Fv) = λT (v) + 0FT (v) = λT (v)

אז לינארית. העתקה T : V → W ,λ1, . . . , λn ∈ F ,v1, . . . , vn ∈ V יהיו :39 מסקנה
.T (
∑n

i=1 λivi) =
∑n

i=1 λiT (vi)

(באינדוקציה.) כתרגיל. הוכחה.

מיוחדות העתקות 3.3

האפס העתקת 3.3.1

האפס העתקת .∀v ∈ V 0(v) = 0W עלֿידי 0 : V → W נגדיר .F מעל מ"ו W ,V
.0(λ1v1 + λ2v2) = 0W = λ10(v1) + λ20(v2) ה"ל? זו למה

הזהות העתקת 3.3.2

הזהות העתקת .∀v ∈ V I(v) = v עלֿידי I : V → V נגדיר .F מעל מ"ו V

.I(λ1v1 + λ2v2) = λ1v1 + λ2v2 = λ1I(v1) + λ2I(v2) ה"ל? זו למה

לינאריות העתקות מציאת 3.4

S, T : V → W íא .V של בסיס B = {v1, . . . , vn} יהי .F מעל מ"ו W ,V יהיו :40 לינאריתמשפט העתקה יחידות

.S = T כלומר, ;v ∈ V לכל S(v) = T (v) אז S(vi) = T (vi) i = 1 . . . n שלכל êכ

ïבאופ íהנקבעי)α1, . . . , αn ∈ F יש שBֿבסיס, ïכיוו .S(v) = T (v) צ"ל .v ∈ V יהי הוכחה.
נקבל אז .v = α1v1 + . . . + αnvnֿש êכ יחיד)
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לינארית העתקה של ïגרעי לינאריות3.5 העתקות 3

S(v) = S(α1v1 + . . . + αnvn)

= α1S(v1) + . . . + αnS(vn)

= α1T (v1) + . . . + αnT (vn)

= T (α1v1 + . . . + αnvn) = T (v)

.w1, . . . , wn ∈ W יהיו .V Bבסיסשל = {v1, . . . , vn} יהי .F מעל Wמ"ו ,V יהיו :41 משפט
.(i = 1 . . . n) T (vi) = wi ומקיימת W לֿ V מֿ לינארית העתקה שהיא ויחידה אחת T יש אז

R3 ניקחבסיסשל ,T (1, 3, 5) = (1, 0, Tשמקיימת(1 : R3 → R3 למצואה"ל כדי דוגמה.
,T (1, 3, 5) = (1, 0, ,1)}–ונגדיר(1 3, 5), (0, 1, 0), (0, 0, –למשל{(1 (1, 3, שמכילאת(5
íלש T לינאריות על êלהסתמ נוכל כעת .T (0, 0, 1) = (0, 0, 0) ,T (0, 1, 0) = (0, 0, 0)

:T (1, 4, 6) חישוב
.T (1, 4, 6) = T ((1, 3, 5)+(0, 1, 0)+(0, 0, 1)) = T (1, 3, 5)+T (0, 1, 0)+T (0, 0, 1)

נגדיר .v =
∑n

i=1 αivi – B איברי של לינארי óכצירו יחידה הצגה יש v ∈ V לכל הוכחה.
T (v)ֿל הנוסחה הרי יחיד, ïבאופ íנקבעי הלינארי óהצירו שמקדמי ïכיוו .T (v) =

∑n
i=1 αiwi

vi = 0v1 + . . . + 0vi−1 + לכתוב ïנית כי כנדרש, ,T (vi) = wi יחיד. T (v) v לכל מתאימה
T (vi) = 0w1 + . . .+0wi−1 +wi +0wi+1 + ההגדרה, עלֿפי ואז, ,vi +0vi+1 + . . .+0vn

.. . . + 0wn = wi

.T (u1 + u2) = T (u1) + T (u2) צ"ל ;u1, u2 ∈ V יהיו לינארית. T שֿ להראות נותר
.u2 = β1v1 + . . . + βnvn ,u1 = α1v1 + . . . + αnvn נכתוב

T (u1 + u2) = T ((α1v1 + . . . + αnvn) + (β1v1 + . . . + βnvn)

= T ((α1 + β1)v1 + . . . + (αn + βn)vn)
T =הגדרת (α1 + β1)w1 + . . . + (αn + βn)wn

= α1w1 + . . . + αnwn + β1w1 + . . . + βnwn

= T (α1v1 + . . . + αnvn) + T (β1v1 + . . . + βnvn)

= T (u1) + T (u2)

כתרגיל. – בסקלר כפל על שמירה הוכחת
.40 ממשפט נובעת T יחידות

וקטורי על T ערכי הכרת êמתו ,V של וBֿבסיס לינארית העתקה T : V → W íא ,íלסיכו
.v ∈ V כל על T של ערכה מהו חדֿמשמעית לקבוע נוכל B

לינארית העתקה של ïגרעי 3.5

ïהגרעי הוא ker T .ker T = {v ∈ V | T (v) = 0W } ïנסמ ה"ל. T : V → W תהי 20.12.2006הגדרה. ïגרעי

.T של
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לינאריות העתקות לינארית3 העתקה של תמונה 3.6

T
0

W

ker

V

.T (x, y, z) = (x, y, 0) עלֿידי מוגדרת T : R3 → R3 דוגמה.
ker T =

{
(x, y, z) ∈ R3 | T (x, y, z) = (0, 0, 0)

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 | (x, y, 0) = (0, 0, 0)

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 | x = y = 0

}
=

{
(0, 0, z) ∈ R3

}
=
{
z(0, 0, 1) | z ∈ R3

}
= span {(0, 0, 1)}

.ker T ≤ V אז ה"ל. T : V → W תהי :42 משפט

,T (v1) = 0W .v1, v2 ∈ ker T יהיו .T (0V ) = 0W כי ,0v ∈ ker T תחילה, הוכחה.
יהיו כעת, .v1 + v2 ∈ ker T ו- T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2) = 0W ïולכ ,T (v2) = 0W

� .λv ∈ ker T וֿ T (λv) = λT (v) = λ0W = 0W אז .λ ∈ F ,v ∈ ker T

לינארית העתקה של תמונה 3.6

T (K) .T (K) = {T (v) | v ∈ K} ïנסמ .K ⊆ V תהי ה"ל. T : V → W תהי קבוצההגדרה. של תמונה

.K של התמונה נקראת

כתרגיל.22) – ה"ל שזו (הוכחה .T (x, y) = x עלֿידי מוגדרת T : R2 → R2 דוגמה.
.T (K) = {1, 2} אז .K = {(1, 2), (1, 3), (2, 4)}

.T (K) ≤ W ,K ≤ V íא לינארית. העתקה T : V → W תהי :43 משפט

;w1, w2 ∈ T (K) יהיו .T (K) 6= ∅ ïלכ .(0V ∈ K) T (K) 3 0W = T (0V ) תחילה, הוכחה.
.w1 + w2 ∈ T (K) צ"ל

∃v1 ∈ KT (v1) = w1 ⇐= w1 ∈ T (K)

.T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2) = w1 + w2 ïולכ ∃v2 ∈ KT (v2) = w2 ⇐= w2 ∈ T (K)

– בסקלר לכפל סגירות הוכחת .w1 + w2 ∈ T (K) קיבלנו .K ≤ V שהרי ,v1 + v2 ∈ K אבל
כתרגיל.

.T של התמונה נקראת im T = {T (v) | v ∈ V } ה"ל. T : V → W תהי תמונההגדרה.

.im T ≤ W ,íהקוד המשפט עלֿפי

im T =
{
T (x, y, z) | (x, y, z) ∈ R3

}
= {(x, y, 0) | x, y ∈ R}
= {x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) | x, y ∈ R}
= span {(1, 0, 0), (0, 1, 0)}

Tמהדוגמההקודמת. עבור im T נחשבאת דוגמה.

התמונה. להגדרת משנה לא זה מקרה, 22בכל
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פונקציות על íמילי כמה לינאריות3.7 העתקות 3

.1 + 2 = 3 ⇐⇒ dim kerT + dim im T = dim V שֿ לב íנשי

?im T את íמחשבי êאי

im T = אז .V של בסיס B = {v1, . . . , vn} יהי ה"ל. T : V → W תהי :44 משפט
.span {T (v1), . . . , T (vn)}

של בסיס B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ניקח הקודמת. לדוגמה נחזור דוגמה.
span {T (1, 0, 0), T (0, 1, 0), T (0, 0, 1)} = ,ïואכ .V = R3

.= span {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 0)} = span {(1, 0, 0), (0, 1, 0)} = im T

אז .x ∈ span {T (v1), . . . , T (vn)} יהי הדדית. הכלה נראה הוכחה.

x =
n∑

i=1

λiT (vi) =
n∑

i=1

T (λivi) = T (
n∑

i=1

λivi) ∈ im T

לכתוב ïנית בסיס, Bֿש ïכיוו .x = T (v)ֿש êכ v ∈ V יש אז .x ∈ im T יהי כעת,
ואז ,v =

∑n
i=1 αivi

x = T (v) = T (
n∑

i=1

αivi) =
n∑

i=1

αiT (vi) ∈ span {T (v1), . . . , T (vn)}

�

פונקציות על íמילי כמה 3.7

24.12.2006 íא .f2 ◦ f1 המורכבת הפונקציה את להגדיר íרוצי .f2 : A2 → B2 ,f1 : A1 → B1ֿש נניח
.(f2 ◦ f1)(x) = f2(f1(x))ֿכ f2 ◦ f1 את להגדיר נוכל ,f2 של íבתחו מוכלת f1 של התמונה

B2

A2

B1A1

⇐= a1 6= a2 a1, a2 ∈ A לכל íא ערכית חדֿחד נקראת f : A → B פונקציה הגדרה. ערכית חדֿחד פונקציה

.a1 = a2 ⇐= f(a1) = f(a2) íא שקול, ïבאופ או, f(a1) 6= f(a2)

.f(a) = bֿש êכ a ∈ A יש b ∈ B לכל íא על נקראת f : A → B פונקציה הגדרה. על פונקציה

.∀a ∈ A IA(a) = aֿש êכ מוגדרת IA : A → A הזהות פונקציית הגדרה. הזהות פונקציית

g ◦ f = IBֿו f ◦ g = IAֿש êכ g : B → A קיימת íא פונקציה. f : A → B תהי הגדרה. הפיכה פונקציה

היא כזו g קיימת íשא להראות ïנית .f של ההופכית הפונקציה נקראת g הפיכה; f שֿ נאמר הופכית פונקציה

.g = f−1 ïלסמ ïנית ïולכ יחידה,
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לינאריות העתקות לינאריות3 העתקות הרכבת 3.8

ועל. חח"ע f ⇐⇒ הפיכה f : A → B :45 משפט

íאפימורפיז חח"ע; היא íא íמונומורפיז נקראת ה"ל T : V → W .F מעל Wמ"ו ,V (מונו|אפי|איזו)מורפיזíהגדרה.

ועל. חח"ע היא íא íאיזומורפיז על; היא íא

.ker T = {0V }⇔ חח"ע T ה"ל. T : V → W .F מעל מ"ו W ,V :46 משפט

ïלכ .0V 6= v ∈ ker T יש אז .ker T 6= {0V שֿ{ בשלילה נניח חח"ע. T נניח (⇐=) הוכחה.
להנחה. בסתירה חח"ע, אינה T ïומכא ,T (v) = T (0V ) = 0W

T (v1−v2) = ,ïמכא .T (v1) = T (v2)ֿנניחש Tחח"ע. kerונוכיחשֿ T = {0V נניח{ (=⇒)
.v1 − v2 = 0V ïולכ ,ker T = {0V } אבל .v1 − v2 ∈ ker T ïולכ ,T (v1) − T (v2) = 0W

.v1 = v2 ,ïמכא

(.im T = W ⇐⇒ על T : V → W )

לינאריות העתקות הרכבת 3.8

S(x, y) = ,S : R2 → R2 ;T (x, y) = (x − y, 2x + y) ,T : R2 → R2 דוגמה.
עבור .(T ◦S)(v) = T (S(v)) :êכ מוגדרת T ◦S : R2 → R2 ההעתקה .(x + 2y, x + y)

(T ◦ S)(v) = T (S(x, y)) = T (x + 2y, x + y) = ,v = (x, y)

.= ((x + 2y)− (x + y), 2(x + 2y) + (x + y) = (y, 3x + 5y)

כתרגיל. – S ◦ T 6= T ◦ S

T : V2 → W2 ,S : V1 → W1 יהיו .F שדה מעל מ"ו W2 ,V2ֿו W1 ,V1 יהיו :47 משפט
לינארית. העתקה והיא מוגדרת T ◦ S : V1 → W2 ,im S ⊆ V2 íא אז לינאריות. העתקות

L(λ1v1 + λ2v2) = ,λ1, λ2 ∈ F ,v1, v2 ∈ V1 לכל כי צ"ל .T ◦ S = L ïנסמ הוכחה.
:ïואכ .λ1L(v1) + λ2L(v2)

L(λ1v1 + λ2v2) = (T ◦ S)(λ1v1 + λ2v2)

= T (S(λ1v1 + λ2v2))

= T (λ1S(v1) + λ2S(v2))

= λ1T (S(v1)) + λ2T (S(v2)) = λ1L(v1) + λ2L(v2)

,T ◦ S = IV שֿ êכ S : W → V יש ועל, חח"ע ה"ל T : V → W íא שראינו, כפי
.T של ההופכית היא S = T−1 כלומר, .S ◦ T = IW

היא óא T−1 : W → V אז ועל, חח"ע ה"ל T : V → W íא .F מעל מ"ו W ,V :48 משפט
ה"ל.

כי להוכיח êצרי .λ1, λ2 ∈ F ,w1, w2 ∈ W יהיו הוכחה.

T−1(λ1w1 + λ2w2) = λ1T
−1(w1) + λ2T

−1(w2)
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לינאריות העתקות הרכבת לינאריות3.8 העתקות 3

אז על). T כי זאת, לעשות (נוכל T (v2) = w2 ,T (v1) = w1ֿש êכ v1, v2 ∈ V נבחר
T (λ1v1 + λ2v2) = λ1T (v1) + λ2T (v2) = כעת, .T−1(w2) = v2 ,T−1(w1) = v1

ïולכ ,λ1w1 + λ2w2

T−1(λ1w1 + λ2w2) = λ1v1 + λ2v2 = λ1T
−1(w1) + λ2T

−1(w2)

�

27.12.2006

בת"ל. íוקטורי קבוצת K ⊆ V לינארית. העתקה T : V → W .F מעל מ"ו W ,V :49 משפט
בת"ל. T (K) אז חח"ע, T íא

T (K) איברי של מתאפס צ"ל ניקח סופית.) K = {v1, . . . , vn} נניח הפשטות, íלש) הוכחה.
T (α1v1) + . . . + אז .α1T (v1) + . . . + αnT (vn) = 0 נניח טריוויאלי. שהוא ונוכיח
.ker T = {0} הרי חח"ע, T שֿ ïכיוו .T (α1v1 + . . . + αnvn) = 0 ïולכ T (αnvn) = 0

,K הבת"ל הקבוצה איברי של מתאפס צ"ל שזהו ïמכיוו .α1v1 + . . . + αnvn = 0 ,ïמכא
� .α1 = . . . = αn = 0

ה"ל. T : V → W .dim kerT = n ,F שדה מעל מ"ו W ,V :(2 íהמימדי (משפט 50 משפט הקאמבק :íהמימדי משפט

.dim kerT + dim im T = dim V אז

ובתמונה. ïבגרעי כשדנו (ב21.02ֿ), כזאת אחת ראינו כבר דוגמה.

:íמקרי לשלושה נפריד הוכחה.
⇐= im T = {0W } ïלכ .∀v ∈ V T (v) = 0W האפס: העתקת T כלומר, .ker T = V א.
dim kerT + dim im T = כעת, .dim kerT = n ⇐= ker T = V .dim im T = 0

.n + 0 = n

.{u1, . . . , uk} :ker T לֿ בסיס ניקח .dim kerT = k ïנסמ .{0} ( ker T ( V ב.
im T כי כבר ראינו .{u1, . . . , uk, v1, . . . , vn−k} :V של לבסיס זה בסיס íנשלי
u1, . . . , uk שֿ∋ ïכיוו אבל .{T (u1), . . . , T (uk), T (v1), . . . , T (vn−k)} נפרשתעלֿידי
.im T = span {T (v1), . . . , T (vn−k)}מספיקלכתובïולכ ,T (u1) = . . . = T (uk) = 0 ,ker T

dim kerT + ואז ,dim im T = n−k נקבל בת"ל, {T (v1), . . . , T (vn−k)}ֿש נראה íא
α1T (v1) + נניח איֿתלות. נוכיח ,ïכ íא וגמרנו. dim im T = k + (n − k) = n

α1v1 + . . . וֿ+ T (α1v1 + . . . + αn−kvn−k) = 0 ïלכ .. . . + αn−kT (vn−k) = 0

α1v1 + . . . + αn−kvn−k שֿ= êכ β1, . . . , βk ∈ F יש ïלכ .αn−kvn−k ∈ ker T

.−β1u1 − . . . − βkuk + α1v1 + . . . + αn−kvn−k = 0 ïלכ .β1u1 + . . . + βkuk

וגמרנו. α1 = . . . = αn−k = 0 ïולכ ,V של בסיס איברי של מתאפס צ"ל זהו
.im T = span {T (v1), . . . , T (vn)}ֿכברש ראינו .V ,v1}בסיסשל . . . , vn} יהי .ker T = {0} ג.
בסיס זהו ïלכ בת"ל. {T (v1), . . . , T (vn)}íג הרי ,v1}בת"ל, . . . , vn}ֿו Tחח"ע שֿ ïכיוו
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לינאריות העתקות 3íאיזומורפיזמי אודות עוד 3.9

dim kerT + dim im T = ïולכ ,dim kerT = 0 ,óבנוס .dim im T = nֿו ,im T עבור
� .0 + n = n

31.12.2006

,dim V = dim W íוא ה"ל T : V → W íא .F שדה מעל נ"ס מ"ו W ,V יהיו :51 מסקנה
:íשקולי íהבאי

ועל); חח"ע T (כלומר, íאיזומורפיז T א.
חח"ע); T (כלומר, ker T = {0} ב.

על). T (כלומר, im T = W ג.

.ker T = וֿ{0} חח"ע T בפרט ,íאיזומורפיז T íא טריוויאלי: (א'⇐ב') הוכחה.
dim im T = ,íהמימדי משפט עלֿפי ,ïולכ ,dim kerT = 0 אז ker T = {0} íא (ב'⇐ג')
הרי ,im T ≤ W שֿ ïכיוו .dim im T = dim W ïולכ ,dim V = dim W ,ïהנתו עלֿפי .dim V

.im T = W

משפט עלֿפי ושוב, ,dim im T = dim W = dim V אז .im T = W נניח (ג'⇐א')
.íאיזומורפיז T הרי על, T שֿ ïכיוו חח"ע; T וֿ ker T = {0} ïולכ dim kerT = 0 ,íהמימדי

íאיזומורפיזמי אודות עוד 3.9

.V ≈ W íמסמני .W לֿ איזומורפי V אזי ,íאיזומורפיז T : V → W יש íא איזומורפייíהגדרה. íמרחבי

.W ≈ V אזי V ≈ W íא :52 משפט

קיימת ïלכ ועל). חח"ע (ה"ל T : V → W íאיזומורפיז יש אז V ≈ W íא הוכחה.
היא óא T−1 מדוע (כלומר, הפיכה? T−1 מדוע לינארית. T−1ֿש הוכחנו .T−1 : W → V

הפיכה. T−1 ïולכ ,T ◦ T−1 = IW ,T−1 ◦ T = IV הרי הפיכה, T שֿ ïכיוו (?íאיזומורפיז

.U ≈ W אז U ≈ V וֿ V ≈ W íא .F מעל מ"ו W ,V ,U יהיו :53 משפט

S : V → W יש פירושו V ≈ W .íאיזומורפיז T : U → V שיש פירושו U ≈ V הוכחה.
להראותשהיא מספיק ,íאיזומורפיז להראותשהיא כדי ה"ל. S◦Tהיא : U → W .íאיזומורפיז
T−1◦S−1 : W בֿ→ ïנתבונ Tהפיכה=⇐T−1קיימת. Sהפיכה=⇐S−1קיימת; ,ïואכ הפיכה.
23,(T−1◦S−1)◦(S◦T ) = T−1◦(S−1◦S)◦T = T−1◦IV ◦T = T−1◦T = IV כעת, .U

.(S ◦ T )−1 = T−1 ◦ S−1 ïלכ ;(S ◦ T ) ◦ (T−1 ◦ S−1) = IW ,ïאופ ובאותו

הקואורדינטות וקטור 3.10

(.F מעל n ממימד מ"ו Fn =


 α1

...

αn

 | α1, . . . , αn ∈ F

 כי כתרגיל, (הוכיחו,

להוכיח. בלי לינאריות העתקות באסוציאטיביות שהשתמשנו לב íלשי 23יש
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ההעתקות מרחב לינאריות3.11 העתקות 3

v ∈ V לכל אז 24.V של בסיס B = {v1, . . . , vn} יהי .dim V = n ,F מעל מ"ו V יהי הגדרה. הקואורדינטות וקטור

הוקטור הוא B הבסיס לפי v של הקואורדינטות וקטור .v =
∑n

i=1 αivi יחידה הצגה יש

[v]B =

 α1

...

αn

 ∈ Fn

⇐= v = (2, 3) = 2(1, 0) + 3(0, 1) .E = {(1, 0), (0, 1)} .R מעל V = R2 דוגמה.

.[v]E =
(

2

3

)
נגדיר .V של בסיס B = {v1, . . . , vn} יהי .dim V = n ,F מעל מ"ו V יהי :54 משפט

.Fnֿל V מֿ íאיזומורפיז T אז .T (v) = [v]B עלֿידי T : V → Fn

.u2 =
∑n

i=1 βivi ,u1 =
∑n

i=1 αivi נכתוב .u1, u2 ∈ V ניקח ה"ל? T מדוע הוכחה.
T (u1 + u2) = כעת, .u1 + u2 =

∑n
i=1 αivi +

∑n
i=1 βivi =

∑n
i=1(αi + βi)vi ïלכ

הסגירות הוכחת .[u1 + u2]B =

 α1 + β1

...

αn + βn

 =

 α1

...

αn

 +

 β1

...

βn

 = T (u1) + T (u2)

כתרגיל. – בסקלר לכפל
שהיא להוכיח מספיק íאיזומורפיז T שֿ להוכיח כדי הרי זהה, מימד בעלי Fnֿו V שֿ ïכיוו

על. T ïולכ ,T (v) =

 α1

...

αn

 אז .v = α1v1 + . . . + αnvn נגדיר .

 α1

...

αn

 ∈ Fn ניקח על.

.V ≈ W ,dim V = dim W = n íא .F מעל מ"ו W ,V יהיו :55 משפט

V ≈ Fnֿש êמכ .Fn ≈ W ⇐= W ≈ Fnֿו V ≈ Fn ,íהקוד המשפט עלֿפי הוכחה.
.V ≈ W שֿ ,53 משפט עלֿפי נובע, Fn ≈ W וֿ

ההעתקות מרחב 3.11

7.1.2007

.hom(V,W ) = {T : V → W | ה"ל T} נגדיר .F מעל מ"ו W ,V יהיו הגדרה. ההעתקות מרחב

(T + S)(v) = עלֿידי T + S : V → W ïסכומ את נגדיר ,T, S ∈ hom(V,W ) íא הגדרה. העתקות חיבור

.T (v) + S(v)

ה"ל). T + S) T + S ∈ hom(V + W ) אז T, S ∈ hom(V,W ) íא :56 משפט

.α1, α2 ∈ F ,u1, u2 ∈ V יהיו .K = T + S ïנסמ הוכחה.

.R2 של {(0, 1), (1, 0)} מהבסיס R2שונה של {(1, 0), (0, 1)} הבסיס כלומר, סדורה. קבוצה כאל לבסיס 24נתייחס
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לינאריות העתקות המטריצות3 מרחב 3.12

� K(α1v1 + α2v2) = (T + S)(α1v1 + α2v2)

= T (α1v1 + α2v2) + S(α1v1 + α2v2)

= α1T (v1) + α2T (v2) + α1S(v1) + α2S(v2)

= α1 (T (v1) + S(v1)) + α2 (T (v2) + S(v2))

= α1(T + S)(v1) + α2(T + S)(v2)

= α1K(v1) + α2K(v2)

.(λT )(v) = λT (v) עלֿידי λT : V → W נגדיר .λ ∈ F ,T ∈ hom(V,W ) בסקלרהגדרה. העתקות כפל

.λT ∈ hom(V,W ) אז λ ∈ F ,T ∈ hom(V,W ) íא :57 משפט

� K(α1v1 + α2v2) = (λT )(α1v1 + α2v2)

= λT (α1v1 + α2v2)

= λ (α1T (v1) + α2T (v2))

= α1λT (v1) + α2λT (v2)

= α1(λT )(v1) + α2(λT )(v2)

= α1K(v1) + α2K(v2)

.K = λT ïנסמ הוכחה.

.F מעל מ"ו הוא hom(V,W ) אז נ"ס). בהכרח (לא F מעל מ"ו W ,V :58 משפט

T לֿ נגדי ואיבר האפס העתקת הוא hom(V,W בֿ( האפס שאיבר נעיר רק כתרגיל. הוכחה.
.(−T )(v) = −T (v) המוגדרת העתקה הוא hom(V,W בֿ(

המטריצות מרחב 3.12

מטריצות על פעולות 3.12.1

מטריצות חיבור ,W של בסיס C = {w1, . . . , wm} ,V של בסיס B = {v1, . . . , vn} ,F מעל מ"ו W ,V יהיו
לינאריות. העתקות T, S : V → W

[T ]BC =


a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn

 [S]BC =


b11 . . . b1n

...
...

bm1 . . . bmn


ïנסמ .[T + S]BC של הראשונה העמודה את נחשב זאת, לעשות כדי .[T + S]BC את נמצא

⇐= S(v1) =
∑m

k=1 bk1wk ,T (v1) =
∑m

k=1 ak1wk

(T + S)(v1) = T (v1) + S(v1) =
m∑

k=1

(ak1bk1)wk
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המטריצות מרחב לינאריות3.12 העתקות 3

היא [T + S]BC של הראשונה העמודה ïלכ .[(T + S)(v1)]C =

 a11 + b11
...

am1 + bm1

 כלומר,

אותו באמצעות דבר אותו נקבל iֿה העמודה ועבור ,[S]BC וֿ [T ]BC של הראשונות העמודות íסכו
לכל להגדיר, נוכל רכיבֿרכיב. [S]BC וֿ [T ]BC של íכסכו מתקבלת [T + S]BC המטריצה ïלכ חישוב.

:ïכלשה מטריצות

A =
( a11 ... a1n

...
...

am1 ... amn

)
B =

(
b11 ... b1n

...
...

bm1 ... bmn

)
A + B =

(
a11+b11 ... a1n+b1n

...
...

am1+bm1 ... amn+bmn

)

10.1.2007 עלֿידי λT : V → W λ ∈ F עבור הגדרנו ה"ל. T : V → W תהי .F מעל מ"ו W ,V יהיו
íא .(λT )(v) = λ(T (v))

[T ]BC =
( a11 ... a1n

...
...

am1 ... amn

)
היא λT של הייצוג מטריצת אז ,T של הייצוג מטריצת בסקלר מטריצה כפל

[λT ]BC =

(
λa11 ... λa1n

...
...

λam1 ... λamn

)

רכיבֿרכיב. בסקלר כפל כלשהי מטריצה עבור íמגדירי ,ïמכא

המטריצות מרחב הגדרת 3.12.2

.F מהשדה íרכיבי íע עמודות nֿו שורות m בעלות המטריצות קבוצת את Mm×n(F)ֿב ïנסמ המטריצות מרחב

בסקלר. מטריצה וכפל מטריצות חיבור לפעולות ביחס מ"ו Mm×n(F) :59 משפט

.dim W = m ,dim V = n ,F מעל Wמ"ו ,V כאשר ,hom(V,W ) ≈ Mm×n(F) :60 משפט

נגדיר .W עבור C = {w1, . . . , wm} ,V עבור B = {v1, . . . , vn} :íבסיסי נבחר הוכחה.
.ϕ(T ) = [T ]BC עלֿידי ϕ : hom(V,W ) → Mm×n(F)

ϕ(T + S) = מטריצות, חיבור הגדרת לפי ;T, S ∈ hom(V,W ) יהיו לינארית? ϕ מדוע
הגדרת לפי ;α ∈ F ,T ∈ hom(V,W ) יהיו .[T + S]BC = [T ]BC + [S]BC = ϕ(T ) + ϕ(S)

.ϕ(αT ) = [αT ]BC = α[T ]BC בסקלר, מטריצה כפל
jֿה העמודה j לכל .[T1]BC = [T2]BC אז .ϕ(T1) = ϕ(T2)ֿש נניח חח"ע? ϕ מדוע

,T1(vj) =
∑m

i=1 aijwi .

 a1j

...

amj

 =

 b1j

...

bmj

 :[T2]BC של jֿה לעמודה שווה [T1]BC של

על משתוות T2ֿו T1 ,(j = 1 . . . n ,i = 1 . . .m) aij = bijֿש ïמכיוו .T2(vj) =
∑m

i=1 bijwi

.T1 = T2 ,40 משפט לפי ,ïולכ הבסיס,
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לינאריות העתקות המטריצות3 מרחב 3.12

,j לכל .T : V → W בעזרתה נגדיר .
( a11 ... a1n

...
...

am1 ... amn

)
= A ∈ Mm×n(F) ניקח ϕעל? מדוע

ההגדרה, ולפי המרחב, כל על לה"ל אותה נרחיב הבסיס. על T הגדרת זו .T (vj) =
∑m

i=1 aijwi

.ϕ(T ) = A

העתקות הרכבת של ייצוג מטריצות 3.12.3

,V של בסיס C = {v1, . . . , vm} ,U של בסיס B = {u1, . . . , un} ,F מעל מ"ו W ,V ,U יהיו
.T : V → W ,S : U → V ,W של בסיס D = {w1, . . . , wk}

1 ≤ j ≤) S(uj) =
∑m

l=1 bljvl ,j לכל .[S]BC =

(
b11 ... b1n

...
...

bm1 ... bmn

)
ייצוג: מטריצת יש Sֿל

.(n

.(1 ≤ l ≤ k)T (vl) =
∑k

i=1 ailwi ,l לכל .[T ]CD =
( a11 ... a1m

...
...

ak1 ... akm

)
Tישמטריצתייצוג: לֿ

נחשב: .1 ≤ j ≤ n ניקח .[T ◦ S]BD =
( c11 ... c1n

...
...

ck1 ... ckn

)
ïנסמ

(T ◦ S)(uj) = T (S(uj)) = T (
m∑

l=1

bljvl) =
m∑

l=1

bljT (vl) =
m∑

l=1

blj

k∑
i1

ailwi =

=
m∑

l=1

k∑
i=1

ailbljwi =
k∑

i=1

(
m∑

l=1

ailblj)wi

של jֿה העמודה ïלכ .(T ◦ S)(uj) =
∑k

i=1

∑m
l=1(ailblj)wi ,j = 1 . . . n לכל קיבלנו,

הוא [T ◦ S]BDֿב (i, j)ֿה íהמקו ,ïמכא .[(T ◦ S)(uj)]D =

Pm
l=1 a1lblj

...Pm
l=1 aklblj

 היא [T ◦ S]BD

.cij =
∑m

l=1 ailblj

מטריצות כפל (i, j)ֿה האיבר כאשר AB = C נגדיר ,Bm×n ,Ak×m ïכלשה מטריצות שתי ïבהינת כעת,
(.[T ◦ S]BD = [T ]CD[S]BC íשמתקיי נקבל (ובפרט, .cij =

∑m
l=1 ailblj עלֿידי מוגדר Cֿב

c11 = íהחישובי לפי ,AB = ( 11 4
20 4 ) נקבל .B =

(
5 1
0 0
1 2

)
,A = ( 2 3 1

4 2 0 ) דוגמה.

וכו'.
∑3

l=1 a1lbl1 = a11b11 + a12b21 + a13b31

a · b = חדשה פעולה נגדיר ,b =

 b1
...

bn

 ועמודה a =
(

a1 . . . an

)
שורה ïבהינת

.cij = A של i שורה · B של j עמודה יהיו AB = C איברי מטריצות, Bֿו A íא כעת, .a1b1 + . . . + anbn

תהיה המכפלה ואז ,p = n כאשר רק מוגדרת Am×p ,Bn×k המטריצות שמכפלת לב íנשי
.m× k מסדר

14.1.2007
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מטריצות כפל של תכונות לינאריות3.13 העתקות 3

C = ,V של בסיס B = {v1, . . . , vn} ,T : V → W ,F מעל מ"ו W ,V :61 משפט
.[T (v)]C = [T ]BC [v]B אז .W של בסיס {w1, . . . , wm}

העתקה נגדיר .C = {1, x} ,W = R1[x] ,B =
{
1, x, x2

}
,V = R2[x] דוגמה.

.[D]BC את נמצא ה"ל. Dֿש לראות קל .D (P (x)) = P ′(x) עלֿידי D : R2[x] → R1[x]

[D]BC =

(
0 1 0

0 0 2

)
⇐=

[D(1)]C =
(
0
0

)
ïולכ D(1) = 0

[D(x)]C =
(
1
0

)
D(x) = 1

[D(x2)]C =
(
0
2

)
D(x2) = 2x

,P (x) = 3 + x + 7x2 נבחר עובד: ïאכ שזה נבדוק באינפי, íהסיכומי את שנזרוק לפני

:ïואכ .[P ′(x)]B =
(

1
14

)
,P ′(x) = 1 + 14x אזי .[P (x)]B =

(
3

1

7

)

[D(P (x))]C = [D]BC [P (x)]B =

(
0 1 0

0 0 2

)(
3

1

7

)
=
(

1
14

)

.v ∈ V יהי .T (vj) =
∑m

i=1 aijwi íמתקיי j לכל אז .[T ]BC =
( a11 ... a1n

...
...

am1 ... amn

)
ïנסמ הוכחה.

.v =
∑n

j=1 γj1vj אז ;[v]B =

 γ11
...

γn1

 ïנסמ

T (v) = T (
n∑

j=1

γj1vj) =
n∑

j=1

γj1T (vj) =
n∑

j=1

γj1

m∑
i=1

aijwi =
m∑

i=1

(
n∑

j=1

aijγj1)wi

של iֿה בשורה והאיבר ,[T (v)]C =

 Pn
j=1 a1jγj1

...Pn
j=1 amjγj1

 הוא T (v) של הקואורדינטות וקטור ïלכ

של הנוסחה עלֿפי .[T ]BC [v]B של iֿה בשורה האיבר את נחשב כעת .
∑n

j=1 aijγj1 הוא [T (v)]C
� .

∑n
j=1 aijγj1 הוא (i, הֿ(1 íבמיקו האיבר עמודה; וקטור [T ]BC [v]B מטריצות, כפל

מטריצות כפל של תכונות 3.13

מטריצות כפל תכונות

C ∈ ,B ∈ Mn×p(F) ,A ∈ Mm×n(F) íא כלומר, אסוציאטיבי. מטריצות כפל :62 טענה אסוציאטיביות

.(AB)C = A(BC) ,Mp×q(F)

TC : נגדיר .Fm, Fn, Fp, Fq íלמרחבי Em, En, Ep, Eq íסטנדרטיי íבסיסי נבחר הוכחה.
,TB : Fp → Fn נגדיר דומה, ïבאופ .[TC ]Eq

Ep
= c נקבל .T (ej) = C של j עמודה עלֿידי Fq → Fp

,[TB ◦ TC ] = [TB ][TC ] = BC ,ïמכא .[TA]En

Em
= A ,[TB ]Ep

En
= Bֿו ,TA : Fn → Fm

כעת, .[TA ◦ TB ] = [TA][TB ] = AB

[TA ◦ (TB ◦ TC)] = [TA][TB ◦ TC ] = A(BC)
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לינאריות העתקות מעבר3 מטריצות 3.14

[(TA ◦ TB) ◦ TC ] = [TA ◦ TB ][TC ] = (AB)C

.ïשוויו נקבל העתקות הרכבת אסוציאטיביות ובשל

.K ◦ (T +S) = K ◦T +K ◦S אז Kה"ל, : W → U וֿ ה"ל T, S : V → W íא :63 דיסטריבוטיביותלמה

כתרגיל. הוכחה.

מהלמה. מיידית נובעת התכונה
היחידה מטריצת הזהות: העתקת IV : V → V .V של בסיס B = {v1, . . . , vn} ,F מעל מ"ו V נניח

∀v ∈ V IV (v) = v

המטריצה ïלכ .[IV (v1)]B =


1

0
...

0

 ⇐= IV (v1) = v1 = 1v1 + 0v2 + . . . + 0vn

היחידה. מטריצת היא In = [IV ]BB =

(
1 0 ... 0
0 1 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... 1

)
ïלכ .T = T ◦ IV : V → V ,T = IV ◦ T : V → V .T של הייצוג מטריצת [T ]BB
n × n מטריצה ïבהינת .[T ]BB = [T ◦ IV ]BB = [T ]BBIn ,[T ]BB = [IV ◦ T ]BB = In[T ]BB
עלֿידי המוגדרת TA : Fn → Fn כלשהי העתקה של ייצוג כמטריצת לראותה נוכל ,A כלשהי

.AIV = IV A = A ונקבל ,TA(ei) · A של i עמודה

הפיכות מטריצות .TA(ei) = A של i עמודה עלֿידי TA : Fn → Fn העתקה נגדיר .n × n מסדר מטריצה A תהי
,TA ◦ T−1

A = IV שֿ êכ T−1
A : V → V העתקה קיימת íא כלומר, – הפיכה העתקה TA íא

למטריצה .[T−1
A ][TA] = In ,[TA][T−1

A ] = In íהתנאי íמתקיימי אז – T−1
A ◦ TA = IV

.[T−1
A ] = A−1 = [TA]−1ֿו ,A−1 íמסמני ;A של ההופכית המטריצה íקוראי [T−1

A ]

:A−1 = 1
3

(
2 −1
−1 2

)
שֿ נראה .A = ( 2 1

1 2 ) תהי דוגמה.

AA−1 =
1
3

(
2 1

1 2

)(
2 −1

−1 2

)
=

1
3

(
3 0

0 3

)
= I2

.A−1A = I2 ,ïכמוֿכ

שדה. לא חוג, ïה המטריצות ,ïמכא הפיכה. היא מטריצה כל לא

מעבר מטריצות 3.14

.V עבור íבסיסי Cשני = {v′1, . . . , v′n} ,B = {v1, . . . , vn} ויהיו ,F מעל מ"ו V יהי מעברהגדרה. מטריצת

משפט עלֿפי אז .v ∈ V יהי .IV : V → V הזהות העתקת של [IV ]BC הייצוג במטריצת ïנתבונ
.C לבסיס B מהבסיס המעבר מטריצת נקראת [IV ]BC .[v]C = [IV (v)]C = [IV ]BC [v]B ,61

.[I(vj)]C = [vj ]C המעבר: מטריצת של jֿה העמודה

41



מעבר מטריצות לינאריות3.14 העתקות 3

נמצא .C = {v′1 =
(
1
2

)
, v′2 =

(
2
3

)
} ,B = {v1 =

(
3
5

)
, v2 =

(−1
−1

)
} ,V = R2 דוגמה.

.[I]BC את
v1 =

(
3
5

)
= v′1 + v′2 ⇒ [v1]C =

(
1
1

)
v2 =

(−1
−1

)
= v′1 − v′2 ⇒ [v2]C =

(
1
−1

) }
=⇒ [I]BC =

(
1 1
1 −1

)
לפתור êצרי ,[v]C את למצוא כדי .[v]B =

(
1
0

)
אז .v =

(
3
5

)
= 1v1 + 0v2 ניקח

פשוט ïנית המעבר, מטריצת בעזרת או, – [
(
3
5

)
]C =

(
α1
α2

)
ולקבל

(
3
5

)
= α1

(
1
2

)
+ α2

(
2
3

)
.[v]C = [I]BC [v]B =

(
1 1
1 −1

) (
1
0

)
=
(
1
1

)
לחשב
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לינאריות משוואות מערכות 4

לינאריות משוואות מערכות 4

משוואות מערכות 4.1

הבאה: המשוואות במערכת ïנתבונ 17.1.2007

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
...

...
...

...

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

כאשר ,Ax = b לפתור עלינו אחר: בכתיב או,

aij ∈ F
1 ≤ i ≤ m

1 ≤ j ≤ n

A =


a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn

 x =

 x1

...

xn

 b =

 b1
...

bm


íהמקדמי מטריצת íהנעלמי וקטור íהחופשיי íהמקדמי וקטור

איֿהומוגנית. נקראת המערכת אחרת, הומוגנית. נקראת המערכת b = 0Fm íא (איֿ)הומוגניתהגדרה. מערכת

íמתקיי .ïפתרו וקטור נקרא ïהשוויו על ישמור x íבמקו אותו נציב íשא c ∈ Fn וקטור פתרוïהגדרה. וקטור

.Ac = b

m = n פרטי: מקרה

:ïפתרו c = A−1b נקבל הפיכה, Aֿו – ריבועית A כלומר, – m = n íא

A−1(AX) = A−1b ⇐⇒ (A−1A)x = A−1b ⇐⇒ x = A−1b

עלֿידי המוגדרת Ta : Fn → Fm העתקה A למטריצה íנתאי ,Ax = b המערכת ïבהינת
TA(x + y) = A(x + y) = – חיבור על שומרת היא לינארית: העתקה היא TA .TA(x) = Ax

.TA(λx) = A(λx) = λ(Ax) = λTA(x) – בסקלר כפל ועל –Ax + Ay = TA(x) + TA(y)

.TA(c) = Ac = b íמתקיי המערכת, של ïפתרו c íא
.A של iֿה העמודה זו Aei = TA(ei) = [TA(ei)]Em

:[TA]Em

En
= Aֿש נעיר

f−1({b}) = :{b} של המקור קבובצת את נגדיר b ∈ L ,f : K → L פונקציה כל עבור
נוכל ïמכא .ker T = T−1({0}) לינארית, העתקה T : V → W íא .{a ∈ K | f(a) = b}

.Ax = b המערכת של הפתרונות קבוצת היא T−1
A {b}ֿש לומר

.b ∈ im TA í"íא ïפתרו יש Ax = b למערכת :64 למה

b ∈ im TA ⇐⇒ TA(c) = b ⇐⇒ Ac = b ⇐⇒ למערכת c ïפתרו יש הוכחה.
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משוואות מערכות לינאריות4.1 משוואות מערכות 4

.ker TA היא המערכת של הפתרונות קבוצת .Ax = 0 כלומר, הומוגנית. מערכת Aֿש נניח
.(ker TA = {0}) חח"ע TA í"íא יחיד ïפתרו זהו ;ïפתרו תמיד 0 זה, }במקרה 2x1 + 3x2 = 0

4x1 + 6x2 = 0
A = ( 2 3

4 6 ) TA

(
x1
x2

)
= A

(
x1
x2

)
=
(
2x1+3x2
4x1+6x2

)
דוגמה.

ker TA =
{(

x1
x2

)
| TA

(
x1
x2

)
=
(
0
0

)}
=
{(

x1
x2

)
| 2x1 + 3x2 = 0

4x1 + 6x2 = 0

}
.x1 = −3t

2 ונקבל x2 = t ïנסמ .2x1 +3x2 = 0 =⇒ x1 = −3x2
2 המערכת: את נפתור

ker TA =
{

t
(− 3

2
1

)
| t ∈ R

}
= ,ïואכ המערכת. את פותר

(− 3t
2

t

)
מהצורה וקטור ïלכ

.span
{(− 3

2
1

)}
של הפתרונות קבוצת שני, מצד מ"ו.25 היא Ax = 0 הומוגנית מערכת של הפתרונות קבוצת
– בה נמצא 0 וקטורי, מרחב היא הפתרונות קבוצת íא וקטורי: מרחב אינה איֿהומוגנית מערכת

המערכת. לאיֿהומוגניות בסתירה ,A0 = b 6= 0 נקבל אז íאול

.x1 = x2 = 1
2 ונקבל נפתור .

{ x1 + x2 = 1

x1 − x2 = 0
A =

(
1 1
1 −1

)
דוגמה.

נקרא W ישרייה. נקראת v + W = {v + w | w ∈ W} אז .v ∈ V וֿ W ≤ V יהיו הגדרה. ישרייה

.W של המימד להיות מוגדר v + W הישרייה מימד הישרייה. של ïהמכוו תתֿהמרחב

ïפתרו ישנו (כלומר, b ∈ im TA כי נניח לינאריות. משוואות מערכת Ax = b תהי :65 משפט
.T−1

A (b) = s + ker TA הישרייה תהיה הפתרונות כל קבוצת .ïפתרו s ∈ Fn יהי למערכת).

איֿהומוגנית מערכת הומוגנית }מערכת 2x1 + x2 = 2

4x1 + 2x2 = 4

{ 2x1 + x2 = 0

4x1 + 2x2 = 0

{ 2x1 + x2 = 2

0 + 0 = 0

{ 2x1 + x2 = 0

0 + 0 = 0

x2 = t x2 = t

x1 = 2−t
2 = 1− t

2 2x1 = −t =⇒ x1 = − t
2

T−1
A {b} =

{(
1− t

2
t

)
| t ∈ R

}
T−1

A {b} =
{(− t

2
t

)
| t ∈ R

}
= kerTA +

(
1
0

)
= kerTA

דוגמה.

TA(s + v) = TA(s) + TA(v) = ,ïואכ .s + v ∈ T−1
A {b}ֿש צ"ל .v ∈ ker TA יהי הוכחה.
.ïפתרו s + v ∈ T−1

A {b}ֿו b + 0 = b

TA(c − s) = TA(c) − TA(s) = :c − s בוקטור ïנתבונ .c ∈ T−1
A {b} כי נניח שני, מצד

.c =
ïפתרו
s +

∈ ker TA
v ואז ,v = c− s ïנסמ .c− s ∈ ker TA ïולכ ,b− b = 0

מ"ו. הוא ïשהגרעי 25ניזכר

44



לינאריות משוואות מערכות משוואות4 ïפתרו – מטריצות דירוג 4.2

.ker TA = וֿ{0} b ∈ im TA í"íא (יחיד) ïפתרו יש Ax + b למערכת :66 משפט 21.1.2007

.Av = TA(v) = bֿש êכ v ∈ Fn íקיי ,b ∈ im TAֿש ïכיוו .íמתקיימי íשהתנאי נניח הוכחה.
,TA(v1 − v2) = 0 ïלכ .TA(v1) = TA(v2) אז פתרונות. שני v2,v1 יהיו כעת, .ïפתרו v ,ïמכא

.v1 − v2 = 0 ⇐⇒ v1 = v2 ,ïמכא .v1 − v2 = kerTA = {0} ïומכא
ניקח כעת .b ∈ im TA ïולכ ,Av = TA(v) = b .v יחיד ïפתרו שיש נניח שני, מצד
ïומכא ,TA(u + v) = b ïלכ .TA(u + v) = TA(u) + TA(v) = 0 + b = b אז .u ∈ ker TA

.u + v = v ⇐⇒ u = 0 ïולכ יחיד, ïשהפתרו הנחנו íאול המערכת. של ïפתרו הוא óא u + v

� .ker TA = {0} ïולכ ,{0} ⊆ ker TA íמתקיי ודאי .ker TA ⊆ {0} ïמכא

TA : Fn → לינארית העתקה מוגדרת ,(A ∈ Mm×n(F)) משוואות מערכת Ax = b íא
n − dim im TA = כלומר, .n = dim ker TA + dim im TA ,íהמימדי משפט עלֿפי .Fm

?im TA את íמחשבי êאי ?dim im TA מהו êא .dim הפתרונות מרחב

.A של iֿה העמודה ai וֿ↓ A של iֿה השורה ~ai ,A =
( a11 ... a1n

...
...

am1 ... amn

)
מטריצה עבור ,ïנסמ

.A =

 ~a1

...

~an

 = ( a1↓ ... an↓ ) אז

im TA = span {a1 ↓, . . . , an ↓} :67 טענה

,Fn של íהסטנדרטיי íהבסיסי לפי TA ההעתקה של הייצוג מטריצת היא Aֿש לב íנשי הוכחה.

TA(
En מֿ
e1 ) = [TA(e1)]Em

= TA


1

0
...

0

 = כלומר, – Fm

כלומר, ;i = 1 . . . n לכל ïנכו זה .= A


1

0
...

0

 =
( a11 ... a1n

.

.

.
.
.
.

am1 ... amn

)
1

0
...

0

 =

 a11

...

am1

 = a1 ↓

.∀i = 1 . . . nTA(ei) = ai ↓
.im TA = span {TA(e1), . . . , TA(en)} = span {a1 ↓, . . . , an ↓} ,ïמכא

של העמודות דרגת שלו, המימד .A של העמודות מרחב נקרא span {a1 ↓, . . . , an ↓} העמודותהגדרה. ,מרחב העמודות דרגת

.rc(A) ïמסומ ,A

משוואות ïפתרו – מטריצות דירוג 4.2

דוגמה.

3x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 + 2x5 = 2

2x3 + 2x4 + 4x5 = 4

x1 + x2 + x4 − x5 = 2

3x1 + 3x2 + 4x3 + 7x4 + 6x5 = 6
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משוואות ïפתרו – מטריצות דירוג לינאריות4.2 משוואות מערכות 4

:íמקדמי כמטריצת המערכת את נכתוב

3 3 2 5 2 2

0 0 2 2 4 4

1 1 0 1 −1 2

3 3 4 7 6 6

1 שורה ïבי óנחלי ,êכ íלש לראשונה. פרט המשוואות מכל x1 את õלחל נרצה א', בשלב
R1 ↔ R3 ו3ֿ:

1 1 0 1 −1 2

0 0 2 2 4 4

3 3 2 5 2 2

3 3 4 7 6 6

R4 → R4 − 3R1 ,R3 → R3 − 3R1

1 1 0 1 −1 2

0 0 2 2 4 4

0 0 2 2 5 5

0 0 4 4 9 9

לפגוע מבלי זאת לעשות נוכל לא לשנייה. פרט המשוואות מכל x2 את õלחל נרצה ב', בשלב
ג'. לשלב נעבור ïלכ ,íהקודמי íבהישגי

R2 → 1
2R2 נכשל). ב' שלב (כי לשנייה פרט המשוואות מכל x3 את õלחל נרצה ג', בשלב

R4 → R4 − 3R1 ,R3 → R3 − 3R1

1 1 0 1 −1 2

0 0 1 1 2 2

0 0 2 2 5 5

0 0 4 4 9 9

R4 → R4 − 4R2 ,R3 → R3 − 2R2

1 1 0 1 −1 2

0 0 1 1 2 2

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 1 1
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לינאריות משוואות מערכות קנונית4 מדרגות מטריצת 4.3

מבלי זאת לעשות נוכל לא לשלישית. פרט המשוואות מכל x3 את õלחל נרצה ד', בשלב
ה'. לשלב נעבור ïלכ ,íהקודמי íבהישגי לפגוע

R1 → נכשל). ד' שלב (כי לשלישית פרט המשוואות מכל x4 את õלחל נרצה ה', בשלב
R4 → R4 −R3 ,R2 → R2 − 2R3 ,R1 + R3

1 1 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0

íהמשתני על תשפיע שלו בחירה וכל ,íנתוני מספיק ïאי x4 לגבי ;x5 = 1 נפתור: כעת
הוא המערכת ïשפתרו נקבל óבסו .x2 = s לגבי כנ"ל .x4 = t ïנסמ ïלכ .íהאחרי

הישרייה היא הפתרונות קבוצת כלומר, .(−t− s, s,−t, t, 1)


−t− s

s

−t

t

1

 | t, s ∈ R

 = span




−1

0

−1

1

0

 ,


−1

1

0

0

0


+


0

0

0

0

1



מימד .(íפותחי) íמובילי íמשתני íנקראי x5 ,x3 ,x1 .íחופשיי íמשתני íנקראי x4 ,x2

שמספר ïוכיוו ,n−rc = dim הפתרונות מרחב כזכור, ;íהחופשיי íהמשתני למספר זהה הפתרונות מרחב
.rc = n− íהחופשיי íהמשתני מספר = íהמובילי íהמשתני מספר הרי ,n הוא בסêֿהכל íהמשתני

קנונית מדרגות מטריצת 4.3

24.1.2007

שֿ êכ k ≤ n או B = 0 íא קנונית מדרגות מטריצת נקראת m× n מסדר B מטריצה קנוניתהגדרה. מדרגות מטריצת

;B כעמודות ,óברצ בהכרח לא êא הסדר, לפי מופיעות e1, . . . , ek הסטנדרטיות העמודות א.
עד ימינה íומתקד B של ïהראשו האיבר מעל שמתחיל קו כלומר, – מדרגות קו ניצור íא ב.
ïוכ למטה, שורה יורד הוא אז הראשונה, הסטנדרטית העמודה של 1 האיבר את שפוגש

העמודות. כל על שעבר עד הלאה

– íא קנונית מדרגות מטריצת נקראת B מטריצה אחר: בניסוח
אפס; ïשאינ לשורות מתחת נמצאות האפס שורות כל א.

שלפניה; השורה של הפותח לאיבר ïמימי נמצא שורה כל של הפותח האיבר ב.
.íאפסי íה בעמודתו íהאיברי ויתר ,1 הוא אפס שאינה שורה כל של הפותח האיבר ג.
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אלמנטריות מטריצות לינאריות4.4 משוואות מערכות 4

.(íאחרי íמשתני עלֿידי שנקבע (משתנה פותח למשתנה íמתאי פותח איבר כל

מדרגות מטריצת נקבל הדירוג íשבסיו êכ A את לדרג ïנית .Ax = b במערכת ïנתבונ :68 משפט
המדורגת. המערכת של ïפתרו c ⇐⇒ Ax = b של ïפתרו c .A íבמקו קנונית

אלמנטריות מטריצות 4.4

,í1ֿי שלה ïשבאלכסו m × m מסדר המטריצה את (α 6= 0 ,i 6= j) Eij(α)ֿב ïנסמ .1
.íאפסי השאר וכל α מופיע (i, j)ֿה íבמקו

.Ri → Ri + αRj הפעולת עלֿידי Aֿמ מתקבלת Eij(α)A )המטריצה
1 0 0
0 1 α
0 0 1

)(
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)
=
( a11 a12 a13

a21+αa31 a22+αa32 a23+αa33
a31 a32 a33

)
דוגמה.

íלמקו פרט í1ֿי שלה ïשבאלכסו m ×m מסדר המטריצה את (α 6= 0) Ei(α)ֿב ïנסמ .2
.íאפסי השאר וכל α מופיע בו (i, i)ֿה

.Ri → αRi הפעולה עלֿידי Aֿמ מתקבלת Ei(α) )המטריצה
1 0 0
0 α 0
0 0 1

)(
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)
=
(

a11 a12 a13
αa21 αa22 αa23
a31 a32 a33

)
דוגמה.

.j שורה íע i שורה בה שהפכו m×m מסדר היחידה מטריצת את (i 6= j) Pijֿב ïנסמ .3

.Ri ↔ Rj הפעולה עלֿידי Aֿמ מתקבלת PijA )המטריצה
0 1 0
1 0 0
0 0 1

)(
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)
=
(

a21 a22 a23
a11 a12 a13
a31 a32 a33

)
דוגמה.

נקבל אלמנטרית, במטריצה íפע בכל נכפיל A המטריצה את לדרג íבמקו íא כעת,
íמהסוגי אלמנטריות מטריצות E1, . . . , Et מדרגות מטריצת K כאשר K = Et . . . E1A

לעיל. שהוגדרו
– (הוכחה .P−1

ij = Pij ,E−1
i (α) = Ei(α−1) ,E−1

ij (α) = Eij(α−1) כי לב íנשי
כתרגיל.)

.((AB)−1 = B−1A−1) הפיכה מטריצה היא הפיכות מטריצות של מכפלה כי להוכיח ïנית
A את הכפלנו ,K המדרגות למטריצת Aֿמ להגיע כדי הפיכה. מטריצה היא Et . . . E1 = C ïלכ

.K = CA :C ההפיכה במטריצה

.m מסדר הפיכה מטריצה C תהי .A ∈ Mm×n(F) לינארית, מערכת Ax = b תהי :69 משפט
פתרונות. íאות Ax = b ולמערכת (CA)x = Cb למערכת אז

C(Ad) = Cb ⇐⇒ (CA)d = ïלכ .Ad = b אז .Ax = b המערכת של ïפתרו d יהי הוכחה.
.(CA)x = Cb המערכת של ïפתרו d ïומכא ,Cb

.(CA)d = Cb íמקיי d אז .(CA)x = Cb המערכת של ïפתרו הוא dֿש נניח כעת,
של ïפתרו d ïומכא ,C−1((CA)d) = C−1(Cb) ⇐⇒ ((C−1C)A)d = (C−1C)b ïלכ

.Ax = b
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לינאריות משוואות מערכות 4íלחיי טיפ 4.5

Kֿול Aֿל אז דירוג, פעולות עלֿידי Aֿמ שהתקבלה מטריצה Kֿו Ax = b íא :70 מסקנה
פתרונות. íאות

íלחיי טיפ 4.5

כלשהו, וקטורי למרחב בסיס למצוא íרוצי íא ,ïלכ השורות. מרחב על שומר דירוג כי נעיר
זהה האלו השורות מרחב .íומדרגי מטריצה כשורות íכותבי פורשת, מקבוצה íוקטורי íמסדרי

!ïבמבח בהצלחה מייגעות! לבדיקות õהק בת"ל. אלו ושורות ,íהמקוריי íהוקטורי למרחב

49


