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Rn של לטופולוגיה מבוא 1

Rn של לטופולוגיה מבוא 1

ומרחק נורמה 1.1

התכונות מתקיימות .‖x‖ = (x2
1 + . . . + x2

n)
1
2 עלÎידי מוגדרת RnÎב האוקלידית הנורמה 22.1.2008

הבאות:
;x = 0 í"íא ‖x‖ = 0 .1

;‖ − x‖ = ‖x‖ ובפרט (הומוגניות), ‖tx‖ = |t|‖x‖ ,t ∈ Rn לכל .2

המשולש). ïשוויוÎאי) ∀x, y ∈ Rn ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .3

הבאות: התכונות מתקיימות .d(x, y) = ‖x− y‖ עלÎידי מוגדר נקודות שתי ïבי המרחק
;x = y í"íא d(x, y) = 0 .1

;d(x, y) = d(y, x) .2

.d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ,x, y, z ∈ Rn לכל .3

.d(x, z) = ‖x− z‖ = ‖x− y + y − z‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖ הוכחה.

וחסומות סגורות פתוחות, קבוצות 1.2

הפתוח הכדור היא Br(x) = {y | ‖y − x‖ < r} הקבוצה .r > 0Îו x ∈ Rn יהיו פתוחהגדרה. כדור

r מרדיוס הסגור הכדור היא Br(x) = {y | ‖y − x‖ ≤ r} הקבוצה .x שמרכזו r סגורמרדיוס כדור

.x שמרכזו

.Bs(x) ⊆ Br(x) ⊆ Br(x) ,s < r שלכל נעיר

.δ(A) = sup{d(x, y) | x, y ∈ A} Aהוא של הקוטר .∅ 6= A ⊆ Rn תהי קוטרהגדרה.

נקודה): (כלומר, A = {x} עבור .δ(Br(x)) = 2r :r מרדיוס כלשהו כדור עבור דוגמה.

.δ(A) = 0

.A ⊆ Br(0)Îש êכ r > 0 íקיי íא חסומה Aנקראת ⊆ Rn קבוצה חסומההגדרה. קבוצה

:íשקולי íהבאי íהתנאי :1 טענה

Aחסומה; .1

;δ(A) <∞ .2

;A ⊆ Br(x)Îש êכ r > 0Îו x ∈ Rn íקיימי .3

.A ⊆ Br(x)Îש êכ r > 0 íקיי x ∈ Rn לכל .4

1.Bε(x) ⊆ AÎש êכ ε > 0 íקיי x ∈ A לכל íא פתוחה Aנקראת ⊆ Rn פתוחההגדרה. קבוצה

.Bη(x) ⊆ AÎש êכ η > 0 íשקיי êלכ שקול 1זה
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וחסומות סגורות פתוחות, קבוצות 1.2Rn של לטופולוגיה מבוא 1

Br−δ(y) ⊆Îש ברור .δ = ‖y − x‖ < r אז .y ∈ Br(x) יהי פתוחה: Br(x) דוגמה.

.‖x− z‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖ < δ + (r − δ) < r אז z ∈ Br−δ(y) íא כי ,Br(x)

אזי רציפה. פונקציה f : (a, b)→ (0,∞) תהי דוגמה.

Df = {(x, y) | a < x < b, 0 < y < f(x)}
פתוחה.

פתוחה. ACקבוצה íא סגורה Aנקראת ⊆ Rn הגדרה. פתוחה קבוצה

כל בפרט, .B‖y−x‖−r(y) ACוניקח = {y | ‖y−x‖ > r} Br(x)סגורה: = A דוגמה.

אפס. ברדיוס סגור כדור היא סגורה: קבוצה היא נקודה

קבוצה α ∈ I עבור Uα íא כלומר, פתוח: הינו פתוחות קבוצות של משפחה כל איחוד :2 טענה

פתוחה. U =
⋃

α∈I Uα אזי פתוחה,

êכ α ∈ I íקיי ,ïואכ :Br(x) ⊆ U Îש êכ r > 0 íשקיי להראות êצרי .x ∈ U יהי הוכחה.

.Br(x) ⊆ Uα ⊆ U Îש êכ r > 0 íקיי ïולכ ,x ∈ UαÎש

קבוצות U1, . . . , Un íא כלומר, פתוח: הינו פתוחות קבוצות של סופי מספר êחיתו :3 טענה

פתוחה. V =
⋂n

j=1 Uj אזי פתוחות,

ניקח .Brj
(x) ⊆ UjÎש êכ rj > 0 יהי .x ∈ Uj ,1 ≤ j ≤ n לכל .x ∈ V יהי הוכחה.

.j Br(x)לכל ⊆ Brj
(x) ואז ,r = min(r1, . . . , rn)

.
⋂
Uj = {0} אז .j ∈ N לכל Uj = B 1

j
(0) כלשהו). êלחיתו נכונה איננה (הטענה דוגמה

פתוח. להיות לא יכול פתוחות קבוצות של בÎïמניה êחיתו כלומר,

íוג פתוחות ïשה נוספות בRnÎקבוצות ïאי (למעשה, סגורות. íוג פתוחות íגRnÎו∅ דוגמה.

סגורות. או פתוחות להיות חייבות לא קבוצות ,ïכ על יתר סגורות.)

סגור. הינו סגורות קבוצות של משפחה כל êחיתו :4 טענה

סגור.2 הינו סגורות קבוצות של סופי מספר איחוד :5 טענה

Îו (
⋃
Aα)C =

⋂
AC

α ,(AC)C = A כי íשמתקיי ïמכיוו מהקודמות נובעות אלה טענות
.(
⋂
Aα)C) =

⋃
AC

α

את שמכילה ההכלה) (ביחס המינימלית הסגורה הקבוצה הוא A של הסגור .A ⊆ Rn הגדרה. סגור

המוכלת המקסימלית הפתוחה הקבוצה הוא A של íהפני .A =
⋂

סגורה B ,A ⊆ B
B íמסמני :A íפני

.A◦ = intA =
⋃

פתוחה U ,U ⊆ A
U íמסמני :AÎב

נקודה. פחות Rn להיות למשל, יכול, הוא סגור: להיות חייב לא סגורות קבוצות של בÎïמניה איחוד ,ïכא í2ג
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Rn של לטופולוגיה מבוא קומפקטיות1 קבוצות 1.3

.Br(x) = Br(x) דוגמה.

x(k) ∈Îש êכK íקיי ε > 0 אíלכל {x(k)}∞k=1 של xהואגבול ∈ Rn .{x(k)}∞k=1 תהי סדרההגדרה. של גבול

.x(k) → x ,x = limk→∞ x(k) íמסמני .k > K Bε(x)לכל

לכל ,y = limx(k)Îו x = limx(k) íא יחיד: הוא íקיי הוא íא êא גבול, יש סדרה לכל לא
‖x − y‖ ≤ ‖x − x(k)‖ + ïלכ ,‖y − x(k)‖ < ε íוג ‖x − x(k)‖ < εÎש êכ k íקיי ε > 0

.x = yÎו ‖x− y‖ = 0 ïלכ ,ε לכל ïנכו זה .‖y − x(k)‖ < 2ε

.limk→∞ x(k) ∈ A אזי מתכנסת {x(k)}∞k=1 ⊆ A í"íא סגורה Aקבוצה :6 טענה

נניח .x ∈ A כי להראות êצרי .x(k) → x ,{x(k)} ⊆ A תהי סגורה. AÎש נניח (⇐) הוכחה.
íקיי ïלכ ,x(k) → x אבל .Bε(x) ⊆ ACÎש êכ ε > 0 íקיי ïלכ ACפתוח, .x ∈ AC כי בשלילה

סתירה. –Bε(x) 3 x(k) ∈ AÎש êכ k
Bε(x) 6⊆ ,ε > 0 שלכל êכ x ∈ AC íשקיי בשלילה נניח פתוחה. ACÎש להראות êצרי (⇒)
íג ההנחה ולפי ,A 3 x(k) → xÎש ברור .x(k) ∈ A ∩ B 1

k
(x) íקיי k ∈ N לכל בפרט, .AC

סתירה. – x ∈ A

.A ⊆ B íאAÎב Bצפופה ⊆ A שקבוצה íאומרי .A ⊆ Rn תהי צפופההגדרה. קבוצה 23.1.2008

.RÎב צפופה Q דוגמה.

.Br(x) ∩B 6= ∅ ,r > 0 ולכל x ∈ A לכל í"íאAÎב Bצפופה :7 טענה

B ⊆ כלומר, .Br(x) ∩ B = ∅Îש êכ r > 0Îו x ∈ A שיש נניח השלילה. êבדר (⇐) הוכחה.
– x 6∈ B ובפרט Br(x) ∩ B = ∅ íג אזי .B ⊆ Br(x)C ïלכ סגורה, Br(x)CÎו Br(x)C

סתירה.
,B 3 x(k) → xÎש ברור .x(k) ∈ B 1

k
(x)∩B íקיי k ∈ N לכל ההנחה, לפי .x ∈ A יהי (⇒)

.x ∈ B ïלכ

íמתקיי ,(a, b) לכל :R2Îב צפופה קבוצה היא {( m
2k ,

p
2k ) | m, p ∈ Z, k ∈ N} דוגמה.

התנאי íמתקיי ïלכ ;íכלשה kÎו p ,m עבור 0 ≤ b − p
2k < 2−k ,0 ≤ a − m

2k < 2−k

שבטענה.

.∂A = A ∩AC Aהיא של השפה שפההגדרה.

.∂A = A \A◦ = A ∩ (A◦)C :8 טענה

:A◦ = (AC)C כי נראה הוכחה.

הגדרה. לפי ïשנכו ,A ⊇ A◦Îש êלכ שקול זה êא ,AC ⊆ (A◦)C כי להוכיח מספיק (⊆)
ברור. וזה ,AC ⊇ ACÎש êלכ שקול זה êא ,(AC)C ⊆ AÎש להוכיח מספיק (⊇)
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קומפקטיות קבוצות 1.3Rn של לטופולוגיה מבוא 1

קומפקטיות קבוצות 1.3

נקרא כיסוי .A ⊆
⋃

α Uα íא A של כיסוי נקראת {Uk} קבוצות משפחת .A ⊆ Rn הגדרה. כיסוי

פתוחות. Uα הקבוצות כל íא פתוח פתוח כיסוי

.A ⊆ Rn לכל כיסוי מהווה {Rn} דוגמה.

íא פתוח. כיסוי {Br(x)(x)}x∈A אזי ;r(x) > 0 מספר íמותא x ∈ A שלכל נניח דוגמה.

.r(y) = r − ‖x− y‖ בחירת עלÎידי זאת לעשות ïנית ,A = Br(x)

{Uα}α∈I של JנקראתתתÎכיסוי ⊆ I ,{Uα}α∈J המשפחה .A של α∈I{Uα}כיסוי יהי הגדרה. תתÎכיסוי

.A של כיסוי היא íג íא

תתÎכיסויÎממש. לו ïשאי Z של כיסוי הוא {(n− 1
2 , n+ 1

2 ) | n ∈ Z} דוגמה.

.Q ⊆
⋃∞

n=1 Un אז .Un = (qn − 2−n, qn + 2−n) ונגדיר Q = {qn}∞n=1 ïנסמ דוגמה.

,Un = (qn − 2−nε, qn + 2−nε) מחדש ε לכל נגדיר íא .|Un| = 2 · 2−n íמקיי זה כיסוי
כרצוננו. הכיסוי נפח את ïלהקטי ïנית כלומר, –

∑
|Un| = 2ε נקבל

סופי. תתÎכיסוי Aיש של פתוח כיסוי לכל íא קומפקטית Aנקראת ⊆ Rn הגדרה. קומפקטית קבוצה

קומפקטית. אינה למעלה, הדוגמה לפי ,Z דוגמה.

=⇐Aחסומה. Aקומפקטית :9 טענה

r1, . . . , rm íקיימי ,A מקומפקטיות .A של פתוח כיסוי היא {Br(0)}r>0 המשפחה הוכחה.

A ïולכ ,
⋃m

j=1Brj
(0) = Br(0) אז .r = max(r1, . . . , rm) ניקח .A ⊆

⋃m
j=1Brj

(0)Îש êכ
חסומה.

=⇐Aסגורה. Aקומפקטית :10 טענה

A∩Îש êכ r > 0 íשקיי להראות êצרי x ∈ AC לכל כלומר שACÎפתוח, להראות êצרי הוכחה.

הוא {Uy = Br(y)(y)}y∈A ,ïכמוב .r(y) = 1
2‖y − x‖ נגדיר y ∈ A עבור .Br(x) = ∅

ניקח .A ⊆
⋃m

j=1 Uyj
Îש êכ y1, . . . , ym ∈ A íקיימי ,A מקומפקטיות .A של פתוח כיסוי

ïולכ ,r בחירת לפי Uyj ∩Br(x) = ∅ כי ,A∩Br(x) = ∅ אז .r = min(r(y1), . . . , r(ym))

.
⋃m

j=1 Uyj
∩Br(x) = ∅

קומפקטית. íגA אזי Aסגורה ⊆ BÎו Bקומפקטית ⊆ Rn íא :11 טענה

ïלכ ,Rn של פתוח כיסוי הוא {Uα}
⋃
{AC}Îש ברור .A של פתוח כיסוי {Uα} יהי הוכחה.

ברור .Uα1 , . . . , Uαm , A
C שזהו נניח .B של סופי תתÎכיסוי íקיי ,B מקומפקטיות .B של בפרט
.B ⊆ AC ∪

⋃m
j=1 Uαj

שהרי ,A של כיסוי הוא Uα1 , . . . , Uαm
Îש
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Rn של לטופולוגיה מבוא קשירות1 קבוצות 1.4

הצורה ïמ קבוצה היא RnÎב תיבה תיבההגדרה.

I = [a1, b1]× . . .× [an, bn] = {(x1, . . . , xn) | a1 ≤ x1 ≤ b1, . . . , an ≤ xn ≤ bn}
.a1 ≤ b1, . . . , an ≤ bn כאשר

íמתקיי אזי .d1 ≥ d2 ≥ . . .Îו c1 ≤ c2 ≤ . . .Îש êכ ck ≤ dk יהיו (קנטור): 12 למה

.[sup ck, inf dk] =
⋂∞

k=1[ck, dk] 6= ∅

.
⋂∞

j=1 Ij 6= ∅ אזי .. . . ⊇ I2 ⊇ I1Îש êכ RnÎב ריקות לא תיבות I1, I2, . . . תהיינה :13 למה

מהקואורדינטות. אחת כל עבור אחד במימד קנטור של מהלמה נובע הוכחה.

קומפקטית. קבוצה היא תיבה :14 טענה

ברור סופי. תתÎכיסוי לו ïשאי שלה פתוח כיסוי {Uα} ויהי תיבה I תהי השלילה. êבדר הוכחה.

j עבור לפחות 3.δ(Qj) = 1
2δ(I)Îו I =

⋃2n

j=1QjÎש êכ IÎב Q1, . . . , Q2n תיבות 2n שיש
. . . ⊆ תיבות נמצא באינדוקציה, .I1 זו לתיבה נקרא .Qj של סופי תתÎכיסוי UαÎל ïאי אחד,
קנטור, של הלמה לפי .{Uj}Îמ סופי תתÎכיסוי ïאי IkÎול δ(Ik) = 1

2k δ(I)Îש êכ I2 ⊆ I1 ⊆ I

êכ r > 0 íקיי .x ∈ UαÎש êכ α יהי .B = {x} אז ;δ(B) = 0Îו B =
⋂
Ik 6= ∅

כלומר, .x ∈ Ik ⊆ Br(x) ⊆ Uα אז .δ(Ik) = 1
2k δ(I) < rÎש êכ k יהי .Br(x) ⊆ UαÎש

סתירה. – {Uβ} של אחד איבר עלÎידי Ik של כיסוי קיבלנו

וחסומה. Aסגורה í"íא Aקומפקטית ⊆ Rn :15 משפט

הוכחנו. כבר (⇐) הוכחה.
המוכלת סגורה שAÎקבוצה קיבלנו 4.Aהמכילהאת I תיבה שקיימת ברור ïלכ Aחסומה, (⇒)

בעצמה. Aקומפקטית קודמת, טענה ולפי קומפקטית, בקבוצה

קשירות קבוצות 1.4

V ∩CÎל זרה U ∩CÎש êכ פתוחות V Îו U עבור íא Cקשירה כי נאמר .C ⊆ Rn תהי קשירההגדרה. קבוצה 29.1.2008

.V ∩ C = ∅ או U ∩ C = ∅ אזי C ⊆ U ∪ V íומתקיי

קשיר. [0, 1] הקטע דוגמה.

I ⊆ U ∪ V íשמתקיי êכ U, V ⊆ Rn פתוחות קבוצות קיימות כי בשלילה נניח הוכחה.

.V ∩ I 6= ∅Îו U ∩ I 6= ∅ אבל (U ∩ I) ∩ (V ∩ I) = ∅Îו
בקבוצה נסתכל .x < y הכלליות, הגבלת בלי .y ∈ V ∩I ונקודה x ∈ U ∩I נקודה ניקח
V Îו y ∈ V כי ,íמסויי δ > 0 עבור [x, y − δ]Îב מוכלת הזו נקבוצה .U ∩ [x, y] = Ux,y

.x < z ≤ y − δ íמתקיי .z = supUx,yÎב ïנתבונ פתוחה.

מימד. בכל I התיבה את íחוצי íבעצ 3אנו
.A ⊆ [−r, r]n אז A ⊆ Br(0) í4א
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קשירות קבוצות 1.4Rn של לטופולוגיה מבוא 1

z 6= כי ונובע (z − η, z + η) ⊆ U Îש êכ η > 0 íקיי אחרת כי לא, ?z ∈ U íהא
.supUx,y

z 6= ïולכ (z − η, z + η) ⊆ V Îש êכ η > 0 íקיי אזי ïכ íא כי לא, ?z ∈ U íהא
.supUx,y

.I ⊆ U ∪V Îש êלכ בסתירה ,V Îל Uאו Îל שייכת אינה אשר z ∈ I נקודה ,ïכ íא מצאנו,

10



Rn על וקטוריות פונקציות 2

Rn על וקטוריות פונקציות 2

ממשיות פונקציות 2.1

f(x) ממשי מספר של חדÎערכית התאמה Dהיא ⊆ Rn קבוצה על f ממשית פונקציה הגדרה.

.x ∈ D לכל

êכ δ > 0 íקיי ε > 0 לכל íא x0Îב רציפה f כי נאמר .x0 ∈ DÎו f : D → R תהי רציפותהגדרה.

.f(B(x0, δ) ∩D) ⊆ (f(x0)− ε, f(x0) + ε)Îש
.D על רציפה f כי נאמר ,DÎב נקודה בכל רציפה f íא

íמתקיי x0Îל המתכנסת {x(k)}∞k=1 ⊆ D סדרה לכל í"íא x0 ∈ DÎב רציפה f :16 טענה

.f(x(k))→ f(x0)

בשלילה נניח .f(x(k)) k→∞−→ f(x0) כי להראות יש .DÎב סדרה x(k) → x0 תהי (⇐) הוכחה.
íהערכי את מכיל לא (f(x0) − η, f(x0) + η)Îש êכ η > 0 íקיי אזי .f(x(k)) 6→ f(x0) כי
מהגדרת אבל .k1 < k2 < . . . < kj < . . . תתÎסדרה עבור {f(x(k1)), . . . , f(x(kj)), . . .}
סתירה וקיבלנו ,f(B(x0, δη)∩D) ⊆ (f(x0)− η, f(x0) + η)Îש êכ δη > 0 íקיי הרציפות,

.x(k) ∈ B(x0, δη) ,íמסויי kÎמ החל אז x(k) → x0 íשא לעובדה
,x0Îב רציפה איננה f כי בשלילה נניח .x0Îב רציפות ונוכיח הסדרות תנאי íשמתקיי נניח (⇒)
ניקח בפרט, .f(B(x0, δ)∩D) 6⊆ (f(x0)−η, f(x0)+η) ,δ > 0 שלכל êכ η > 0íקיי כלומר
,f(x(k)) 6∈ (f(x0)− η, f(x0)+ η)Îש êכ |x(k)−x0| < 1

k ,x(k) ∈ D ונמצא δk = 1
k סדרה

,f(x(k)) 6→ f(x0)Îו x(k) → x0 íמתקיי אז אבל .k ∈ N לכל |f(x(k))− f(x0)| ≥ η כלומר
הסדרות. לתנאי בסתירה

חסומה f אזי רציפה. פונקציה f : C → R ותהי קומפקטית קבוצה C ⊆ Rn תהי :17 טענה

שÎ(א) êכ m ≤ M íקיימי אחרות, íבמילי .C על שלה íוהמקסימו íהמינימו את ומקבלת
.∃xm, xM ∈ C | f(xm) = m, f(xM ) = M וÎ(ב) ∀x ∈ C m ≤ f(x) ≤M

f(x(k)) ≥Îש êכ{x(k)}∞k=1 ⊆ C קיימתסדרה בשלילה, Mכזה. íקיי כי נראה ראשית (א) הוכחה.
x0Îב רציפה f .x(kj)

j→∞−→ x0 ∈ C תתÎסדרה קיימת קומפקטיות, קבוצות לגבי המשפט לפי .k
סתירה. – f(x(kj)) ≥ kj אבל .f(x(kj))→ f(x0) íמתקיי ïולכ

{x(m)} ⊆ C קיימתסדרה .M = supx∈C{f(x)} ניקח∞> ראשית, .xM íקיו נראה (ב)
מרציפות, ;x(kj) → xM ∈ C תתÎסדרה יש זו לסדרה מקומפקטיות, ;f(x(k)) → M Îש êכ

יחיד). מתכנסת סדרה שגבול ïמכיוו)M = f(xM ) אז .f(x(kj))→ f(xM )

(.−f Îב ïלהתבונ הקצרה: êהדר) כתרגיל. :m של המקרה

íקיי אזי .x ∈ C לכל f(x) > 0 כי נניח .C קומפקטית קבוצה על רציפה f תהי :18 מסקנה
5.∀x ∈ C f(x) ≥ αÎש êכ α > 0

קומפקטי. איננו (0, 1] הקטע זו, ממסקנה 5כמסקנה
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RnÎב הנורמות שקילות 2.2Rn על וקטוריות פונקציות 2

.m = α > 0 אז ,f(xm) = mÎש êכ xm ∈ C íקיי .0 ≤ m = infx∈C{f(x)} יהי הוכחה.

.C = (0, 1) על f(x) = x :íאקסטרמו מקבלת ולא רציפה f קומפקטית, אינה C 5.2.2008דוגמה.

לכל כלומר שווה, במידה רציפה f ⇐= קומפקטית C ⊆ Rn רציפה, f : C → R :19 משפט

.|f(x)− f(y)| < ε íמתקיי |x− y| < δÎש êכ x, y ∈ C שלכל êכ δ > 0 íקיי ε > 0

וÎ(ב) |xk − yk| < 1
k שÎ(א) êכ סדרות שתי {xk}, {yk} ⊆ C ותהיינה שלא, נניח הוכחה.

קבוע. ε0 > 0 עבור |f(xk)− f(yk)| > ε0

íקיי ,x̄ ∈ CÎב רציפה f Îש ïכיוו 6.ykj → x̄ íג ואז ,xkj → x̄ ∈ C תתÎסדרה קיימת
.|f(z)− f(x̄)| < 1

2ε0 íמתקיי |z − x̄| < δÎש êכ z ∈ C שלכל êכ δ = δ(ε0)

|f(xkj )− f(x̄)| < 1
2ε0 ïולכ |y

kj − x̄| < δÎו |xkj − x̄| < δ גדול, מספיק j עבור עכשיו,
לÎ(ב). בסתירה ,|f(xkj )− f(ykj )| < ε0 אז .|f(ykj )− f(x̄)| < 1

2ε0Îו

RnÎב הנורמות שקילות 2.2

,λ−1|x| ≤ ‖x‖ ≤ λ|x| ,x ∈ Rn שלכל êכ λ > 1 íקיי אזי .RnÎב נורמה ‖ · ‖ תהי :20 משפט

האוקלידית. הנורמה היא |x| כאשר

ïשוויוÎואי המשולש ïשוויוÎמאי .RnÎב בסיס {ei}ni=1 כאשר x =
∑n

i=1 xiei íנרשו הוכחה.

נקבל ,õשוורÎקושי

‖x‖ ≤
n∑

i=1

|x|‖ei‖ ≤ (
n∑

i=1

x2
i )

1
2 (

n∑
i=1

‖ei‖2)
1
2 = µ|x|

.µ = (
∑n

i=1 ‖ei‖2)
1
2 כאשר

בספירת נסתכל .x ∈ Rn לכל ‖x‖ ≥ θ|x|Îש êכ θ > 0 íקיי כי להראות עלינו שני, מצד
וסגורה.7 חסומה היא קומפקטית: קבוצה זוהי .S = {|x| = 1} היחידה כדור) (שפת

.S על רציפה 0 < g(x) = ‖x‖ :1.20 למה

כלומר, .|g(x)− g(y)| = |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ ≤ µ|x− y| ,x, y ∈ S לכל הוכחה.

.|g(x)− g(y)| < εÎו µ|x− y| < ε ïלכ ,|x− y| < δ ואז δ = ε
µ נבחר ε > 0 íא

לכל כלומר ,x ∈ S לכל g(x) = ‖x‖ ≥ αÎש êכ α > 0 íקיי ,íהקוד המשפט עלÎפי
ïולכ ‖x‖ = ‖ z

|z|‖ ≥ α אז .S 3 x = z
|z| Îב ïנתבונ כלשהו. 0 6= z ∈ Rn יהי .|x| = 1

.θ = α לקחת נוכל ïולכ ,z = 0 עבור íג ‖z‖ ≥ α|z|Îש ברור .‖z‖ ≥ α|z|
.λ−1 ≤ θÎו λ ≥ µÎש êכ λ > 1 ונבחר ,x ∈ Rn לכל θ|x| ≤ ‖x‖ ≤ µ|x| ,íלסיכו

,x ∈ Rn שלכל êכ λ12 > 1 íקיי אזי .Rn על נורמות שתי ‖ · ‖2Îו ‖ · ‖1 תהיינה :21 מסקנה

.λ−1
12 ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ λ12‖x‖1

.|ykj − x̄| ≤ |ykj − xkj |+ |xkj − x̄| j→∞−→ 0 6כי
SÎב הוא SÎב מתכנסת נקודות סדרת כל גבול ïכÎוכמו סגורה, קבוצה היא שפה וכל כדור שפת היא כי סגורה S7

פתוחה. SÎל המשלימה והקבוצה
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Rn על וקטוריות פונקציות 2RnÎב הנורמות שקילות 2.2

היחידה ספירת שהיא ,‖x‖ = 1 בקבוצה נסתכל .(n = 2) ‖x‖ = |x1|+ |x2| ניקח דוגמה.

שיש נסיק האוקלידית לנורמה זו נורמה משקילות הראשית. סביב ריבוע זהו הזו: בנורמה
.íחסו ומעגל צמוד) בהכרח (לא íחוס מעגל זו יחידה לספירת

למשל, בנורמה: íתלויי íאינ כה עד שלמדנו íהמושגי שכל נובע לעיל ïמהדיו

שלכל êכ K(ε) íקיי ε > 0 שלכל פירושה כזו שאיפה כי אמרנו :RnÎב סדרה התכנסות .1
שלכל êכ ‖·‖ נורמה קיימת :êכ זאת להגדיר נוכל כעת ;|xk−x| < ε íמתקיי k > K(ε)

.(|xk − x| < λε (ואז ‖xk − x‖ < ε íמתקיי k > K̃(ε) שלכל êכ K̃(ε) íקיי ε > 0

í"íא ‖xk − x‖∞ → 0 אז :‖x‖∞ = max1≤i≤n |xi| הנורמה את למשל, ניקח,
שהתכנסות נקבל האוקלידית, לנורמה זו נורמה ומשקילות ,max1≤i≤n |xk

i − xi| → 0

רכיבÎרכיב. להתכנסות שקולה

êכ δ > 0 íקיי ε > 0 לכל íא x0Îב רציפה f : D → R כי אמרנו פונקציות: רציפות .2
:êכ זאת להגדיר נוכל כעת ;f(y ∈ D | |y − x0| < δ) ⊆ (f(x0)− ε, f(x0) + ε)Îש
‖y − x0‖ < δÎש êכ y ∈ D שלכל êכ δ > 0 íקיי ε > 0 שלכל êכ ‖ · ‖ נורמה קיימת

.‖f(y)− f(x0)‖ < ε íמתקיי

כתרגיל.) (בדיקה בנורמה. תלויות ïאינ וחסומות סגורות פתוחות, קבוצות תכונות .3

עלÎידי EÎמ x של המרחק את נגדיר x ∈ Rn נקודה ולכל ∅ 6= E ⊆ Rn לכל מקבוצההגדרה. נקודה מרחק 6.2.2008

.dist(x,E) = infy∈E{|x− y|}
8.dist(x,E) = 0 אז x ∈ E íא ,ïכ כמו .(íשלילייÎאי íמספרי íאינפימו) íקיי תמיד המרחק

.x ∈ Rn עבור רציפה d(x) = dist(x,E) הפונקציה ,E ⊆ Rn לכל :22 משפט

:ïימי óבאג inf ניקח .|x1 − y| ≥ |x2 − y| − |x1 − x2| אז .x1, x2 ∈ Rn יהיו הוכחה.

|x1 − y| ≥ dist(x2, E)− |x1 − x2|
שמאל: óבאג inf ניקח

dist(x1, E) ≥ dist(x2, E)− |x1 − x2|
íמתקיי סימטרי, ïבאופ ,ïוכ

dist(x2, E) ≥ dist(x1, E)− |x1 − x2|
9.|d(x1)− d(x2)| ≤ |x1 − x2| מתקבל כתרגיל; – הפורמאלי הפיתוח

.dist(x,C) = |x−xc|Îש êכxc ∈ C נקודה קיימת ,x ∈ RnÎו Cסגורה ⊆ Rn íא :23 משפט

.(y ∈ C נקודה איזושהי עבור r > |x−y|)Cr = C∩B(x, r) 6= ∅Îש êכ r > 0íקיי הוכחה.

xÎמ ïמרחקC \CrÎב הנקודות כל כי ,dist(x,Cr) = dist(x,C) ,ïכ על יתר Crקומפקטית.10

.xc ∈ Cr נקודה לחפש מספיק המשפט להוכחת ïלכ .rÎמ גדול

.(x ∈ E ⇐⇒ d(x) = 0) í"íא סגורה E הקבוצה ,ïכ על 8יתר
ליפשיציות. שווה, במידה רציפות רציפות: íמסת יותר למעשה, 9קיבלנו,

וסגורה. חסומה 10היא
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וקטוריות פונקציות 2.3Rn על וקטוריות פונקציות 2

{xk}∞k=1 ⊆ Cr סדרה קיימת הרי inf עלÎידי הוגדר distÎש ïכיוו .d = dist(x,Cr) יהי
אז .xkj → xc ∈ Cr תתÎסדרה קיימת ïולכ קומפקטית Cr שני, מצד .|x − xk| ↘ dÎש êכ

.d = |x− xc| ïולכ ,d← |x− xkj | → |x− xc|
מקבלת ïולכ ,yÎב רציפה d(y) .y ∈ Cr ,d(y) = |x − y| בפונקציה נסתכל חלופי, ïבאופ

.|x− xc| = miny∈Cr
|x− y| = d(x,Cr)Îש êכ xc ∈ Cr קיימת אז 11.Cr על íמינימו

וקטוריות פונקציות 2.3

.f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) ∈ Rm ,x ∈ D לכל ;(D ⊆ Rn) f : D → Rm

íשמתקיי êכ δ > 0 íקיי ε > 0 לכל íא x0 ∈ D בנקודה רציפה f כי נאמר הגדרה. רציפות

נורמה.) תלויית אינה (ההגדרה 12.f(B(x0, δ) ∩D) ⊆ B(f(x0), ε)

.D של נקודה בכל רציפה היא íאD על רציפה f Îש נאמר

ממשיות. כפונקציות x0Îב רציפות {fi(x)}mi=1 í"íא x0Îב רציפה f :24 טענה

f(B(x0, δ)∩íמתקיי ,x0Îב רציפה f íא .max1≤i≤m |yi| = ‖y‖∞ בRmÎאתהנורמה ניקח הוכחה.

|fi(x) − אז x ∈ B(x0, δ) ∩ D íא כלומר ,D) ⊆ {y | max1≤i≤m |yi − fi(x0)| < ε}
.i = 1, . . . ,m לכל fi(x0)| < ε

íקיי ε > 0 עבור אזי ,x0Îב רציפות fi(x) הפונקציות כל íא כי ,íהכיווני בשני עובד זה ïטיעו
,δ = min1≤i≤m δi נבחר .|fi(x) − fi(x0)| < ε אז x ∈ B(x0, δi) ∩ D íשא êכ δi > 0

אחרות, íבמילי .1 ≤ i ≤ m לכל |fi(x) − fi(x0)| < ε נקבל x ∈ B(x0, δ) ∩ D עבור ואז
.(‖ · ‖∞Îב (כדור f(B(x0, δ) ∩D) ⊆ B(f(x0), ε)

D ⊇ סדרה לכל í"íא x0 ∈ D בנקודה רציפה f : D → Rm סדרות): לפי (רציפות 25 טענה

.f(xk)→ f(x0) ,{xk} → x0

1 ≤ i ≤ m לכל fi(xk) → f(x0) í"íא x0Îב רציפות fi(x) í"íא x0Îב רציפה f הוכחה.

.f(xk)→ f(x0) í"íא

קומפקטית. f(C) ⊆ Rm אזי רציפה. f : C → RmÎו קומפקטית C ⊆ Rn תהי :26 משפט

קומפקטית. היא קומפקטית קבוצה של רציפה תמונה אחרות, íבמילי

תתÎסדרה ישנה f(C)Îב סדרה לכל כי להראות מספיק קומפקטית, f(C)Îש להראות כדי הוכחה.

{xkj}∞j=1 קיימתתתÎסדרה .{xk} ⊆ C k=1∞{f(xk)}כאשר ניקחסדרהכזאת, המתכנסתבקבוצה.
f(xkj )→ f(x) ∈ מתקבל ïולכ רציפה, f אבל .xkj → x ∈ C (הקומפקטית): CÎב המתכנסת

כנדרש. ,f(C)Îב מתכנסת תתÎסדרה מצאנו ïלכ .f(C)

קומפקטית. כזכור, ,Cr
11

הקונטקסט. לפי הכדור ïהיכ í12מביני
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Rn על וקטוריות פונקציות וקטוריות2 פונקציות 2.3

קומפקטית. f(C) ⊆ R אז .(m = 1) רציפה f : C → RÎו קומפקטית C ⊆ Rn דוגמה.

התחתונה הנקודה ואת שלה העליונה הנקודה את מכילה ממשית קומפקטית קבוצה ,ïמכא
שלה.

אחרות, íבמילי קשירה. f(C) אזי רציפה. f : C → RmÎו קשירה C ⊆ Rn תהי :27 משפט

קשירה. היא קשירה קבוצה של רציפה תמונה

êכ Ũ , Ṽ ⊆ Rm פתוחות קבוצות למצוא ïנית אז קשירה. לא f(C)Îש נניח בשלילה, הוכחה.

,Ũ∩f(C) 6= ∅ (ג) ;(Ũ∩f(C))∪(Ṽ ∩f(C)) = f(C) (ב) ;Ṽ ∩f(c)Îל זרה Ũ∩f(C) שÎ(א)
.Ṽ ∩ f(C) 6= ∅

רציפות בגלל .B(f(x0), ε) ⊆ Ũ Îש êכ ε > 0 íקיי .f(x0) ∈ Ũ Îש êכ נקודה x0 ∈ C תהי
íא אומרת, זאת .f(B(x0, δ) ∩ C) ⊆ B(f(x0), ε) ⊆ Ũ ∩ f(C)Îש êכ δ > 0 íקיי x0Îב f

.Ũ Îל f עלÎידי נשלח (C ∩) x0 סביב íשל כדור אזי ,(Ṽ Îב לא בהכרח ïולכ) f(x0) ∈ Ũ
íבמילי) Uפתוחה כאשר ,U ∩C היא Ũ Îל f עלÎידי בCÎהנשלחות הנקודות קבוצת מסקנה:

לעיל). ,B(x0כמו δ) íהכדורי כל איחוד היא אחרות,
פתוחה V כאשר ,V ∩ C היא Ṽ Îל f עלÎידי הנשלחות CÎב הנקודות כל קבוצת ,ïאופ באותו

.(RnÎב)
,(U ∩C)∪ (V ∩C) = C ;(Ṽ ∩CÎל זרה Ũ ∩C) זרות התמונות כי ,V ∩CÎל Uזרה ∩C
כי U ∩ C 6= ∅ ;(f(C) ⊆ Ũ ∪ Ṽ (כי f(y) ∈ Ṽ או f(y) ∈ Ũ מקיימת y ∈ C נקודה כל כי
בסתירה קשירה, לא C אז סיבה. מאותה V ∩ C 6= ∅Îו ,f(y) ∈ Ũ Îש êכ y ∈ C נקודה קיימת

להנחה.

למרובע). מהישר פונקציה –Peano עקומת (לדוגמה, קשירה היא קשירה קבוצה של רציפה תמונה 12.2.2008

נתונות נקודות שתי ïבי הנקודות כל Cקשירה, ⊆ Ríא) קטע בהכרח היא הישר על קשירה קבוצה
íא כלומר, קטע: היא [a, b] קטע של רציפה שתמונה נובע êמכ .(CÎב להיות ïה óא חייבות CÎב

(.íהביניי êער משפט (זהו .f(c) = ξÎש êכ c ∈ [a, b] יש אז ,f(a) ≤ ξ ≤ f(b)

x0, x1 ∈ D שעבור נניח רציפה. f : D → RÎו ו)קשירה D(פתוחה ⊆ Rn כי נניח דוגמה.

γ(b) = x1Îש êכ רציפה γ(t) : [a, b] → D קיימת íא .f(x0) < 0 < f(x1) íמתקיי
רציפה).13 f(γ(t)) (כי γ(t) על כלשהי בנקודה מתאפסת f אזי ,γ(a) = x0Îו

D2 ⊆) g : D2 → RkÎו x0 ∈ D1Îב רציפה (D1 ⊆ Rn) f : D1 → Rm כי נניח :28 טענה

אזי .f(x0)Îב רציפה g כי עוד נניח .íמסויי δ > 0 עבור f(B(x0, δ) ∩D1) ⊆ D2Îש êכ (Rm

.x0Îב רציפה g ◦ f

êכ η > 0 למצוא ïנית ε > 0 לכל אזי Rk 3 y0 = g ◦ f(x0) íשא להראות êצרי הוכחה.

.(g ◦ f)(B(x0, η) ∩D1) ⊆ B(y0, ε) íשמתקיי
.g(B(f(x0), θ) ∩D2) ⊆ B(y0, ε)Îש êכ θ > 0 íקיי כי אומרת f(x0)Îב g רציפות

במסילות. ïדיו בלי זאת לומר íג 13יכולנו
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וקטוריות פונקציות 2.3Rn על וקטוריות פונקציות 2

מספיק δ > 0 ועבור ,f(B(x0, δ) ∩ D1) ⊆ B(f(x0), θ)Îש êכ δ > 0 íקיי ,ïהנתו לפי
.f(B(x0, δ) ∩D1) ⊆ B(f(x0), θ) ∩D2 אז f(B(x0, δ) ∩D1) ⊆ D2 íא ,ïקט
.g(f(B(x0, δ) ∩D1)) ⊆ g(B(f(x0), θ) ∩D2) ⊆ B(y0, ε) נקבל הכול êבס

לינאריות פונקציות 2.3.1

A ∈Mm×n כאשר ,f(x) = Ax ∈ RmÎכ אותה לייצג ïנית íא לינארית היא פונקציה הגדרה. לינארית פונקציה

עמודות). nÎו mשורות בת (מטריצה

רכיב שכל êכ לפי או סדרות לפי זאת להראות ïנית) נקודה בכל רציפה לינארית שפונקציה ברור
רציפה). ïולכ לינארית פונקציה הוא

íקיי אזי .Rm על נורמה ‖ · ‖2Îו Rn על נורמה ‖ · ‖1 תהי :29 טענה

∞ > ‖A‖1,2
def= sup

‖x‖1=1

‖Ax‖2 = sup
x6=0

‖Ax‖2
‖x‖1

.max הוא supÎוה

נורמה כל (כי x ∈ Rn על רציפה פונקציה היא ‖Ax‖2 ïולכ רציפה פונקציה היא Ax הוכחה.

ïלכ קומפקטית. היא –‖x‖1 = 1 – ‖ · ‖1 לפי היחידה ספירת שני, מצד רציפה). פונקציה היא
êכ ‖x0‖1 = 1 נקודה קיימת כלומר, :‖x‖1 = 1 על íמקסימו יש ‖Ax‖2 הרציפה לפונקציה

.‖A‖1,2Îב ïנסמ ‖Ax0‖2 הגודל את .∀‖x‖1 = 1 ‖Ax0‖2 ≥ ‖Ax‖2Îש
נקבל .‖ · ‖1 לפי היחידה לספירת êשיי x

‖x‖1 אזי כלשהו. x 6= 0 יהי
1
‖x‖1

‖Ax‖2 = ‖A(
x

‖x‖1
)‖2 ≤ ‖A‖1,2

.‖A‖1,2 = maxx6=0
‖Ax‖2
‖x‖1 ïלכ

הערות:
ïנות הוא :‖ · ‖1 של היחידה ספירת תלמונת של העיוות מידת את "מודד" ‖A‖1,2 המספר .1
‖ · ‖1Îמ בטרנספורמציה היחידה ספירת על נקודה תמונת של המקסימלית הנורמה את

.‖ · ‖2Îל
‖A‖1,2 = 0 הנדרשות: התכונות מתקיימות כי Mm×n על נורמה íבעצ הוא ‖A‖1,2 .2
המשולש: ïשוויוÎאי íקיו ;x ∈ Rn לכל Ax = 0 í"íא ‖A‖1,2 = 0 כי A = 0 í"íא

כתרגיל.
.A של האופרטורית הנורמה נקראת זו נורמה אופרטורית נורמה

.RmnÎל Mm×nאיזומורפי הוקטורי המרחב כי ,Rmn על נורמה íג היא ‖A‖1,2 הנורמה .3

êכ Rm על ‖ · ‖2Îו Rn על ‖ · ‖1 נורמות קיימות ,Rmn ∼= Mm×n על ‖ · ‖ נורמה ïבהינת .4
הקורס.) באתר Summary 3Îב (הוכחה .∀A ∈Mm×n ‖A‖ = ‖A‖1,2Îש

Rn על ‖ · ‖ נורמה נתונה כלומר ,‖A‖1,1 = ‖A‖Îש êכ ‖ · ‖1 נורמה נחפש .m = n ניקח .5
.A ∈Mm×n כל עבור ‖A‖ = max‖x‖1=1 ‖Ax‖1Îש êכ Rn על ‖ · ‖1 נורמה íומחפשי
‖Ax‖1 = אז .‖x‖1 = 1Îש êכ x 6= 0 עצמי ווקטור λ ממשי עצמי êער AÎשל נניח
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Rn על וקטוריות פונקציות וקטוריות2 פונקציות 2.3

λ לכל |λ| ≤ ‖A‖1,1 אופרטורית, נורמה בכל ,ïלכ .‖A‖1,1 ≥ |λ| ïומכא |λ|‖x‖1 = |λ|
.‖I‖1,1 ≥ 1 בפרט, .A של ממשי עצמי êער
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דיפרנציאביליות 3

דיפרנציאביליות 3

הגדרה 3.1

כי נאמר .B(x0, δ) ⊆ RnÎו íמסויי δ > 0 כאשר f : B(x0, δ) \ {x0} → Rm תהי הגדרה.

f(B(x0, η)\{x0}) ⊆ B(ξ, ε)Îש êכ η > 0 íקיי ε > 0 לכל íאRm 3 ξ = limx→x0 f(x) בנקודה פונקציה של גבול

.f(x0) = limx→x0 f(x) í"íא x0Îב רציפה f בפרט, .(η < δ) פונקציה רציפות

|x − x0|Îמ יותר מהר x0Îב מתאפסת h כי נאמר .h : B(x0, δ) \ {x0} → Rm תהי הגדרה.

.h(x) = o(|x− x0|) íמסמני .limx0 6=x→x0
h(x)
|x−x0| = 0 ∈ Rm íא

קיימת íא x0Îב הלינארי הקירוב תכונת f Îל כי נאמר .f : B(x0, δ) → Rm תהי הגדרה. הלינארי הקירוב תכונת

íבמילי ;f(x)− f(x0) = T (x− x0) + o(|x− x0|)Îש êכ T : Rn → Rm לינארית העתקה
.limx→x0

f(x)−f(x0)−T (x−x0)
|x−x0| = 0 ∈ Rm אחרות:

.x0Îב דיפרנציאבילית f Îש í13.2.2008אומרי דיפרנציאביליות

יחיד. ïבאופ נקבע T אזי ,x0Îב דיפרניצאבילית f íא :30 טענה

כי נניח הוכחה.

f(x)− f(x0) = T1(x− x0) + o(|x− x0|)
f(x)− f(x0) = T2(x− x0) + o(|x− x0|)

.x = y+x0 ניקח .(T1−T2)(x−x0) = o(|x−x0|) חיסור, עלÎידי .T1 = T2 להראות êצרי
. |(T1−T2)(y)|

|y|
|y|→0−→ 0 ונקבל האוקלידית הנורמה את ניקח .(T1 − T2)(y) = o(|y|)

‖T1 − T2‖ = 0 האופרטורית הנורמה ïלכ , |(T1−T2)(y)|
|y| = |(T1 − T2)( y

|y| )| מליניאריות,
.(|(T1 − T2)(z)| = | (T1−T2)(λz)

λ | → 0 ,λ > 0 לכל או: .∀|z| = 1 (T1 − T2)(z) = 0 (כי
.T1 = T2 ïלכ

.(Mm×n 3)Df(X0) íמסמני .x0Îב f של הדיפרנציאל נקראת T הטרנספורמציה הגדרה. דיפרנציאל

D(f+íומתקיי f+g íג êכ אזי ,x0Îב דיפרנציאביליות f, g : B(x0, δ)→ Rn íא :31 טענה

.g)(x0) = Df(x0) +Dg(x0)

f(x)− f(x0) = Df(x0)(x− x0) + o(|x− x0|)
g(x)− g(x0) = Dg(x0)(x− x0) + o(|x− x0|)

הוכחה.

הראינו .(f + g)(x)− (f + g)(x0) = (Df(x0)+Dg(x0))(x−x0)+ o(|x−x0|) אז
הדרוש. מתקבל יחידות, שמבטיחה הקודמת ומהטענה כנדרש, טרנספורמציה íקיו

.x0Îב רציפה היא אזי ,x0Îב דיפרנציאבילית כנ"ל f íא :32 טענה

ïולכ ‖A‖ = maxx6=0
|Ax|
|x| (כי |f(x)− f(x0)| ≤ ‖Df(x0)‖|x− x0|+ c|x− x0| הוכחה.
.(|Rx0(x)| ≤ ε|x− x0| גורר

Rx0 (x)

|x−x0| → 0 וכי ,∀x |Ax| ≤ ‖A‖|x|
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דיפרנציאביליות הגדרה3 3.1

.f : B(x0, δ)→ R כלומר ,m = 1 במקרה נתרכז
Ly =Îש êכ l ∈ Rn וקטור íקיי אזי לינארית; העתקה L : Rn → R תהי :Riesz של הלמה

.y ∈ Rn לכל 〈l, y〉
.f(x)− f(x0) = 〈Df(x0), x− x0〉+ o(|x− x0|) לכתוב נוכל זו, למה לפי

.∇f(x0) ïומסומ ,x0Îב f של הגרדיאנט Df(x0)נקרא הווקטור גרדיאנטהגדרה.

כאשר ,Df(x0)y =
∑n

i=1 aiyi אזי ;x0Îב דיפרנציאבילית f : B(x0, δ) → R :33 טענה
14.ai = ∂f

∂xi
(x0) = limh→0

f(x0+hei)−f(x0)
h Îו הסטנדרטי הבסיס לגבי y =

∑n
i=1 yiei

y ∈ עבור נקבל ,{ei}ni=1 בסיס נבחר íשא הרי ,x0Îב דיפרנציאבילית f כי ïשנתו היות הוכחה.

ïבאופ íונקבעי íקבועי a1, . . . , an ,y =
∑n

i=1 yiei Df(x0)(y)כאשר =
∑n

i=1 aiyi כי Rn

,x = x0 + y עבור ואז ,íמסויי j עבור y = hej נבחר :ai את נמצא .Df(x0) עלÎידי חדÎערכי
f(x)− f(x0) = Df(x0)(y) + o(|x− x0|)

= ajyj + o(|x− x0|)
= ajh+ o(|h|)

. f(x)−f(x0)
h = f(x0+hej)−f(x0)

h = aj + o(|h|)
h

h→0−→ aj ,ïכ íא

דיפרנציאבילית f íא f(x)− f(x0) =
∑n

i=1
∂f
∂xi

(x0) · (x−x0)i + o(|x−x0|) ,ïמכא
יחיד במשתנה הפונקציה של השיפוע הוא ∂f

∂xi
(xi) למעשה, תלוייתÎבסיס; החלקית הנגזרת .x0Îב

.t 7→ f(x0 + tei)

קיימות החלקיות הנגזרות .g(0, 0) = 0 ,(x, y) 6= (0, 0) עבור g(x, y) = xy
x2+y2 דוגמה.

.íש רציפה אינה הפונקציה אבל ,0Îב

í"íא x0Îב דיפרנציאבילית f אזי .(f1, . . . , fm) = f : B(x0, δ) → Rm תהי :34 טענה

.x0Îב דיפרנציאביליות f1, . . . , fm

כלומר ,x0Îב דיפרנציאבילית f כי נניח (⇐) הוכחה.
f(x)− f(x0) = Df(x0)(x− x0) + o(|x− x0|)

:i רכיב ניקח .(RmÎב)
fi(x)− fi(x0) = [Df(x0) של iÎה −x)[השורה x0) + o(|x− x0|)

.x0Îב דיפרנציאבילית fi הגדרה, לפי אז .(RnÎב)
.x0Îב דיפרנציאביליות (i = 1, . . . ,m) fi כי נניח (⇒)

fi(x)− fi(x0) = Li(x− x0) + o(|x− x0|)
אז .Li = ( ∂f1

∂x1
, . . . , ∂fn

∂xn
) :n êבאור שורה Li כאשר

f(x)− f(x0) = L(x− x0) + o(|x− x0|)
.Mm×n 3 Df(x0) = L של iÎה השורה היא Li כאשר

.∇f(x0) = (a1, . . . , an) מגדירה זו 14טענה
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הגדרה דיפרנציאביליות3.1 3

כאשר נקבל, ,{e′1, . . . , e′n} ⊆ Rn ובסיס {e1, . . . , em} ⊆ Rm בסיס ïבהינת :35 מסקנה

,x0Îב דיפרנציאבילית f : B(x0, δ)→ Rm

Df(x0) =


∂f1
∂x1

(x0) . . . ∂f1
∂xn

(x0)
...

...
∂fm

∂x1
(x0) . . . ∂fm

∂x1
(x0)

 = J(x0)

.x0Îב f של ïהיעקוביא זהו ïיעקוביא

.y0 = f(x0) ïנסמ .x0Îב דיפרנציאבילית f : B(x0, δ1) → Rm השרשרת): (כלל 36 משפט

0 < (עבור B(x0, δ3)Îב מוגדרת g ◦ f אזי .y0Îב דיפרנציאבילית g : B(y0, δ2) → Rk תהי
15.D(g ◦ f)(x0) = Dg(y0) ◦Df(x0) ,óבנוס .x0Îב ודיפרנציאבילית כלשהו) δ3 < δ1

íמתקיי ,0 < δ3 < δ1 עבור אז ;íש רציפה היא ,x0Îב דיפרנציאבילית f Îש היות הוכחה.

.B(x0, δ3)Îב מוגדרת g ◦ f באמת כלומר ,f(B(x0, δ3)) ⊆ B(y0, δ2)

f(x)− f(x0) = Df(x0)(x− x0) +Rx0(x)

g(y)− g(y0) = Dg(y0)(y − y0) +Ry0(y)

:y0 = f(x0) ,y = f(x) נציב .Ry0(y) = o(|y − y0|)ÎוRx0(x) = o(|x− x0|) עבור

g(f(x))− g(f(x0)) = Dg(y0)[Df(x0)(x− x0) +Rx0(x)] +Ry0(y)

h(x) = o(|x− x0|) כזכור, .Dg(y0)Rx0(x) +Ry0(y) = o(|x− x0|) כי להראות 20.2.2008נותר

.|Ax| ≤ ‖A‖|x| ,ïכ וכמו ∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x−x0| < δ =⇒ |h(x)| < ε|x−x0| í"íא
,|x− x0| < δ כאשר ,ε > 0 עבור אז

|Dg(y0)Rx0(x)| ≤ ‖Dg(y0)‖|Rx0(x)|
≤ ‖Dg(y0)‖ · ε|x− x0|

אז .|f(x) − f(x0)| < δ2 אז |x − x0| < η íשא êכ η > 0 íקיי ,x0Îב רציפה f Îש ïכיוו
,|x− x0| < min(δ, η) כאשר

|Ry0(y)| < ε|f(x)− f(x0)|
< ε[|Df(x0)(x− x0)|+ |Rx0(x)|]
< ε[‖Df(x0)‖|x− x0|+ ε|x− x0|
< ε · C|x− x0|

כלומר ,(g ◦ f)(x) − (g ◦ f)(x0) = Dg(f(x0)) ◦ Df(x0) + o(|x − x0|)Îש הראינו
ïבהינת ïלכ .D(g ◦ f)(x0) = Dg(f(x0)) ◦Df(x0)Îו x0Îב הלינארי הקירוב תכונת g ◦ f Îל

∂
∂x1

(g ◦ כלומר, .J(g ◦ f)(x0) = Jg(f(x0))Jf(x0) íמתקיי ,Rk ,Rm ,RnÎב קואורדינטות
.f)1 =

∑m
j=1

∂g1
∂yj

(f(x0)) · ∂fj

∂x1
(x0)

לינאריות. העתקות הרכבת היא 15הפעולה
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דיפרנציאביליות כיווניות3 נגזרות 3.2

כיווניות נגזרות 3.2

מסילה γ : (a, b) → B(x0, δ) ותהי x0Îב דיפרנציאבילית f : B(x0, δ) → Rm תהי
,γ′i(t) íקיו פירושה דיפרנציאביליות .γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) ïנסמ .γ(c) = x0Îש êכ
íמתקיי השרשרת, כלל לפי :f(γ(t)) : (a, b) → RmÎב ïנתבונ .Dγ(t) של iÎה השורה וזו

.df1(γ(t))
dt |t=c=

∑n
i=1

∂f1
∂xi

(x0) · γ′i(t) |t=c ïוכD(f(γ(t))) |t=c= Df(x0) ◦Dγ(c)

.γ(t) המסילה êלאור f של הנגזרת נקראת d
dtf(γ(t)) הנגזרת הגדרה.

(כלומר, ~u ∈ Sn−1 עבור ,γ(t) = l(t) = x0 + (t − c)~u כאשר מתקבל פרטי מקרה
1 ≤ j ≤ לכל ,~u = (u1, . . . , un) ïנסמ íא .(RnÎב [האוקלידית] היחידה בספירת וקטור ~u
היא זו שנגזרת נקבל הנגזרת הגדרת לפי שני, מצד . d

dtfj(l(t)) |t=c=
∑n

i=1 (x0)ui נקבל m
. d
dtfj(l(t)) |t=c= limh→0

fj(l(c+h))−fj(l(c))
h = limh→0

fj(x0+h~u)−fj(x0)
h

.x0 בנקודה ~u ïבכיוו (fj של (או f של הכיוונית הנגזרת נקראת זו נגזרת כיווניתהגדרה. נגזרת

הכיוונית הנגזרת ,x0Îב דיפרנציאבילית ממשית פונקציה f : B(x0, δ)→ R ,m = 1 כאשר
∂f
∂li

(x0) = íג íמסמני .
∑n

i=1
∂f
∂xi

(x0)ui = ∇f(x0) · ~u היא x0 בנקודה f של ~u ïבכיוו
. ∂f
∂xi

(x0) = ∂f
∂u (x0) = Duf

כל =⇐ידיעת 1 ≤ i ≤ n עבור ∂f
∂xi

(x0) כל ידיעת ,x0Îב דיפרנציאבילית f כאשר :37 מסקנה

הכיווניות. הנגזרות

.x0Îב החלקיות הנגזרות קיימות אזי ,x0Îב דיפרנציאבילית f íא

הנגזרות íא בכדור. חלקיות נגזרות בעלת f : B(x0, δ)→ R íא .B(x0, δ) ⊆ Rn :38 משפט

.x0Îב דיפרנציאבילית f אזי ,x0Îב רציפות החלקיות

.(x ∈ B(x0, δ)Îו סטנדרטי בסיס e1, . . . , en) x = x0 + h1e1 + . . . + hnen ïנסמ הוכחה.

אז
f(x)− f(x0) = f(x)− f(x0 + h1e1 + . . .+ hn−1en−1)

+f(x0 +
∑n−1

i=1 hiei)− f(x0 +
∑n−2

i=1 hiei)
...

+f(x0 + h1e1)− f(x0)

= ∂f
∂xn

(yn)hn + . . .+ ∂f
∂x1

(y1)h1

הנקודה אל x0 + h1e1 + . . . + hjej הנקודה את המחבר הקטע על נקודה היא yj כאשר
אז קואורדינטה). בכל íהביניי êער משפט (לפי x0 + h1e1 + . . .+ hj−1ej−1

f(x)− f(x0) =
∑n

i=1
∂f
∂xi

(x0)hi +
∑n

i=1(
∂f
∂xi

(yi)− ∂f
∂xi

(x0))hi

| ∂f
∂xi

(yi) − ∂f
∂xi

(x0)| < ,|h| < η íשא êכ η > 0 íקיו גוררת x0Îב ∂f
∂xi

רציפות ,ε > 0 לכל
ïולכ |Rx0(x)| = |

∑n
i=1(

∂f
∂xi

(yi) − ∂f
∂xi

(x0))hi| ≤ ε|h| אז .|yi − x0| < |h| שהרי ,ε
.x0Îב הלינארי הקירוב תכונת f Îשל נובע .Rx0(x) = o(|x− x0|)
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גובה ומשטחי íמשטחיÎעל דיפרנציאביליות3.3 3

.f של קריטית נקודה היא x0 כי נאמר ,∇f(x0) = 0 íמתקיי x0Îב íא הגדרה. קריטית נקודה

כדור íקיי íא x ∈ DÎב לוקאלי íמקסימו f Îל כי נאמר .D ⊆ Rn ,f : D → R 26.2.2008הגדרה. לוקאלי íמקסימו

.f(y) ≤ f(x) íמתקיי y ∈ B(x, r) ∩D שעבור êכ r > 0 ,B(x, r)

.∀y ∈ D f(y) ≤ f(x) íא íמתקיי גלובאלי íמקסימו

16.∇f(x0) = 0 אזי .íש לוקאלי íאקסטרמו ובעלת x0Îב דיפרנציאבילית f תהי :39 משפט

(כאשר t 7→ f(x0+tei) יחיד במשתנה הפונקציה של לוקאלי íהיאאקסטרמוx0 בפרט, הוכחה.

. ∂f
∂xi

(x0) = 0 ïולכ מתאפסת, הנגזרת t = 0Îב אזי .(xi ïבכיוו היחידה וקטור ei

הנגזרותהכיווניות כל בx0Îנקודתאקסטרמוíלוקאלי, דיפרנציאבילית f נקבלשכאשר מההוכחה
íאול מתאפסות, ïשה ברור מההוכחה קיימות, החלקיות שהנגזרות רק ידוע íא אבל מתאפסות;

כלל. קיימות ïאינ האחרות הכיווניות שהנגזרות אפשר

גובה ומשטחי עלÎמשטחים 3.3

לכל íא עלÎמשטח היא S כי נאמר .x0 ∈ SÎש êכ S ⊆ B(x0, δ) ⊆ Rn קבוצה נתונה הגדרה. עלÎמשטח

פונקציה של óגר הוא S ∩ B(x, η)Îש êכ B(x, η) ⊆ B(x0, δ) פתוח כדור íקיי x ∈ S נקודה
.xj = f(x1, . . . , xj−1, xj+1, xn)

.óגר הוא המשטח נקודה כל בסביבת אבל יחיד, óגר מגדיר לא x2 + y2 + z2 = 1 דוגמה.

לייצג ïנית אזי y = f(x1, . . . , xn) íא כלומר, ;Rn+1Îב עלÎמשטח הוא óגר כל דוגמה.

.Rn+1 ⊇ S = {(x, y) ∈ Rn+1 | x ∈ D,R 3 y = f(x)}

המשוואה כי נאמר .ϕ(x0) = 0 שבה נקודה x0 ∈ D ותהי ϕ : D ⊆ Rn+1 → R תהי הגדרה.

,B(x0קבוצת δ)∩DÎש êכB(x0, δ) כדור íקיי íא x0 של בסביבה גובה משטח ϕמגדירה = 0 גובה משטח

עלÎמשטח. היא ϕ(x) = 0 המקיימות הנקודות

íקיי אזי x2 + y2 = 1 íא .ϕ(x, y) = x2 + y2 − 1 ,x2 + y2 = 1Îב נסתכל דוגמה.

למשל, :yÎל או xÎל חדÎערכי ïבאופ נפתרת המשוואה שבו (x, y) סביב עיגול) (למעשה, כדור
האפס, נקודות לשתי פרט נקודה כל בסביבת x של כפונקציה y את מתארת y = ±

√
1− x2

בסביבה. y של כפונקציה x את לכתוב דומה ïבאופ נוכל íש

x של כפונקציה y את לכתוב אפשר íהא .(f(0, 0) = 0 (ונגדיר f(x, y) = xy
x2+y2 דוגמה.

אפילו ïולכ ,íהצירי שני היא íהאפסי קבוצת כי לא, ?(0, 0) בסביבת y של כפונקציה x את או
.óגר איננה היא (0, 0) סביב ïקט בעיגול

.íש דיפרנציאבילית f כאשר פנימית, בנקודה לוקאלי íאקסטרמו íלקיו הכרחי תנאי 16זהו
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דיפרנציאביליות גובה3 ומשטחי íמשטחיÎעל 3.3

x2+y2 = õהאילו תחת f(x, y) = x2+17y2 הפונקציה של íהמקסימו את לחשב דוגמה.

גיאומטרית, כזה). íמקסימו íקיי ïלכ בסביבתו, רציפה f Îו קומפקטית קבוצה הוא (מעגל 1
כאשר יתקבל הגבוה êהער .c > 0 עבור x2+17y2 = c האליפסות ,f של הגובה בקווי נסתכל

(.íמקבילי íהנורמלי ההשקה (בנקודת .õהאילו לקו ישיק הגובה קו
f(0, 1) = שאז ,x = 0, y = בנקודה1 – yÎל ישמשקלמקסימלי כאשר מקסימוíיתקבל

.(x = 0, y = −1Îב íוג) 17

ϕהואמשטח = 0Îוϕ(x0) = 0 ,x0Îב דיפרנציאבילית f : B(x0, δ) ⊆ Rn+1 → R כי נניח
(x,∇ϕ(x0) ∈ Rn+1 (כאשר íמתקיי ,x0Îב דיפרנציאבילית ϕÎש ïכיוו .B(x0, δ)Îב S גובה
ϕ(x) = 0 íמתקיי ,x ∈ S íא בפרט, .ϕ(x) − ϕ(x0) = ∇ϕ(x0)(x − x0) + o(|x − x0|)

.∇ϕ(x0)(x− x0) = o(|x− x0|) ואז
,γ(0) = x0 כאשר S על דיפרנציאבילית מסילה היא γ(t) : (−η, eta) → S íא בפרט,
אומרת, זאת . d

dtϕ(γ(t)) |t=0= ∇ϕ(x0) · γ(0) = 0 אחרות, íבמילי .ϕ(γ(t)) ≡ 0 אזי
הגובה למשטח הנורמל הוא ∇ϕ(x0) כלומר, .∇ϕ(x0)Îל íמאונכי SÎב íהנמצאי íהמשיקי כל

.x0 בנקודה ϕ = 0

נקבל .R2Îב גובה כקו ϕ(x, y) = 17 הגובה בקו נסתכל .ϕ(x, y) = x2 + y2 דוגמה.

.∇ϕ(x0, y0) = (2x0, 2y0)‖(x0, y0) ⊥ S

S = {ϕ(x) = ϕ(x0)} הקבוצה כי ונניח ,x0Îב דיפרנציאבילית ϕ : B(x0, δ) → R הגדרה. 27.2.2008

SÎל המשיק המישור נקרא (x ∈ Rn+1) 0 = ∇ϕ(x0)(x − x0) העלÎמישור גובה. משטח משיקהיא מישור

.x0Îב

.(x0, y0, z0) ∈ E ותהי E = {x2 + 17y2 + 7z2 = 3} האליפסואיד את ניקח דוגמה.

עלÎידי ïנית (x0, y0, z0)Îב המשיק המישור
(2x0, 34y0, 14z0)(x− x0, y − y0, (z − z0) = 0

2x0(x− x0) + 34y0(y − y0) + 14z0(z − z0) = 0

2x0x+ 34y0y + 14z0z = 2x2
0 + 34y2

0 + 14z2
0 = 6

x0x+ 17y0y + 7z0z = 3

,x0Îב דיפרנציאבילית f íא .f : B(x0, δ) → R פונקציה של y = f(x) óגר דוגמה.

,(x0, y0 = f(x0)) ∈ Rn+1Îב אז .ϕ(x, y) = f(x) − y של 0Îה הגובה משטח הוא óהגר
הוא המשיק המישור בנקודה). óלגר ,ϕ(x0∇(הנורמל y0) = (∇f(x0),−1)

(x− x0, y − y0)(∇f(x0),−1) = 0

(x− x0)∇f(x0)− (y − y0) = 0

∇f(x0)(x− x0) = y − y0
.(Rn מעל מישור של óגר (זהו
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הגרדיאנט באמצעות íהפרשי הערכת דיפרנציאביליות3.4 3

של המקסימלי העלייה ïכיוו הוא x0Îב∇ϕ אחרות, íבמילי הגובה; למשטח êמאונ הגרדיאנט
ניקח אז .λ > 0 ,∇ϕ(x0) = λ~u כלומר ,~u‖∇ϕ(x0) כאשר מקסימלי ∂ϕ

∂u = ∇ϕ(x0)~u :ϕ
.(∇ϕ(x0) 6= 0 (כאשר ~u = ∇ϕ(x0)

|∇ϕ(x0)| ∈ S
n ⊆ Rn+1

הגרדיאנט באמצעות הפרשים הערכת 3.4

נסתכל .(ïביניה הישר (הקטע [x, y] ∈ D íג ïוכ x, y ∈ D ,DÎב דיפרנציאבילית f ,D ⊆ Rn

g′(t) = ∇f(tx− נקבל השרשרת כלל לפי .t ∈ [0, 1] עבור g(t) = f(tx+(1− t)y) בפונקציה
f(x)− כלומר ,g(1)− g(0) = g′(t0) · (1− 0) הממוצע, êהער משפט לפי .(1− t)y)(x− y)

נקבל õשוורÎומקושי ,f(y) = ∇f(t0x+ (1− t0)y)(x− y)
|f(x)− f(y)| ≤ |∇f(t0x+ (1− t0)y)||x− y|

≤ supz∈[x,y] |∇f(z)||x− y|

.(óאינסו להיות יכול supÎה אחרת, ;max זהו ברציפות, דיפרנציאביליות יש (כאשר
6 êא f(x) = f(y)Îש ïוייתכ ,Rolle משפט íמתקיי לא יותר íגבוהי íבמימדי כי נעיר

.∃∇f(z) = 0

כללי לא מקרה לגראנז': כופלי 3.5

∇ϕ(x0) 6= 0Îש êכ x0Îב דיפרנציאביליות ϕ : B(x0, δ) → RÎו f : B(x0, δ) → R יהיו
S על f של מקומית אקסטרימלית נקודה היא x0 כי נניח גובה. משטח S = {ϕ(x) = ϕ(x0)}Îו

.(ϕ(x) = ϕ(x0) õלאילו (ביחס

.∃µ ∈ R : ∇f(x0) = µ∇ϕ(x0) :(õאילו íע íלאקסטרמו הכרחי (תנאי 40 טענה

êכ דיפרנציאביליות 17γ1(t), . . . , γn−1(t) מסילות קיימות S על כי נניח ההוכחה, íלש הוכחה.
18.RnÎב íתלוייÎבלתי íוקטורי γ′1(0), . . . , γ′n−1(0)Îו γ1(0) = . . . = γn−1(t) = x0Îש

t = 0Îב גזירות פונקציות אלה .i = 1, . . . , n−1 עבור gi(t) = f(γi(t)) בפונקציות נסתכל
êמאונ∇ϕ(x0) אבל .g′i(t) |t=0= ∇f(x0) · γ′i(t) |t=0= 0 :íש לוקאלי íאקסטרמו ובעלות
íהמאונכי n ממימד íוקטורי íה∇ϕ(x0) ïוה∇f(x0) ïה ïלכ .∇ϕ(x0) ·γ′i(t) |t=0= 0 :SÎל
∇f(x0) = חייב ,∇ϕ(x0) 6= ההנחה0 שלפי ïכיוו .γ′i(t) |t=0 íתלוייÎהבלתיíהוקטוריn−1Îל

.µ∇ϕ(x0)

לגראנז'. כופל נקרא µ הקבוע

.γi(t) : (−η, η)→ B(x0, δ) ⊆ Rn פונקציות 17אלו
הסתומות. הפונקציות ממשפט נובע í18קיו
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הסתומות הפונקציות משפט 4

הסתומות הפונקציות משפט 4

ההפוכות הפונקציות משפט 4.1

וDf(x)Îפונקציה דיפרנציאבילית f כי נניח .(íתחו) וקשירה פתוחה Dקבוצה ,f : D → Rm

.(Rnm ∼= hom(Rn,Rm)) RmÎל RnÎמ הלינאריות ההעתקות מרחב êלתו x ∈ DÎמ רציפה
(ממשיות), רציפות פונקציות ïה Jf(x) המטריצה של íהרכיבי כל í"íא רציפה Df(x)

.1 ≤ j ≤ n ,1 ≤ i ≤ m לכל x ∈ DÎב רציפות ממשיות פונקציות ïה ∂fi

∂xj
(x) כלומר

.D על ברציפות הגזירות הפונקציות óאוס – f ∈ C1(D) כי נאמר ,íמתקיי זה תנאי íא
בהכרח אזי .t ∈ (a, b) עבור f ′(t) 6= 0 כי ונניח C1(a, b) 3 f(a, b) → R תהי תזכורת:

f(c) ïבי êער כל ומקבלת ממש מונוטונית f(t)Îו ,− תמיד או + תמיד כלומר קבוע, sgn f ′(t)

.(c, d)Îב אחת íפע בדיוק f(d)Îו

íמתקיי כלומר Df(y)רגולרית, íא (f Îל (ביחס רגולרית נקודה תיקרא y ∈ D נקודה רגולריתהגדרה. נקודה 4.3.2008

.det Jf(x) 6= 0

היא f עלÎידי B(y, δ) של V שתמונה êכ δ > 0 íקיי רגולרית, נקודה y ∈ D íא :41 משפט

ערכית. חדÎחד f : B(y, δ)→ V וההעתקה פתוחה, קבוצה

detA 6= íא זה, במצב ;Jf = A אזי ,A ∈Mn×nÎל f(x) = Ax לינארית, f íא דוגמה.

פתוחה. לקבוצה פתוח כדור מעבירה f ,0

הלמות. êבדר הוכחה.

אז x ∈ B(y, δ1) íא :f לגבי רגולריות B(y, δ1) נקודות שכל êכ δ1 > 0 íקיי :1.41 למה

.det Jf(z) 6= 0

0Îמ ושונה רציפות) פונקציות של מכפלות íסכו) רציפה z 7→ det Jf(z) הפונקציה הוכחה.

.0Îמ שונה ,B(yהיא δ1) ïקט מספיק בכדור ïלכ .yÎב

.u ∈ Sn−1Îו z ∈ B(y, δ1) לכל |Df(z)u| ≥ mÎש êכm > 0 íקיי :2.41 למה

íג ïולכ)Df(z)u êא .Df(z)u 6= 0 ,u ∈ Sn−1Îו z ∈ B(y, δ1) לכל ,1 למה לפי הוכחה.

ïולכ וחסומה סגורה קבוצה שהיא ,K = B(y, δ1) × Sn−1 על רציפה פונקציה (|Df(z)u|
.min |Df(z)u| := m > 0 מתקבל ïלכ קומפקטית;

,z1, z2 ∈ B(y, δ2) שלכל êכ 0 < δ2 < δ1 íקיי :3.41 למה

|f(z2)− f(z1)−Df(z1)(z2 − z1)| <
m

3
|z2 − z1|

,1 ≤ i ≤ nÎל הוכחה.

fi(z2)− fi(z1) =
∫ 1

0
d
dtfi(tz2 + (1− t)z1)dt

=
∫ 1

0

∑n
j=1

∂fi

∂xj
(tz2 + (1− t)z1)(z2 − z1)jdt

= (
∫ 1

0
∇fi(tz2 + (1− t)z1)dt) · (z2 − z1)
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ההפוכות הפונקציות משפט הסתומות4.1 הפונקציות משפט 4

:iÎה השורה fi∇הוא כאשר ,íהרכיבי את "נצבור"
f(z2)− f(z1) = (

∫ 1

0
Df(tz2 + (1− t)z1)dt)(z2 − z1)

=
∫ 1

0
(Df(tz2 + (1− t)z1)−Df(z2))dt(z2 − z1)+

+Df(z2)(z2 − z1)

נקבל
f(z2)− f(z1)−Df(z2)(z2 − z1) =

∫ 1

0
(Df(tz2 + (1− t)z1)−Df(z2))dt(z2 − z1)

|f(z2)− f(z1)−Df(z2)(z2 − z1)| ≤
∫ 1

0
‖Df(tz2 + (1− t)z1)−Df(z2)‖dt|z2 − z1|

ïלכ .B(y, δ1)Îב z של רציפה פונקציה הוא Df(z) הדיפרנציאל ,f ∈ C1(D)Îש ïכיוו
êכ 0 < δ2 < δ1 íקיי בפרט, חלקית. קומפקטית קבוצה כל על שווה במידה רציפה היא
|f(z2)− ,z1, z2 ∈ B(y, δ2)Îל ïולכ ,α, β ∈ B(y, δ2) íא ‖Df(α)−Df(β)‖ < m

3 Îש
.f(z1)−Df(z1)(z2 − z1)| < m

3 |z2 − z1|

ערכית חדÎחד f בפרט, .|f(z2)−f(z1)| ≥ 2m
3 |z2−z1| ,z1, z2 ∈ B(y, δ2)Îל :4.41 למה

.B(y, δ2)Îב

|f(z2)− f(z1)| ≥ |Df(z1)(z2 − z1)|−
−|f(z2)− f(z1)−Df(z1)(z2 − z1)|

≥ m|z2 − z1| − m
3 |z2 − z1|

= 2m
3 |z2 − z1|

הוכחה.

.|ξ−f(y)| < k
3 Îש êכ ξ ∈ Rn תהי .0 < k = min|z−y|=δ2 |f(z)−f(y)| יהי :5.41 למה

.f(x) = ξÎש êכ x ∈ B(y, δ2) נקודה קיימת אזי

ממשית, היא .ϕ(x) = |f(x) − ξ|2 =
∑n

i=1(fi(x) − ξi)2 בפונקציה נסתכל 5.3.2008הוכחה.

.B(y, δ2)Îב xm íמינימו íקיי ϕ(x)Îל ïלכ .B(y, δ2)Îב ברציפות ,B(yוגזירה δ2)Îב רציפה
,|x− y| = δ2 íא אבל

|f(x)− ξ| = |f(x)− f(y) + f(y)− ξ|
≥ |f(x)− f(y)| − |f(y)− ξ|
≥ k − k

3 = 2
3k

íהמינימו ïלכ .ϕ(y) ≤ (k
3 )2 זאת, לעומת .ϕ(x) ≥ ( 2

3k)
2 ,|x − y| = δ2 íא כלומר,

xm ברציפות, גזירה ϕÎש ïוכיוו ,xm ∈ B(y, δ2) ïלכ .∂B(y, δ2) השפה על מתקבל לא ϕ של
קריטית. נקודה

∂

∂x1
ϕ(x) = 2

n∑
i=1

(fi(x)− ξi)
∂fi(x)
∂x1

= 2(f(x)− ξ)

 ∂f1
∂x1

...
∂fn
∂x1


בנקודה 0 = ∇ϕ(xm) = (f(xm)− ξ)Jf(xm) ïולכ ,∇ϕ(x) = 2(f(x)− ξ)Jf(x) אז

.xm = xξ כלומר ,f(xm)− ξ = 0 ïולכ רגולרית, מטריצה Jf(xm) êא .xm
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הסתומות הפונקציות משפט וקואורדינטות4 גיאומטריות טרנספורמציות 4.2

היא V = f(B(y, δ2)) כי להראות ונשאר ערכית, חדÎחד f : B(y, δ2) → Rn כי הראינו
על נחזור ȳ סביב אזי y 6= ȳ ∈ B(y, δ2) ;(5 (למה V של פנימית נקודה f(y) כי ראינו פתוחה.

פתוחה. V ïולכ ,V Îב פנימית f(ȳ) íג ïולכ רגולרית), ȳ íג (כי íהקודמי íהטיעוני

y ∈ D נקודה כל כי נניח .f ∈ C1(D) ,f : D → Rn הפתוחה): ההעתקה (משפט 42 מסקנה

.RnÎב פתוחה f(D) אזי .f לגבי רגולרית היא

.íהקוד במשפט כמו íכדורי של תמונות של איחוד היא f(D) הוכחה.

.(δ = δ2) f : B(y, δ)→ V הכדור של למצב נחזור

.f(y)Îב דיפרנציאבילית f−1 : V → B(y, δ) ההפוכה הפונקציה :43 טענה

ïלכ .f(z)− f(y) = Df(y) · (z − y) +Ry(z) הוכחה.
α− β = Df(y)(f−1(α)− f−1(β)) +Ry(z)

מתקבל ,α→ β כאשר .f−1(α)−f−1(β) = [Df(y)]−1(α−β)−[Df(y)]−1Ry(z) ïומכא
.βÎב רציפה f−1 כלומר, .f−1(α)→ f−1(β) ,|α− β| ≥ 2m

3 |f
−1(α)− f−1(β)|

עבור כלומר ,Ry(z) = o(|y − z|) אבל .|[Df(y)]−1Ry(z)| ≤ ‖[Df(y)]−1‖|Ry(z)|
|α− β| < 2m

3 η ניקח :|Ry(z)| < ε|y − z| ⇐= |y − z| < ηÎש êכ η > 0 íקיי ,ïנתו ε > 0

.|Ry(z)| < ε|y − z| ⇐= |f−1(α)− f−1(β)| < η⇐=

⇐= |α−β| < 2m
3 ηÎל כלומר, .|Ry(z)| < ε|y−z| ≤ ε 3

2m |f(y)−f(z)| = 3ε
2m |α−β|

.[Df(y)]−1Ry(z) = o(|α− β|) כלומר ,|[Df(y)]−1Ry(z)| ≤ ‖[Df(y)]−1‖ 3ε
2m |α− β|

y ∈ תהי .f ∈ C1(D) ,f : D → Rn תהי ההפוכה): הפונקציה (דיפרנציאביליות 44 משפט

(ב) חח"ע; היא (א) f : B(y, δ)→ V ההעתקה ,ïקט מספיק δ > 0 עבור אזי רגולרית. Dנקודה
,Df−1(α) = [Df(z)]−1 ,α ∈ V ועבור דיפרנציאבילית, f−1 : V → B(y, δ) (ג) פתוחה; V

.f−1 ∈ C1(V ) ,ïכ על יתר .z = f−1(α)

, d
dz f

−1(z) = 1
f ′(y) Îו מונוטונית f ואז ,f ′(y) > 0 פירושה רגולריות ,n = 1 íא (א) הערות:

ïשוויו ,z = f(α) ,Jf−1(α) = [Jf(z)]−1 היעקוביאניות, המטריצות במונחי (ב) ;z = f(y)

.n× n מטריצות

נובעת הזאת העובדה .f−1 ∈ C1(V )Îש לעובדה פרט הטענה, במסגרת הוכח הכול הוכחה.

מטריצות. êהיפו של הפעולה מרציפות
→Df(zk)(הנחת Df(z) ïולכ zk → z ∈ B(y, δ) אזי αk → α ∈ V íא כי íיודעי אנו

.(f ∈ C1(B(y, δ))

.Df−1(αk) = (Df(zk))−1 ?→ (Df(z))−1 = Df−1(α) מרציפותפעולתהיפוêמטריצה,

וקואורדינטות גיאומטריות טרנספורמציות 4.2

B(y, δ) כדור ïנתו ממשיות. פונקציות f2Îו f1Îכש ,f(x) = (f1(x), f2(x)) נכתוב ,n = 2Îב

לכל x1Îב ממש מונוטונית f1 אז . ∂f1
∂x1

(z) > 0 הכלליות, הגבלת בלי .det
(

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

)
6= 0 שבו
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הסתומות הפונקציות משפט הסתומות4.3 הפונקציות משפט 4

קבוע. x2

11.3.2008 [íבינתיי [חסר
12.3.2008 [íבינתיי [חסר

הסתומות הפונקציות משפט 4.3

19.3.2008 ïנתבונ ,(y0 ∈ Rm ,x0 ∈ Rn) (x0, y0) ∈ DÎל ;f ∈ C1(D) פתוחה, D ⊆ Rn+m

∂f
∂y (x0, y0) > ,f(x0∇(ובה"כ y0) 6= 0 íשא ראינו ,m = 1 במקרה .f(x0, y0) = 0 ∈ RmÎב
כפונקציה אחת קואורדינטה õלחל ïנית גובה: משטח מגדירה זו משוואה (x0, y0) בסביבת אזי ,(0

.f(x, h(x)) ≡ 0 כלומר ,y = h(x) ולכתוב אחרות, n של

ÎבDf(x0, y0)(0, ·) ההעתקה וÎ(ב) f(x0, y0) = 0 (א) íא הסתומות): (הפונקציות 45 משפט

שÎ(א) êכ C1(B(x0, δ)) 3 h : B(x0, δ)→ RmÎו δ > 0 íקיי אזי רגולרית, hom(Rm,Rn)
19.x ∈ B(x0, δ) לכל f(x, h(x)) = 0 וÎ(ב) h(x0) = y0

ודאי זו התעקה .f̃(x, y) =
(

x
f(x,y)

)
עלÎידי f̃ : Rn+m → Rn+m העתקה נגדיר הוכחה.

.C1(B((x0, y0), δ))Îו מוגדרת

Df̃(x0, y0) =

(
I 0

Df(x0, y0)

)
בפינה m × m בגודל הבלוק (ב), הנחה לפי ;(n × m מגודל 0 ,n × n מגודל I ) íבלוקי בכתיב
δ > 0 עבור ההפוכה, הפונקציה וממשפט ,Df̃(x0רגולרי, y0) íג ïלכ רגולרי. התחתונה הימנית

.f̃(B((x0, y0), δ)) = V על êלהיפו ניתנת f̃(x, y) ,ïקט מספיק
f(x, h(x)) = ,x ∈ B(x0, δ)Îל .(x, h(x)) = f̃−1(x, 0) ∈ C1(V )Îב ובפרט f̃−1(V )Îב נסתכל
ïומכא ,f̃(x0, y0) =

(
x0
0

)
Îו f̃(x0, h(x0)) =

(
x0
0

)
אז .f̃(x, h(x) =

(
x

f(x,0)

)
= (x, 0) כי ,0

.h1 6= h2Îל f(x, h1(x)) = f(x, h2(x)) ïייתכ לא ערכיות מחדÎחד כי ,h(x0) = y0

היעקוביאנית: המטריצה במונחי התנאי
∂f1
∂y1

(x0, y0) . . . ∂f1
∂ym

(x0, y0)
...

...
∂fm

∂y1
(x0, y0) . . . ∂fm

∂ym
(x0, y0)


רגולרית.

z = h(u, v) ,y = g(u, v) ,x = f(u, v)תהיינה .(R3Îב íמשטחי של (פרמטריזציה דוגמה

ביחס f, g של ïהיעקוביא כי נניח .(u0, v0) בסביבת ברציפות גזירות ממשיות פונקציות שלוש
,B((x0כêשההתעקה y0), δ)קיימתסביבה אזי רגולרי. ∂(f,g)

(u,v) |(u0,v0)=
( ∂f

∂u
∂g
∂v

)
u, vÎל

עבור ברציפות. וגזירה ערכית חדÎחד (y = g(u, v) ,x = f(u, v)Îל (ההפוכה
(
x
y

)
7→
(
u
v

)
ïלכ .C היא z = h(u, v) = h(u(x, y), v(x, y)) = h̃(x, y) íג ,(x, y) ∈ B((x0, y0), δ)

.(x0, y0) בסביבת משטח מגדירה (f(u, v), g(u, v), h(u, v)) הנקודות קבוצת

.y ∈ Rm ייקבע שנבחר x ∈ Rn לכל חופש: דרגות n בעל ïפתרו יש f(x, y) = 0 למשוואה 19כלומר,
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הסתומות הפונקציות משפט הסתומות4 הפונקציות משפט 4.3

F (x, y, z, u, v) = {x − f(u, v) = 0 y −Îכ המשוואות שלוש על להסתכל ïנית
בסביבת ואנחנו (x, y, z) ∈ R3 ,(u, v) ∈ R2 כאשר ,g(u, v) = 0 z − h(u, v) = 0}

;n = 2 ,m = 3 .(u0, v0, x0, y0, z0)

DF =


1 0 0 −∂f

∂u −∂f
∂v

0 1 0 − ∂g
∂u −∂g

∂v

0 0 1 −∂h
∂u −∂h

∂v


.(x0, y0) בסביבת z = z(x, y) ,u = u(x, y) ,v = v(x, y) הסתומות, הפונקציות ממשפט

המשטח. של íהפרמטרי íנקראי vÎו u ;h : R2 → R3 המשפט, בסימוני
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טיילור ומשפט גבוה מסדר נגזרות 5

טיילור ומשפט גבוה מסדר נגזרות 5

גבוה מסדר נגזרות 5.1

25.3.2008 לפי חלקית נגזרת בעלת היא ∂f
∂xj

כי נניח .f ∈ C1(D) פתוחה, D ⊆ Rn כאשר f : D → R
∂f
∂xk

של xj לפי הנגזרת אנלוגי, ïבאופ . ∂2f
∂xk∂xj

(x0) = ∂
∂xk

( ∂f
∂xj

)(x0) נסמנה .x0 ∈ DÎב xk

. ∂2f
∂xj∂xk

(x0) = ∂
∂xj

( ∂f
∂xk

)(x0) ïתסומ קיימת, íא ,x0Îב

אזי ,pÎב רציפות ïה íואB(p, δ) ⊆ D בכדור קיימות ∂2f
∂xk∂xj

Îו ∂2f
∂xj∂xk

íא (קושי): 46 משפט

. ∂2f
∂xj∂xk

(p) = ∂2f
∂xk∂xj

(p) שוות: ïה

בביטוי נסתכל .p = (x0, y0) ïנסמ .(x, y) ∈ R2 .xk = y ,xj = x ïנסמ הוכחה.
A = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0 + k)− f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

עבור הממוצע, êהער משפט לפי אז .g(y) = f(x0 + h, y) − f(x0, y) הפונקציה את נגדיר
íמתקיי 0 ≤ θ1 ≤ 1

A = g(y0 + k)− g(y0) = g′(y0 + θ1k)k

= [∂f
∂y (x0 + h, y0 + θ1k) + ∂f

∂y (x0, y0 + θ1k)]k

= k ∂2f
∂x∂y (x0 + θ2, y0 + θ1k)h

= hk ∂2f
∂x∂y (x0 + θ2h, y0 + θ1k)

(.0 ≤ θi ≤ 1 ,1 ≤ i ≤ 4 (לכל .A = hk ∂2y
∂y∂x (x0 + θ3h, y0 + θ4k) ,ïאופ באותו

êומאיד limh,k→0( A
hk ) = ∂2f

∂x∂y (x0, y0) מחד נקבל ,(x0, y0)Îב הרציפות הנחת לפי ,ïמכא
הדרוש. מתקבל הגבול מיחידות .limh,k→0( A

hk ) = ∂2f
∂y∂x (x0, y0)

נובעתגíרציפות ïומכא) ïהנגזרותהחלקיותהוארציפותאחתמה ïמספיקלשוויו תנאי למעשה,
השנייה).

l− 1 עד מסדר הנגזרות שכל íמניחי) . ∂lf
∂xi1 ...∂xil

גבוה מסדר הנגזרות מוגדרות דומה ïבאופ
∂3f

∂x2
1∂x2

לדוגמה, .x1, . . . , xn íמהמשתני אחד כל לפי (ברציפות) גזירות ïשה ïוכ ורציפות קיימות

(. ∂3f
∂x1(∂x1∂x2)

= ∂3f
∂x2

1∂x2
íמסמני .x1 לפי גזירה שהיא ïוכDÎב ורציפה קיימת ∂2f

∂x1∂x2
Îש אומר

, ∂3f
∂x2

1∂x2
= ∂3f

∂x2∂x2
1
לדוגמה, משנה; אינו הגזירה סדר כולל), ,l סדר (עד רציפות הנגזרות íא

אז . ∂2f
∂x1∂x2

= ∂2f
∂x2∂x1

מתקבל f על קושי ממשפט כי
∂

∂x1
( ∂2f

∂x1∂x2
) = ∂

∂x1
( ∂2f

∂x2∂x1
)

= ∂2

∂x1∂x2
( ∂f

∂x1
)

= ∂2

∂x2∂x1
( ∂f

∂x1
) = ∂3f

∂x2∂x2
1

אתמשפט להפעיל שנוכל כדי ורציפות קיימות 3 סדר עד הנגזרות שכל (הנחנו . ∂f
∂x1

על קושי ממשפט
(. ∂f

∂x1
על קושי

קיימות, הדרוש הסדר עד החלקיות הנגזרות כל íשא (באינדוקציה) להוכיח ïנית כללי, ïבאופ
ברציפות הגזירות הפונקציות מרחב את הגזירה. סדר את óלהחלי ïנית ברציפות, וגזירות רציפות
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טיילור ומשפט גבוה מסדר נגזרות טיילור5 משפט 5.2

.Cl(D)Îב íמסמני l סדר עד

טיילור משפט 5.2

אזי ברציפות, íפעמי l + 1 וגזירה (0, 1) ⊆ R הקטע על מוגדרת g(t) íא

g(t) = g(t0) + g′(t0)(t− t0) + . . .+
g(l)(t0)
l!

(t− t0)l +
g(l+1)(ξ)
(l + 1)!

(t− t0)l+1

.ξ ∈ I(t, t0) עבור
בפונקציה נסתכל .y ∈ B(x, δ) ,B(x, δ) ⊆ D ,D ⊆ Rn ,f ∈ Cl+1(D) כי נניח כעת
g ∈ Cl+1(−η, 1+η)íג ,f ∈ Cl+1(D)Îש ïכיוו .g(t) = f(ty+(1−t)x) = f(x+t(y−x))

השרשרת. כלל בגלל ,(η > 0)
g′(t) = ∇f(x+ t(y − x)) · (y − x)
g′′(t) =

∑n
i,j=1

∂2f
∂xj∂xi

(x+ t(y − x)) · (yi − xi) · (yj − xj)

g(l)(t) =
∑n

i1,...,il=1
∂lf

∂xi1 ...xil
(x+ t(y − x)) · (yi1 − xi1) · . . . · (yil

− xil
)

נקבל ,t = 1Îו t0 = 0 כאשר טיילור, ומנוסחת
f(y) = f(x) +

∑n
i=1

∂f
∂xi

(x)(yi − xi) + . . .+

+ 1
l!

∑n
i1,...,il=1

∂lf(x)
∂xi1 ...xil

∏l
j=1(yij

− xij
)

+ 1
(l+1)!

∑n
i1,...,il+1=1

∂l+1f(ξ)
∂xi1 ...xil+1

∏l+1
j=1(yij

− xij
)

.f ∈ Cl+1(D)Îל טיילור נוסחת – (0 ≤ t ≤ 1 עבור ξ = x+ t(y−x) ולמעשה ,ξ ∈ B(x, δ))
טיילור íפולינו .l מסדר yÎב טיילור íפולינו נקרא השארית ללא הביטוי

יחיד. הוא ïלכ הלינארי; הקירוב תכונת הוא 1 מסדר טיילור íפולינו

ואקסטרימה ההסיאן מטריצת 5.3

:l = 1 במקרה ïנתבונ

f(y) = f(x) +∇f(x)(y − x) +
1
2!

n∑
i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
(ξ)(yi − xi)(yj − xj)

השארית ביטוי Rx(y)הוא = o(|y−x|) = 1
2

∑n
i,j=1

∂2f
∂xj∂xi

(ξ)(yi−xi)(yj −xj) הביטוי
רציפות. השניות הנגזרות כאשר

.f של HessianÎה H(x)נקראת = ( ∂2f
∂xi∂xj

)1≤i,j≤n הסימטרית המטריצה הסיאïהגדרה.

ריבועיות תבניות תזכורת:

u ∈ Rn עבור ונגדיר ,(Aij = Aji) סימטרית Aמטריצה = (Aij)1≤i,j≤n תהי

Q(u) =
n∑

i,j=1

Aijuiuj =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

Aijui)uj) = 〈Au, u〉 = uTAu
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ואקסטרימה ïההסיא מטריצת טיילור5.3 ומשפט גבוה מסדר נגזרות 5

.∀u ∈ Rn 〈Au, u〉 > 0 íא 20ïלחלוטי חיובית ריבועית Qתבנית /A > 0Îש íאומרי
הנורמותשקולות, שכל ïכיוו ;〈Au, u〉 = ‖u‖2 ובפרט מכפלהסקלרית, 〈Au, v〉 כזה, במקרה
,〈Au, u〉 ≥ C היחידה ספירת שעל היא זאת להראות אחרת êדר .〈Au, u〉 = ‖u‖2 ≥ c|u|2

.〈Au, u〉 ≥ C|u|2 ïומכא 〈A u
|u| ,

u
|u| 〉 ≥ C ,u 6= 0 שלכל נובע ïולכ

:H(ξ) למטריצה המתאימה ריבועית תבנית הוא השארית ביטוי ,ïכ íא

f(y) = f(x) +∇f(x)(y − x) +
(y − x)H(ξ)(y − x)

2

.ïלחלוטי H(x)חיובית כי נניח .f של קריטית נקודה x ∈ D ותהי f ∈ C2(D) תהי :47 משפט

.f של לוקאלי íמינימו נקודת היא x אזי

.f(y) = f(x) +∇f(x)(y − x) + 1
2 (y − x)H(ξ)(y − x) ,ξ, y ∈ B(x, δ) עבור הוכחה.

שH(y)Îרציפה היות . 12 (y − x)H(x)(y − x) ≥ C|y − x|2 כלומר, .H(x) > 0 כי 26.3.2008נניח

δ > 0 íקיי ε > 0 לכל רציפה), פונקציה ïולכ כלשהי שנייה נגזרת H(y)הוא של איבר כל (שהרי
| 12 (y − x)(H(ξ)−H(x))(y − x)| ≤ אז .‖H(y)−H(x)‖ < ε אז |y − x| < δ íשא êכ

אז . 12ε|y − x|
2

1
2 (y − x)H(ξ)(y − x) = 1

2 (y − x)H(x)(y − x) + 1
2 (y − x)(H(ξ)−H(x))(y − x)

≥ C|y − x|2 − 1
2ε|y − x|

2

≥ 1
2C|y − x|

2

המשיק. המישור מעל נמצא óהגר כלומר, :íהנתוני íבתנאי חיובית תמיד השארית

לוקאלי. íמקסימו נקודת היא y הקריטית הנקודה H(x)אזי < 0 íא :48 משפט

.positive definite הוא המונח 20באנגלית,
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רימנית אינטגרציה 6

רימנית אינטגרציה 6

הגדרה 6.1

חסומה. f : Q→ R Qותהי = [a1, b1]× . . .× [an, bn] תהי

a1 = íשמתקיי êכ נקודות של סופי óאוס היא [ai, bi] של Pi = {t0, . . . , tk} חלוקה חלוקההגדרה.

החלוקה.) של קטע נקרא Ij = [tj , tj+1] (לקטע .t0 < . . . < tk = b1

.[aj , bj ] של חלוקה Pj כאשר ,P = P1 × . . . Pn Qהיא של P חלוקה

מהצורה תיבה היא S ∈ P תיבה .tjk
∈ Pk כאשר ,(tj1 , . . . , tjn) Înייה הוא P של איבר

.V (S) = |Ij1 ||Ij2 | · · · |Ijn
| עלÎידי מוגדר כזו תיבה נפח .Sjk

∈ Pk כאשר ,S = Ij1 × . . . Ijn

,ms(f) = infS f íע ïתחתו íסכוL(f, P ) =
∑

S∈P mS(f)V (S) נגדיר Pחלוקה. (תחתוï|עליוï)הגדרה. íסכו

.MS(f) = supS f íע ïעליו íסכו U(f, P ) =
∑

S∈P MS(f)V (S)

אזי תיבה, S′ ∈ P ′ íא בפרט, .P ⊆ P ′ íא (P ′ < P ) P של ïעידו נקראת P ′ חלוקה הגדרה.

כלשהו. S ∈ P עבור S′ ⊆ S

.U(f, P ′) ≤ U(f, P )Îו L(f, P ′) ≥ L(f, P ) אזי ,P של ïעידו P ′ íא :49 טענה

.L(f, P ) ≤ U(f, P ′) íמתקיי ,P ′Îו P חלוקות שתי לכל :50 למה

.L(f, P ) ≤ L(f, P ′′) ≤ U(f, P ′′) ≤ U(f, P ) אזי .P ′ ,P Îל ïעידו חלוקת P ′′ תהי הוכחה.

.{U(f, P )}P óלאוס "משמאל" נמצא {L(f, P )}P óהאוס :51 מסקנה

האינטגרל נקרא I .I = supP L(f, P ) = infP U(f, P ) íא אינטגרבילית תיקרא f אינטגרביליותהגדרה.

.(I(f) או IQ(f)) f של

עליו. לינארי פונקציונל הוא IÎו לינארי, מרחב הוא האינטגרביליות הפונקציות מרחב :52 טענה

.U(f, P1)− L(f, P1) < ε
2 Îש êכ P1 חלוקה קיימת .ε > 0 יהי אינטגרביליות. gÎו f הוכחה.

נקבל ,P2Îו P1 של ïעידו היא P íא .U(g, P2)− L(g, P2) < ε
2 ,ïאופ באותו

U(f, P )− L(f, P ) < ε
2

U(g, P )− L(g, P ) < ε
2

U(f + g, P ) ≤ U(f, P ) + U(g, P )

L(f + g, P ) ≥ L(f, P ) + L(g, P )

U(f + g, P )− L(f + g, P ) < ε

,ε > 0 לכל כי I(f + g) = I(f) + I(g) íמתקיי אינטגרבילית. f + g ïלכ
L(f + g, P ) ≥ L(f, P ) + L(g, P )

≥ I(f)− ε
2 + I(g)− ε

2

= I(f) + I(g)− ε
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לאינטגרביליות íתנאי רימנית6.2 אינטגרציה 6

.−ε ≤ I(f + g)− (I(f) + I(g)) ≤ ε ïולכ ,U(f + g, P ) ≤ I(f) + I(g) + ε ïאופ ובאותו
.I(λf) = λI(f) אזי λ ∈ R íא דומה, ïבאופ

אינטגרבילית. f אזי ,Q על רציפה f íא :53 טענה

MS(f)− ,S ∈ P שלכל êכP חלוקה למצוא ïנית ε > 0íא שווה, במידה רציפות בגלל הוכחה.

.U(f, P )− L(f, P ) ≤ ε
∑

S∈P V (S) = εV (Q) אז .mS(f) < ε

החלוקה. פרמטר δ(P ) = maxS∈P diam(S) נגדיר חלוקה. P תהי הגדרה. חלוקה של פרמטר

íא P Îל ביחס שפה תיבת היא S′ ∈ P ′ כי נאמר אחרת. חלוקה P ′ ותהי חלוקה, P תהי הגדרה. שפה תיבת

.S′ ⊆ SÎש êכ S ∈ P קיימת לא

êכ P ′ חלוקה כל שעבור êכ η > 0 íקיי אזי .ε > 0 יהי נתונה. חלוקה P תהי :54 טענה

.
∑

שפה תיבת S′∈P ′ V (S′) < ε íמתקיי δ(P ′) < ηÎש

.
∑

שפה תיבת S′∈P ′ V (S′) ≤ δ(P ′)K אז .P תיבות של הפיאות נפחי íסכוK יהי הוכחה.

לאינטגרביליות תנאים 6.2

רימן תנאי 6.2.1

.(xS ∈ S)R(f ;P, xs) =
∑

S∈P f(xS)V (S) הוא ïרימ íסכו 1.4.2008הגדרה. ïרימ íסכו

íהמקיי η > 0 íקיי ε > 0 שלכל êכ I מספר íקיי ממשית, חסומה f ïבהינת :ïרימ תנאי ïרימ תנאי

∀P : δ(P ) < η |I −R(f ;P, xs)| < ε ∀xS ∈ S ∈ P

.ïרימ תנאי את מקיימת f í"íא אינטגרבילית f :55 משפט

.M = supQ |f | ïנסמ .U(f, P ) − L(f, P ) < ε ,P חלוקה קיימת .ε > 0 יהי (⇐) הוכחה.
4M

∑
P לפי שפה תיבת S′∈P ′ V (S′) < ε íמתקיי δ(P ′) < ηÎש êכ P ′ חלוקה שלכל êכ η > 0 יהי

נקבל הקודמת). הטענה לפי íקיי)
R(f ;P ′, xS′) =

∑
שפה לא S′∈P ′ +

∑
שפה S′∈P ′ f(xS′)V (S′)

≥
∑

שפה לא S′∈P ′ mS(f)V (S′)−M
∑

שפה S′∈P ′ V (S′)

≥ L(f, P )−
∑

S∈P V (S \
⋃

S′⊆S S
′)−M

∑
שפה S′∈P ′ V (S′)

≥ L(f, P )−M( ε
4M + ε

4M )

= L(f, P )− ε
2

íשא êכ η > 0 íקיי ε > 0 לכל ïלכ .R(f ;P ′, xS′) ≤ U(f, P ) + ε
2 נקבל דומה ïובאופ

תנאי íמתקיי êולפיכ ,(U(f, P ) < I + ε (כי |R(f ;P ′, xS′) − I| ≤ ε + ε
2 אז δ(P ′) < η

.I = I íע ïרימ
,P ′ חלוקה שלכל êכ η > 0 íקיי אז .ε > 0 ïנתו יהי .ïרימ תנאי íשמתקיי נניח ,êלהיפ (⇒)
U(f, P ′) ≤ I + ε נקבל xS′ של הזזה עלÎידי .R(f ;P ′, xS′) < I + ε אז δ(P ′) < η íא
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רימנית אינטגרציה לאינטגרביליות6 íתנאי 6.2

,U(f, P ′) − L(f, P ′) < εÎש êכ P ′ חלוקה קיימת ε > 0 לכל כלומר, .L(f, P ′) ≥ I − εÎו
.
∫

Q
f = IÎו אינטגרבילית, f ïולכ

אינטגרבילית. f2 íג אזי אינטגרבילית, f íא :56 טענה

אז .M = sup |f | ïנסמ .U(f, P )− L(f, P ) < ε הוכחה.

MS(f2)−mS(f2) = sup(f2)− inf(f2)

≤ (sup f)2 − (inf f)2

≤ 2M(sup f − inf f)

= 2M(MS(f)−mS(f))

ïלכ .(b = inf f Îו a = sup f כאשר a + b ≤ 2M Îו ,a2 − b2 = (a − b)(a + b) (כי
.U(f2, P )− L(f2 − P ) ≤ 2Mε

אינטגרבילית. fg אזי אינטגרביליות, gÎו f íא :57 מסקנה

.(f + g)2 − (f − g)2 = 4fg הוכחה.

רציפות במונחי 6.2.2

היא DÎב f של התנודה אז .D ⊆ Rn על המוגדרת חסומה ממשית פונקציה f תהי הגדרה.

.osc(f,D) = supD f − infD f

היא x ∈ D בנקודה f של התנודה תנודההגדרה.

osc(f, x) = inf
δ>0

osc(f,B(x, δ) ∩D) = lim
δ→0

osc(f,B(x, δ) ∩D)

.osc(f, x) = 0 í"íא xÎב רציפה f :58 טענה

באיחוד מוכלת A ε > 0 לכל íא אפס תכולה יש AÎל כי נאמר (Qתיבה). A ⊆ Q תהי אפסהגדרה. תכולה

.εÎמ ïקט כולל בנפח תיבות21 של סופי

Aη = {x ∈ Q | osc(f, x) ≥ η} ,η > 0 לכל אזי Q(סגורה). על חסומה ממשית f :59 טענה

קומפקטית). ïולכ) סגורה

גדול, מספיק k עבור .B(x, δ)Îב ïונתבונ δ > 0 ניקח .Aη ⊇ {xk} → x ∈ Q תהי הוכחה.

אז .B(xk, δ′) ⊆ B(x, δ)Îש êכ δ′ > 0 íקיי ïלכ .xk ∈ B(x, δ) ∩Q
osc(f,B(x, δ) ∩Q) ≥ osc(f,B(xk, δ′) ∩Q) ≥ osc(f, xk) ≥ η

.osc(f, x) ≥ η ïומכא ,δ > 0 לכל osc(f,B(x, δ) ∩Q) ≥ η ïולכ

אפס. תכולה Aηבעלת הקבוצה η > 0 לכל í"íא אינטגרבילית f :60 משפט

סגורות תיבות נתונות íוא ,ïשלה הסגור את לקחת ïנית פתוחות תיבות נתונות íא כי שקול, זה פתוחות. או 21סגורות

.íלפתוחי íולהפכ התיבה את íשמגדירי íהקטעי לגבולות ε
2n

óלהוסי אפשר
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לאינטגרביליות íתנאי רימנית6.2 אינטגרציה 6

Îש êכ P חלוקה קיימת .η > 0Îו ε > 0 יהיו אינטגרבילית. f (⇐) הוכחה.

η ·
∑

osc(f,S)≥η

S∈P

V (S) ≤
∑

(MS −mS)V (S) = U(f, P )− L(f, P ) < ηε

.
∑

S∈P,osc(f,S)≥η V (S) < ε ïולכ
Aη ⊆

⋃
S∈P,osc(f,S)≥η S ïלכ .osc(f, x) < η אז ,osc(f, S) < η כאשר x ∈ S íא

הכולל ïשנפח תיבות של סופי באיחוד מוכלת (היא אפס תכולה Aηבעלת כלומר, :V (
⋃
S) < εÎו
.(εÎמ ïקט

אינטגרבילית. f Îש ונראה התנאי íשמתקיי נניח (⇒)2.4.2008

עלÎידי Aη את לכסות ïנית כי ידוע .M = supQ |f | כאשר ,η = ε
4M ניקח .ε > 0 ïנתו יהי

של סופי óלתיבותפתוחותאלהאוס óלהוסי ïנית .ηÎמ ïקט כולל בנפח תיבותפתוחות של סופי óאוס
לאיחוד נקרא .ηÎמ ïקט יהיה íהאוספי שני של הכולל שהנפח êכ ∂Q את המכסות פתוחות תיבות
G = Q \

⋃
α SαÎב נסתכל .

⋃
α Sα ⊇ ∂Q ∪ AηÎו

∑
α V (Sα) < η אז .{Sα} אלה íאוספי

êכ x שמרכזה Q̃x תיבה קיימת .osc(f, x) < η כי ידוע x ∈ G נקודה לכל .G ⊆ Q◦ סגורה,
מספר 22.Q̃x מצלעות חצי ïה וצלעותיה x שמרכזה הפתוחה Qxהתיבה תהי .osc(f, Q̃x) < ηÎש
מתאימות, הפחתות עלÎידי ,ïנית ïלכ .G קומפקטיות בשל ,Q את מכסה Qx1 , . . . , Qxm

סופי
פנימיות: בנקודות נחתכות ïשאינ {Tβ} סגורות תיבות של סופי óאוס GעלÎידי של לכיסוי להגיע

íמתקיי :H = {Sα, Tβ} על נסתכל .T ◦β1
∩ T ◦β2

= ∅ אז β1 6= β2 íא ∑כלומר,
S∈H(MS(f)−mS(f))V (S) ≤

∑
Sα

+
∑

Tβ

≤ 2M · ε
4M + η · V (Q)

= ε
2 + εV (Q)

4M

íשמתקיי êכH סגורות תיבות עלÎידי סופי כיסוי לQÎיש ε > 0 לכל íא :1.60 ∑למה
S∈H

(MS(f)−mS(f))V (S) < ε

אינטגרבילית. f אזי

ואז ,S ∈ HÎב מוכל T ∈ P שכל êכ P חלוקה למצוא נוכל ∑הוכחה.
T∈P

(MT (f)−mT (f))V (T ) ≤
∑
S∈H

(MS(f)−mS(f))V (S) < ε

.(íמסויי SÎב íהמוכלי T Îה כל איחוד עלÎידי מתקבל ïהשוויו)

הדרוש. מתקבל ïלכ

תיבות של בÎïמניה óאוס íקיי ε > 0 לכל íא אפס מידה בעלת תיקרא A ⊆ Q קבוצה הגדרה. אפס מידה

.
∑∞

i=1 V (Di) < ε (ב) ;A ⊆
⋃n

i=1Di שÎ(א) êכ {Di}∞i=1 סגורות) או (פתוחות

אפס. מידה בעל הוא אפס מידה בעלות קבוצות של בÎïמניה איחוד :61 למה

.osc(f, Q̃x ≥ osc(f, Qx) < η íשג לב í22נשי

36



רימנית אינטגרציה פוביני6 משפט 6.3

השנייה את , ε2 Îמ ïקט כולל בנפח בÎïמניה óאוס עלÎידי הראשונה נכסהאת ,ε > 0 ïבהינת הוכחה.

ïקט כולל בנפח בÎïמניה, הוא íהכיסויי כל איחוד וכו'. ε
4 Îמ ïקט כולל בנפח בÎïמניה óאוס עלÎידי

.εÎמ

תכולה בעלת היא í"íא אפס מידה בעלת היא קומפקטית) ïולכ)A ⊆ Q סגורה קבוצה :62 למה

אפס.

óאוס עלÎידי נכסה אפס, ממידה היא הקבוצה íא ,êלהיפ אפס. מידה גוררת אפס תכולה הוכחה.

מספיק. זה של סופי תתÎכיסוי אבל .εÎמ ïקט בנפח פתוחות תיבות של בÎïמניה

.η > 0 לכל אפס מידה Aηבעלת í"íא אינטגרבילית f משפט: :63 מסקנה

Aηסגורה. הוכחה.

אפס. מידה בעלת היא f של איÎהרציפות נקודות קבוצת í"íא אינטגרבילית f :64 משפט

מידה בעלת A 1
k
,k ∈ N שלכל êכ על לדבר מספיק כלומר, .η2 > η1 íא Aη1 ⊇ Aη2 ∞⋃הוכחה.

k=1A 1
k

=
⋃

η>0Aη אבל אפס. מידה בעלת
⋃∞

k=1A 1
k
í"íא אינטגרבילית f כלומר, אפס:

.osc(f, x) = 0 í"íא רציפות נקודת x שהרי ,f של איÎהרציפות נקודות óאוס הוא

ïבה x הנקודות קבוצת אזי .
∫

Q
f = 0 כי נניח .Q על אינטגרבילית f ≥ 0 תהי דוגמה.

אפס. מידה בעלת היא f(x) > 0

שמרכזה A ⊆ Q תיבה לבנות ïנית .f(x0) > 0 ונניח f של רציפות נקודת x0 תהי הוכחה.

ïולכ ,f ≥ f(x0)
2 χA אז 23.A של האפיינית הפונקציה χA תהי .f |A> f(x0)

2 Îש êכ x0

מקיימת רציפות נקודת כל ïלכ .
∫

Q
f ≥ 1

2f(x0)
∫

Q
χA = 1

2f(x0)V (A) > 0 íמתקיי
.f(x0) = 0

פוביני משפט 6.3

′′Qתיבה ,RnÎב סגורה ′Qתיבה כאשר ,Q = Q′ ×Q′′ נכתוב סגורה. Qתיבה ⊆ Rn+m תהי
חלוקה P ′ בQÎכאשר חלוקה P = P ′×P ′′Îו ,Q 3 x = (x′, x′′) ∈ Q′×Q′′) .RmÎב סגורה

(.Q′′Îב חלוקה P ′′ÎוQ′Îב
Îו infP ′′ U(f(x′, ∗), P ′′) = ψ(x′) ïנסמ ,x′ ∈ Q′ עבור .QÎב אינטגרבילית f תהי
íמקבלי היינו ,Q′′ על אינטגרבילית f(x′, ∗) כי íיודעי היינו לו .supP ′′ L(x′, ∗), P ′′) = ϕ(x′)

ϕ(x′) ≤ ψ(x′)Îש ברור אבל ,ïנכו לא זה בדרÎêכלל .ψ(x′) = ϕ(x′) =
∫

Q′′ f(x′, x′′)dx′′

.(U ≥ L תמיד (שהרי תמיד

על אינטגרביליות ϕ(x′)Îו ψ(x′) הפונקציות אז .QÎב אינטגרבילית f תהי (פוביני): 65 משפט

(אולי) פרט ψ(x′) = ϕ(x′) ,ïכ על יתר .
∫

Q′ ϕ(x′) =
∫

Q′ ψ(x′) =
∫

Q
f = I íומתקיי ,Q′

אפס. מידה בעלת לקבוצה

מציינת". "פונקציה íג נקראת אחרת. χA(x) = 0 ,x ∈ A עבור χA(x) = 1 המקיימת הפונקציה 23זוהי
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נכתוב .|R(f ;P, xS) − I| < ε ïרימ íסכו שכל êכ Q של P חלוקה ניקח .ε > 0 יהי הוכחה.

,ïכ íא ,íמתקיי .xj,i ∈ SjÎו xi ∈ Si ניקח Si בכל .Si,j = Si × Sj בצורה P תיבות את

|
∑
S∈P

f((xi, xj,i))V (Si)V (Sj)− I| = |
∑

i

(
∑

j

f((xi, xj,i))V (Sj))V (Si)− I| < ε

נקבל ,(xj,i ∈ Sj הבחירות כל על (כלומר, infjÎו supj לקיחת עלÎידי

|
∑

i

U(f(xi, ∗), P ′′)V (Si)− I| ≤ ε

ïוכ
|
∑

i

L(f(xi, ∗), P ′′)V (Si)− I| ≤ ε

ïלכ
|
∑

i

ϕ(xi)V (Si)− I| = |R(ϕ;P ′, xi)− I| ≤ ε

ïוכ
|
∑

i

ψ(xi)V (Si)− I| = |R(ψ;P ′, xi)− I| ≤ ε

.
∫

Q′ ϕ =
∫

Q′ ψ =
∫

Q
f Îו אינטגרביליות, ψÎו ϕ ïולכ

למעלה. הדוגמה לפי מתקבל והדרוש ,ψ − ϕ ≥ 0 אבל .
∫

Q′(ψ − ϕ) = 0 íשג נקבל ïמכא

.
∫

Q
f(x′, x′′)(dx′′dx′) =

∫
Q′(
∫

Q′′ f(x′, x′′)dx′′)dx′Îש íמקבלי מהמשפט
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