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íהממשיי íהמספרי – R 1

íהממשיי íהמספרי – R 1

שדות 1.1

השדה אקסיומות 1.1.1

הבאות: התכונות מתקיימות íא שדה תיקרא 1(F,+, ·) שדההגדרה. 23.10.2006

∀x, y ∈ F x · y = y · x, x + y = y + x .1
קומוטטיביות) – óחילו)

∀x, y, z ∈ F (x · y) · z = x · (x · y), (x + y) + z = x + (y + z) .2
אסוציאטיביות) – õקיבו)

∀x, y, z ∈ F x · (y + z) = xy + xz .3
דיסטריבוטיביות2) – (פילוג

∃0 ∈ F : ∀x ∈ F x + 0 = 0 + x = x .4
∃1 ∈ F : ∀x ∈ F 1 · x = x · 1 = x

(íנייטרליי íאיברי íקיו)
∀x ∈ F ∃y ∈ F : x + y = y + x = 0 .5

(y = −x לסמנו נוכל ïלכ יחיד, הנגדי האיבר ;íנגדיי íאיברי íקיו)
∀0 6= x ∈ F ∃y ∈ F : x · y = y · x = 1 .6

(y = x−1 לסמנו נוכל ïלכ יחיד, ההפכי האיבר ;íהפכיי íאיברי íקיו)

שדה תכונות 1.1.2

מהאקסיומות: מסקנות 24.10.2006

∀x, y, a ∈ F x + a = y + a =⇒ x = y .1

הנגדי: האיבר את נחבר הוכחה.
x + a = y + a =⇒ (x + a) + (−a) = (y + a) + (−a)

נקבל הנגדי, ותכונת õהקיבו חוק עלֿפי
=⇒ x + (a + (−a)) = y + (a + (−a))

=⇒ x = y

∀x x · 0 = 0 (א) .2

0 = 0 + 0 =⇒ x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0 הוכחה.

נקבל הנגדי, תכונת ועלֿפי ,−x · 0 נחבר
⇐⇒ x · 0 + (−x · 0) = x · 0 + x · 0 + (−x · 0)

⇐⇒ 0 = x · 0

("כפל"). · : F× F 7→ Fֿו ("חיבור") + : F× F 7→ F הבינאריות הפעולות בה שמוגדרות 1קבוצה
.óהחילו חוק בגלל משנה, זה ïאי ïכא משמאל; או ïמימי רק זו תכונה íתתקיי íלעתי שדה, ïשאינ 2במערכות
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שדות 1.1íהממשיי íהמספרי – R 1

∀x x · (−1) = −x (ב)
∀a 6= 0, b, c ∈ F ∃!x ∈ F : ax + b = c .3

יחיד. הוא כי ונוכיח íקיי x כי נניח הוכחה.
ax + b = c =⇒ a−1(ax + b) = a−1c

=⇒ x + a−1b = a−1c

=⇒ x + a−1b + (−a−1b) = a−1c + (−a−1b)

=⇒ x = a−1c− a−1b = a−1(c− b)

ïנטע או במשוואה נציב ,íקיו להוכיח כדי הכפל. של מהמוגדרותֿהיטב נובעת x יחידות
הגרירות. את êלהפו ïשנית

−0 = 0 (א) .4
1−1 = 1 (ב)

−(x + y) = (−x) + (−y) .5
−(−x) = x .6

∀x, y ∈ F x 6= 0 ∧ y 6= 0 =⇒ x · y 6= 0, (x · y)−1 = x−1 · y−1 .7
∀x 6= 0 (x−1)−1 = x .8

−(x · y) = (−x) · y = x · (−y) .9
∀x 6= 0 (−x)−1 = −(x−1) .10

הסדר תכונת 1.1.3

את íהמקיי סדר יחס להגדיר ïנית (F,+, ·) על íא סדור שדה ייקרא (F,+, ·) שדה הגדרה. סדור שדה

הבאות: התכונות
מתקיימת; x = y ,y < x ,x < y האפשרויות משלוש אחת ,x, y ∈ F לכל .1
3∀x, y, z ∈ F x > y ∧ y > z =⇒ x > z (טרנזיטיביות): תורשתיות .2
∀x, y, z ∈ F x < y =⇒ x + a < y + a וֿ·: + לפעולות תאימות .3
∀x, y ∈ F ∀a > 0 x < y =⇒ a · x < a · y

סדור. שדה הוא R דוגמה.

התכונות: מתקיימות
x < y, u < v =⇒ x + u < y + v .1

x < y =⇒ x + u < y + u

u < v =⇒ y + u < y + v

הוכחה.

.x + u < y + v מטרנזיטיביות, ,ïלכ

x < y ⇐⇒ −y < −x .2

.ïכמוב לאֿסדור, בשדה óא קיימת ïשוויו עבור דומה 3תכונה
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íהממשיי íהמספרי – R אינדוקטיביות1 קבוצות 1.2

.−y < −x ïולכ ,x + (−(x + y)) < y + (−(x + y)) אזי x < y íא הוכחה.

x 6= 0 =⇒ x > 0 ∨ −x > 0 .3
a < 0 =⇒ (x < y ⇐⇒ ax > ay) .4

x < 0, y < 0 =⇒ 0 < x · y .5
4x 6= 0 =⇒ x · x > 0 .6

x > 0 =⇒ x−1 > 0 x < 0 =⇒ x−1 < 0 .7
y−1 > x−1 ,ïסימ שווי x > y íא .8

z ∈ F איבר íקיי אזי .x < y ∈ F ויהיו סדור, שדה (F,+, ·, <) יהי הסדר): (צפיפות 1 טענה
.x < z < y íהמקיי

.z = 2−1(x + y) נגדיר .êהפו איבר יש 2 = 1 + 1 ∈ Fֿל כי ידוע הוכחה.

x < z < y :1.1 למה

x < y =⇒ x + x < x + y = 2 · 2−1(x + y) < y + y

=⇒ x < 2−1(x + y) < y

הוכחה.

.|x| =

x x ≥ 0

−x x < 0
עלֿידי מוגדר x של המוחלט êהער .x ∈ F יהי הגדרה.

מוחלט êער 26.10.2006

∀x, y ∈ F |x + y| ≤ |x|+ |y| המשולש): ïאיֿשוויו) 2 המשולשטענה ïאיֿשוויו

.(ïשוויו (ויתקבל טריוויאלית הטענה ,ïסימ שווי yֿו x או y = 0 או x = 0 íא הוכחה.

.x + y ≥ 0 óבנוס נניח .y < 0 < x נניח הכלליות, הגבלת בלי .ïסימ שוני yֿו x כי נניח כעת
.|x + y| = x + y = |x|+ (−|y|) < |x|+ |y| אזי

Aֿב המקסימלי האיבר ייקרא a0 ∈ A איבר .A ⊆ F תהי סדור. שדה (F,+, ·, <) יהי מקסימליהגדרה. איבר

.∀a ∈ A a ≥ a1 íא Aֿב המינימלי האיבר ייקרא a1 ∈ A איבר .∀a ∈ A a ≤ a0 íמינימליא איבר

עלֿידי המוגדרת I ⊆ F תתֿהקבוצה .a1 < a2 ∈ F יהיו סדור. שדה (F,+, ·, <) יהי קטעיíהגדרה.

ïאיֿשוויו) נכלליíבקטע היו a2ֿו a1 אילו .Fֿפתוחב נקראתקטע I = {f ∈ F | a1 < f < a2}
חצי להיות ,ïכמוב יכול, (קטע סגור. קטע נקרא היה הקטע הקבוצה), בהגדרת óחרי íבמקו חלש

סגור.) וחצי פתוח
מהצורה למשל, יהיה, íלאֿחסו (קטע .íחסו קטע נקרא הקטע בשדה, הקטע גבולות íא

(.I = {f ∈ F | a1 > f}

.5 תכונה של פרטי מקרה 4זהו
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אינדוקטיביות קבוצות 1.2íהממשיי íהמספרי – R 1

אינדוקטיביות קבוצות 1.2

כי x לכל íומתקיי 1 ∈ I íא אינדוקטיבית קבוצה נקראת I ⊆ R תתֿקבוצה הגדרה. אינדוקטיבית קבוצה

.x ∈ I =⇒ x + 1 ∈ I

הקבוצות כל ïבי הקבוצה היא – íהטבעיי íהמספרי קבוצת – N ⊆ R הקבוצה הגדרה. íהטבעיי

.N = אינד'∩ II האינדוקטיביות:

אינדוקטיבית. קבוצה היא N :3 טענה

I לכל אז .x ∈ N יהי כעת, .1 ∈ אינד'∩ II = N ,ïמכא .1 ∈ I ⇐= אינדוקטיבית I ⊆ R הוכחה.
הראינו .x + 1 ∈ N ïולכ x + 1 ∈ ∩I ïמכא .x + 1 ∈ I השני, התנאי לפי .x ∈ I אינדוקטיבית,

אינדוקטיבית. N ïלכ ;∀x ∈ N x + 1 ∈ N ïוכ 1 ∈ N

.I = N אינדוקטיבית, קבוצה I ⊆ N íא :4 30.10.2006טענה

הבאות: הטענות מתקיימות Nֿב :5 משפט
∀m,n ∈ N m + n ∈ N א.
∀m,n ∈ N m · n ∈ N ב.

∀m,n ∈ N (n > m =⇒ n−m ∈ N) ג.
∀n ∈ N ¬∃n̂ ∈ N : n < n̂ < n + 1 ד.

.In = {m ∈ N | n + m ∈ N} ⊆ N נגדיר .n ∈ N יהי א. הוכחה.

אינדוקטיבית. קבוצה היא In :1.5 למה

נראה ;m ∈ In יהי כעת, .1 ∈ In ïולכ ,n + 1 ∈ N אז n ∈ N íא הוכחה.
ïולכ אינדוקטיבית N ;n + m ∈ N íמתקיי ,m ∈ Inֿש êמכ .m + 1 ∈ In כי
ïולכ אינדוקטיבית, קבוצה In ⊆ N כי הראינו .m + 1 ∈ In אז .n + (m + 1) ∈ N

.In = N

.Jn = {m ∈ N | n ·m ∈ N} נגדיר .n ∈ N יהי ב.

אינדוקטיבית. קבוצה היא Jn :2.5 למה

íג 5א ולפי ,n ·m ∈ N אז .m ∈ Jn יהי כעת, .1 ∈ Jn ïלכ ,1 · n = n ∈ N הוכחה.
.m + 1 ∈ Jn כלומר, .n ·m + n = n(m + 1) ∈ N

.K = {n ∈ N | ∀m ∈ N (n > m =⇒ n−m ∈ N)} נגדיר ג.

∀n ∈ N n ≥ 1 :3.5 למה

עבור .1 ∈ I ïלכ ,1 ≥ 1 íמתקיי .I = {n ∈ N | n ≥ 1} ⊆ N נגדיר הוכחה.
ïומכא אינדוקטיבית, I ⊆ N אז .n + 1 ∈ I íג ïולכ ,n + 1 ≥ 1 íמתקיי ,n ≥ 1

.n ≥ 1 ,n ∈ N לכל כלומר, .I = N
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íהממשיי íהמספרי – R אינדוקטיביות1 קבוצות 1.2

,n = 1 לגבי ריק ïבאופ íמתקיי התנאי כלומר, – ∅ = {m ∈ N | m < 1} הלמה, לפי
.1 ∈ K ïולכ

.∀m < n n −m ∈ N ,n ∈ Kֿש êמכ .n + 1 ∈ K כי ונראה n ∈ K כי נניח כעת,
íא :n + 1 ∈ Kֿש וינבע n + 1 − s ∈ N כי נראה .s < n + 1 ויהי ,n + ב1ֿ ïנתבונ

.s > 1 אחרת, ;n + 1− 1 = n ∈ N íמתקיי ,s = 1

.n− 1 ∈ N ,1 < n ∈ N לכל :4.5 למה

קבוצה J = N \ {n̂} אזי .n̂ − 1 6∈ N שעבורו 1 < n̂ íקיי כי נניח הוכחה.
אז 5.n + 1 ∈ N \ {n̂ + 1} ,n ∈ N \ {n̂} עבור ;1 ∈ J ïולכ n̂ 6= 1 אינדוקטיבית:

מתקיימת. והלמה סתירה, – J = N⇐= אינדוקטיבית J

ההנחה, עלֿפי אז ;s − 1 < n ïולכ s < n + 1 ,óבנוס .s − 1 ∈ N הלמה, לפי
.n− (s− 1) = n + 1− s ∈ N

íמתקיי ïלכ ;x < n + 1 בפרט אז .n < x < n + ש1ֿ êכ N 3 x íקיי כי נניח ד.
ïוקט טבעי x− n הקודמת, מהטענה ,ïולכ n < n + 1 אבל .x− n < n + 1− n = 1

.3.5 ללמה סתירה – מ1ֿ

הקבוצה היא – íהשלמי íהמספרי קבוצת – Z הקבוצה השלמיíהגדרה.

Z = {n ∈ N} ∪ {0} ∪ {−n ∈ N}

.n, m ∈ N עבור x = n−m ⇐⇒ íשל מספר הוא x ∈ R ממשי מספר :6 טענה

5ד טענה עלֿפי ,n > m íא .íשל n − m ,N 3 m,n לכל כי נראה ראשית, (=⇒) הוכחה.
ואז ,m − n = −(n −m) ∈ N ,n < m íא .n −m = 0 ∈ Z ,n = m íא .n −m ∈ N

.n−m ∈ Z
,x > 0 íא .x = n − mֿש êכ n, m ∈ N íקיימי כי נראה .x ∈ Z יהי (⇐=)
לכתוב ונוכל −x = n ∈ N ,x < 0 íא .x = 1− 1 ,x = 0 íא טבעי. x = n = (n + 1)− 1

.x = 1− (n + 1)

ולחיבור. לכפל íסגורי íהשלמי íהמספרי :7 טענה

כתרגיל. הוכחה.

הקבוצה היא – íהרציונאליי íהמספרי קבוצת – Q הקבוצה הרציונאלייíהגדרה.

Q =
{

x ∈ R | ∃m, n ∈ Z
n 6= 0

x =
m

n
= m · n−1

}
íהמספרי של הסדר ויחס והחיבור הכפל פעולות íע íהרציונאליי íהמספרי קבוצת :8 טענה

.(Q,+, ·, <) ⊆ (R,+, ·, <) סדור: שדה מהווה íהממשיי

n + 1 = n̂ נניח íא והרי ,íקיי n + 1 ∈ J ודאי ,n ∈ J íא ;Jֿב íקיי n− ש1ֿ íמניחי לא שאנו לב íלשי 5יש

ההנחה. לפי ,n /∈ N מראש
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באינדוקציה ההוכחה ïעקרו 1.3íהממשיי íהמספרי – R 1

נורש השאר כל – הופכי) ולקיחת נגדי לקיחת חילוק, לכפל, (ביחס סגירות להוכיח מספיק הוכחה.
מההגדרה. מיידית נובע 1 ,0 íקיו .Rֿמ

באינדוקציה ההוכחה ïעקרו 1.3

פשוטה אינדוקציה 1.3.1

ולכל נכונה טענה P (1) íא .(n ∈ N) טענות סדרת P (n) תהי פשוטה): (אינדוקציה 9 31.10.2006משפט אינדוקציה

.n לכל נכונה P (n) נכונה), P (n + 1)⇐= נכונה P (n)) íמתקיי n ∈ N

.n ∈ I =⇒ n+1 ∈ Iֿו 1 ∈ I ,ïהנתו עלֿפי .I = {n ∈ N | נכונה טענה P (n)} נגדיר הוכחה.
.I = N ïולכ ,I ⊆ N ,óבנוס אינדוקטיבית. I אז

מלאה אינדוקציה 1.3.2

מינימלי. איבר íקיי Aֿב אזי .∅ 6= A ⊆ N תהי :10 משפט

óבנוס נניח ïלכ ,minA = 1 אזי A = N íא .íמינימו ïאי A לקבוצה כי בשלילה נניח הוכחה.
.B = {b ∈ N | ∀a ∈ A a ≥ b} תהי .A 6= N

אינדוקטיבית. קבוצה B :1.10 למה

.n ∈ B כי נניח כעת .∀a ∈ A ⊂ N a ≥ 1 ובפרט ∀n ∈ N n ≥ 1 כי ,1 ∈ B הוכחה.
(כלומר, .n /∈ A ïלכ סתירה; – Aֿב מינימלי איבר n ,n ∈ A íא êא .∀a ∈ A a ≥ n אזי

(.óלחרי êהופ ïאיֿהשוויו

(n + 1 ∈ B (כלומר, ∀a ∈ A a ≥ n + 1 :2.10 למה

íמתקיי כי נקבל ïמכא .∀x ∈ N x > n =⇒ x ≥ n + 1 5ד, טענה לפי הוכחה.
.n + 1 ∈ B ïולכ ,∀a ∈ A a > n =⇒ a ≥ n + 1

להנחה.7 בסתירה 6,A = ∅ ïלכ .B = N⇐= אינדוקטיבית B ⊆ N כעת,

.íמקסימו יש íטבעיי íמספרי של לאֿריקה סופית קבוצה לכל :11 טענה

נניח טריוויאלית. הטענה ,n = 1 עבור הקבוצה. איברי מספר על באינדוקציה נוכיח הוכחה.
נגדיר .B = {b1, . . . , bn+1} :íאיברי n + 1 בת קבוצה B תהי .n עבור נכונה הטענה כי
לשני נפריד .max A = a íמקסימו íקיי Aֿל האינדוקציה, הנחת עלֿפי .A = {b1, . . . , bn}

:íמקרי

max B =

bn+1 a < bn+1

a a ≥ bn+1

.n ∈ B =⇒ n /∈ A ,1.10 למה בהוכחת שהוסבר 6כפי
מינימלי. איבר ïאי Aֿשל êכ A 6= ∅ קיימת לא 7כלומר,
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íהממשיי íהמספרי – R השלמות1 תכונת 1.4

íמתקיי n ∈ N לכל íא .(n ∈ N) טענות סדרת P (n) תהי מלאה): (אינדוקציה 12 מלאהמשפט אינדוקציה

8.n לכל נכונה P (n) ,(∀k < n נכונה P (k) =⇒ נכונה P (n))

איבר íקיי Bֿל ,ïמכא .B 6= ∅ בשלילה נניח .B = {b ∈ N | נכונה איננה P (b)} תהי הוכחה.
(כלומר, b0 ∈ Bֿש êלכ סתירה – נכונה P (b0) ïולכ נכונה, P (k) b0 > k לכל אז .b0 מינימלי

נכונה). איננה P (b0)

השלמות תכונת 1.4

R שלמות 1.4.1

.r2 = ש2ֿ êכ r ∈ Q íקיי לא :13 טענה

נוכל הכלליות, הגבלת בלי .(9p, q ∈ N) r = p
q .r2 = 2 ,r ∈ Q íשקיי בשלילה נניח הוכחה.

אז איֿזוגי. q או p כי להניח

r2 =
(

p

q

)2

= 2 =⇒ p2 = 2q2 =⇒ זוגי p ∧ איֿזוגי q

ואז ,p = 2m לכתוב ïנית זוגי, pֿש ïמכיוו

(2m)2 = 2q2 =⇒ 2m2 = q2 =⇒ זוגי q

סתירה. –

אזי .∀a ∈ A, b ∈ B a ≥ bֿש êכ ∅ 6= A,B ⊆ R תהיינה השלמות): (אקסיומת 14 משפט
שמפריד, ממשי איבר íקיי (כלומר, .∀b ∈ B b ≤ r ,∀a ∈ A a ≥ rֿש êכ R 3 r íקיי

(.B ïלבי A ïבי החלש, ïבמוב

A =
{
q ∈ Q | q >

√
2
}
למשל, נבחר, מתקיימת: לא האקסיומה íברציונאליי דוגמה.

.B =
{
q ∈ Q | q <

√
2
}
וֿ

íחסמי 1.4.2

R 3 c איבר .∀a ∈ A a ≤ b íא A של מלעיל íחס נקרא R 3 b איבר .A ⊆ R תהי חסמיíהגדרה.

.∀a ∈ A a ≥ c íא A של מלרע íחס נקרא

A של מלעיל íחס הוא r íא (supA) A של ïעליו íחס נקרא R 3 r איבר .A ⊆ R תהי הגדרה.
íחס הוא r íא (inf A) A של ïתחתו íחס נקרא R 3 r איבר 10.b ≥ r ,A של b מלעיל íחס ולכל

.b ≤ r ,A של b מלרע íחס ולכל A של מלרע

B =
{
q ∈ Q | q <

√
2
}
íא .supA = 1 אז A = {x ∈ R | 0 < x < 1} íא דוגמה.
.supC = 1 אז C =

{
1− 1

n | n ∈ N
}
íא .supB =

√
2 אז

נכונה. P (k) k < 1 שלכל íמתקיי ריק ïבאופ מ1ֿ, ïקט טבעי ïשאי ïמכיוו – נכונה P שֿ(1) מוכח מובלע ï8באופ
חיובי. r כי זאת, להניח 9אפשר

ביותר. ïהקט החסíֿמלעיל הוא r 10כלומר,
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השלמות תכונת 1.4íהממשיי íהמספרי – R 1

יחיד. ïעליו íחס íקיי A ⊆ R מלעיל חסומה קבוצה לכל :15 משפט

:A של החסמיíֿמלעיל קבוצת להיות B נגדיר מלעיל. חסומה קבוצה A ⊆ R תהי הוכחה.
êכ r ∈ R íקיי השלמות, אקסיומת לפי .A,B 6= ∅ אז .B = {b ∈ R | ∀a ∈ R b ≥ a}

.∀b ∈ B b ≥ rֿו ∀a ∈ A a ≤ rֿש

.A של ïעליו íחס הוא r :1.15 למה

(.r את íהמגדירי íהאיֿשוויוני משני (נובעת הוכחה.

יחיד. הוא ∅ 6= A ⊆ R מלעיל חסומה קבוצה של ïעליו íחס :2.15 למה

.A של מלעיל íחסמי בפרט íה r2 ,r1 .A של íעליוני íחסמי r1 ,r2 יהיו הוכחה.

ïעליו
r1≤

מלעיל
r2 ∧

מלעיל
r1≥

ïעליו
r2 =⇒ r1 = r2

– íא ורק íא A של ïהעליו íהחס הוא r ∈ R איבר מלעיל. חסומה קבוצה A תהי :16 6.11.2006טענה

;A של מלעיל íחס r א.
.r − ε < aֿש êכ a ∈ A íקיי 0 < ε לכל ב.

.A של מלעיל íחס r הגדרה, עלֿפי ראשית, .A של ïעליו íחס הוא r ∈ R כי נניח (⇐=) הוכחה.
êא מלעיל; íחס r − ε זה, במקרה .a ≤ r − ε a ∈ A שלכל êכ 0 < ε íקיי כי בשלילה נניח

.ïעליו íחס rֿש êלכ בסתירה ,r − ε < r

נניח א'. תנאי עלֿפי מלעיל íחס r ראשית, א'+ב'. íהתנאי את íמקיי r ∈ R כי נניח (=⇒)
a ≤ u ,a ∈ A לכל .ε0 = r − u נגדיר .u < r ,A של מלעיל íחס שהוא u ∈ R íשקיי בשלילה

ב'. לתנאי בסתירה ,r − ε0 ≥ a ïולכ

– אזי .A,B ⊆ R תהיינה הגדרה.

A + B = {a + b | a ∈ A b ∈ B}
A ·B = {a · b | a ∈ A b ∈ B}
−A = {−a | a ∈ A}

A ≥ 0 ⇐⇒ ∀a ∈ A a ≥ 0

– אז מלעיל. חסומות קבוצות A,B ⊆ R תהיינה :17 טענה

;sup(A + B) = supA + supB א.
;inf(−A) = − supA ב.

.sup(A ·B) = supA · supB אזי A,B ≥ 0 íא ג.

כתרגיל. הוכחה.
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íהממשיי íהמספרי – R השלמות1 תכונת 1.4

íהממשיי ארכימדיות 1.4.3

∀x ∈ R ∃n ∈ N : x < n :(íהממשיי íהמספרי של (ארכימדיות 18 הממשייíמשפט ארכימדיות 2.11.2006

a ∈ R יהי .ïעליו íחס íקיי מלעיל חסומה קבוצה לכל מלעיל; Nחסומה כי בשלילה נניח הוכחה.
.N של ïהעליו íהחס

.a− 1
2 < n ≤ aֿש êכ n ∈ N íקיי :1.18 למה

שעבורו n ∈ N íקיי לא íא .∀n ∈ N n ≤ a ïולכ N של ïעליו íחס a ראשית, הוכחה.
.ïעליו íחס (a− 1

2 <) aֿש êלכ בסתירה ,N של מלעיל íחס a− 1
2 אז a− 1

2 < n

בסתירה 11,a < a + 1
2 ≤ n + 1 ∈ N ïולכ ∃n ∈ N : a− 1

2 < n בפרט הלמה, באמצעות
.N של ïעליו íחס aֿש êלכ

.0 < 1
n < εֿש êכ n ∈ N íקיי 0 < ε ∈ R לכל :19 מסקנה

קיבלנו .n ≤ 1
ε ,n ∈ N לכל אזי .ε ≤ 1

n ,n ∈ N שלכל êכ 0 < ε íקיי כי בשלילה נניח הוכחה.
.íהממשיי לארכימדיות בסתירה טבעי, מכל גדול ממשי שמספר

צפיפות 1.4.4

.z ∈ (a, b)ֿש êכ z ∈ Z íשל מספר íקיי אזי .a < a + 1 < bֿש êכ R 3 a, b יהיו :20 טענה

íוא ,0 ∈ (a, b) ,a < 0 < b íא :a, b ≥ 0 עבור הטענה את להוכיח מספיק ראשית, הוכחה.
ïנתבונ .0 ≤ a < a + 1 < b כעת, .(−b,−a)ֿב (a, b) האינטרוול את óנחלי ,a < b ≤ 0

.a עלֿידי מלעיל íשחסומי íהשלמי קבוצת – L = {s ∈ Z | s ≤ a}ֿב

.a− 1 ≤ u אזי .L של ïעליו íחס u יהי :1.20 למה

בסתירה ,t ≤ a íיתקיי ïעדיי ,t = s + ב1ֿ s ∈ L כל óנחלי íא .u < a− 1 נניח הוכחה.
.a− 1 ≤ u ïלכ 12.ïעליו íחס uֿש êלכ

.a− 1 < u :2.20 למה

ïלכ סתירה. – מלעיל íחס a − 1 אחרת, .a − 1 < s ≤ u ≤ aֿש êכ s ∈ L íקיי
.s + 1 ∈ (a, b) ïולכ ,s + 1 ∈ Z ,óבנוס .a < s + 1 ≤ a + 1 < b

.∀b, c ∈ R c > b =⇒ A ∩ (b, c) 6= ∅ íא צפופה נקראת A ⊆ R תתֿקבוצה צפופההגדרה. תתֿקבוצה 6.11.2006

צפופה. קבוצה היא Q ⊆ R :21 טענה

.íהאגפי לשני 1 11חיברנו
ב1ֿ. קדימה Lֿב איבר כל "הזזנו" למעשה, – L של מזה ב1ֿ גדול L + 1 על ïהעליו í12החס
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וחזקות íשורשי 1.5íהממשיי íהמספרי – R 1

êכ n ∈ N íקיי .0 < 1
c−b בֿ ïנתבונ ;c − b > 0 אז .c > bֿש êכ R 3 b, c יהיו הוכחה.

.c′−b′ > 1 נקבל ,b′ = nb ,c′ = nc ïנסמ íוא ,nc−nb > 1 אז הארכימדיות. לפי ,n > 1
c−b שֿ

. ẑn ∈ ( b′

n , c′

n ) = (b, c) אז .ẑ ∈ (b′, c′)ֿש êכ Z 3 ẑ íשל מספר íקיי הקודמת, מהטענה ,ïלכ
.(b, c) באינטרוול íקיי , ẑn אחד, רציונאלי מספר לפחות כלומר,

.íרציונאליי íמספרי óאינסו מכיל (b, c) אזי ,c > b íא .b, c ∈ R יהיו :22 טענה

יהיו .íרציונאליי íמספרי של סופי מספר שמכיל (b, c) אינטרוול íשקיי בשלילה נניח הוכחה.
íממשיי íמספרי של סופית קבוצה לכל .(b, c) באינטרוול íהרציונאליי íהמספרי כל a1, . . . , an

רציונאליות, נקודות מכיל לא (q, c) ⊆ (b, c)ֿו b < q < c אז .q = max ai יהי ;íמקסימו íקיי
.Q לצפיפות בסתירה

וחזקות íשורשי 1.5

13.r2 = ש2ֿ êכ r ∈ R íקיי :23 טענה

U לֿ íקיי ïלכ ,(2 עלֿידי (למשל, מלעיל חסומה U 14.U =
{
x ∈ R | x2 ≤ 2

}
נגדיר הוכחה.

.U של ïהעליו íהחס r ∈ R יהי .ïעליו íחס

r2 = 2 :1.23 למה

:(r − ε)2ֿב ïנתבונ ,0 < ε עבור .r2 > 2 כי בשלילה נניח הוכחה.

(r − ε)2 = r2 − 2εr + ε2 ≥ r2 − 2εr

ε < r2−2
2r נקבל ,2εr < r2 − 2 ניקח íא :r2 − 2εr > 2 íג ,ïקט מספיק ε עבור

.supU = rֿש êלכ בסתירה ,U של מלעיל íחס הוא r − ε ïלכ .2 < (r − ε)2 < r2ֿו
:0 < ε < r עבור ,(r + ε)2ֿב ïנתבונ .r2 < 2 כי בשלילה נניח כעת

(r + ε)2 = r2 + 2εr + ε2 = r2 + ε(2r + ε) ≤ r2 + 3εr

(r+ε)2 ∈ U אז .(r+ε)2 ≤ r2+3εr < 2 ïולכ 3εr < 2−r2 íמתקיי ε < 2−r2

3r íא
סתירה. – מלעיל íחס איננו rֿו

,a0 = 1 ,a 6= 0 עבור נגדיר ,óבנוס .an = a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
íפעמי n

ïנסמ .n ∈ N ,a ∈ R יהי הגדרה.
חזקה

.a−n = 1
an = (an)−1

an+m = an · am

akn = (an)k

:24 טענה

היחידה בתכונה נשתמש זאת, להוכיח עלֿמנת ממשיות. הוכחנו לא êא רציונאלי, אינו
√

ש2ֿ הראינו כה, 13עד

.(íסופרמו íקיו שקול, ïבאופ (או, שלמות – íהרציונאליי לא êא íמקיימי íשהממשיי
משנה. לא זה ;íהחיוביי את רק לקחת íג 14אפשר
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íהממשיי íהמספרי – R וחזקות1 íשורשי 1.5

.rn = a íהמקיי החיובי הממשי המספר הוא r = a
1
n = n

√
a .n ∈ N ,0 < a יהי שורשהגדרה.

15.xn = yn = a =⇒ x = y אז .0 < x, y ∈ R ,n ∈ N ,0 < a יהי :25 טענה

.xn = yn להנחה בסתירה ,yn < xn ,ïמכא .0 < y < x כי בשלילה נניח הוכחה.

.(r = a
1
n = n

√
a) rn = aֿש êכ 0 < r ∈ R íקיי 0 < n ∈ N לכל :26 משפט

חיובי. ממשי לכל ריבועי שורש íלקיו 23 טענה את להכליל ïנית הוכחה.

.1 < xn < uֿש êכ 1 < x ∈ R íקיי n ∈ N ולכל 1 < u לכל :1.26 למה

íקיי כי להוכיח מספיק אז .xn < x2n ,x > 1 לכל ïומכא 2n > n ïלכ ,n ≥ 1 הוכחה.
íומתקיי x =

√
1+u
2 נבחר ,n = 1 íא .n על באינדוקציה נוכיח .x2n

< uֿש êכ R 3 u

êכ 1 < x íקיי 0 < u לכל ,ïנתו n ∈ Nֿל כי נניח כעת .∀u > 1 1 < x2 < u

êכ 1 < x ∈ R íקיי האינדוקציה, הנחת לפי :x2n+1
< uֿש êכ x ונמצא 1 < x2n

< uֿש
.x2n+1

= (x2n

)2 < u ïולכ 16,x2n

<
√

uֿש

íקיי ïלכ מלעיל, חסומה קבוצה זו .L = {x > 0 | xn ≤ a} נגדיר .n ∈ N ויהי 1 < a יהי 7.11.2006

.r = sup L

rn = a :2.26 למה

êכ 1 < λ íקיי ,1.26 למה לפי . a
rn > 1 אזי .rn < a כי בשלילה נניח הוכחה.

rֿש êלכ בסתירה ,λr ∈ L אז .(λr)n = rnλn < aֿו λn < a
rn ובפרט ,1 < λn < a

rn שֿ
מלעיל. íחס הוא

êכ 1 < δ íקיי ,1.26 למה לפי . a
rn < 1 אזי .rn > a כי בשלילה נניח כעת

17.ïעליו íחס rֿש êלכ בסתירה ,a < rn

δn = ( r
δ )nֿו δn < rn

a ובפרט ,1 < δn < rn

a שֿ
.rn = a ïלכ

.( 1
r )n = aֿו rn = 1

a אז ;∃r : r = n

√
1
a וֿ 1 < 1

a íמתקיי ,0 < a < 1 עבור
m
√

n
√

a = mn
√

a א. :27 טענה
m
√

ab = m
√

a m
√

b ב.
n
√

a < n
√

b a < b ג.
m
√

a < n
√

a m < n ,1 < a ד.

כתרגיל. הוכחה.

a
m
n

def= (a
1
n )m = ( n

√
a)m הגדרה.

(k,m, n ∈ N ,a < 0) a km
kn = a

m
n :28 טענה

כתרגיל. הוכחה.

השורש. יחידות את מוכיחה זו 15טענה

.x2n+1
= x2n·2 = (x2n

)2 כי לב í16נשי
õ1 < δ =⇒ r

δ
< r í17מתקיי
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סדרות 2

סדרות 2

.f : N 7→ R כהעתקה סדרה להגדיר ïנית .18(an)∞n=1 íמסמני ;ai ∈ R הסדרה איברי סדרה

∀n an = c ∈ R קבועה). (סדרה דוגמה

an = 1
n הרמונית). (סדרה דוגמה

∀n > 1 an − an−1 = t חשבונית). (סדרה דוגמה

a1, q 6= 0 an+1
an

= q גיאומטרית). (סדרה דוגמה

הנקודה של (ε (סביבת סביבה נקרא (a−ε, a+ε) הפתוח הקטע .ε > 0 ויהי a ∈ R יהי הגדרה. נקודה של סביבה

.a

∀ε > 0 ∃n0 ∈ íא (an)∞n=1 הסדרה של גבול הוא b ∈ R איבר סדרה. (an)∞n=1 תהי הגדרה. סדרה של גבול

.N ∀n > n0 |an − b| < ε

n0 íקיי íא n לכל כמעט P הטענה את מקיימת (an)∞n=1 שסדרה נאמר טענה. P תהי הגדרה.
.an עבור מתקיימת הטענה n > n0 שלכל êכ טבעי

איברי 0 < ε לכל íא (an) הסדרה של גבול הוא b ∈ R איבר סדרה. (an)∞n=1 תהי הגדרה. שקולה הגדרה סדרה: של גבול

.n לכל כמעט b של ε לסביבת íשייכי הסדרה

לה ïשאי (an)∞n=1 סדרה גבול. לה íקיי íא מתכנסת סדרה נקראת (an)∞n=1 סדרה הגדרה. מתכנסת סדרה

מתבדרת. סדרה נקראת גבול מתבדרת סדרה

.(an = 1
n )∞n=1 ההרמונית, הסדרה של גבול נקודת היא 0 דוגמה.

.an − 0 < ε n > n0 שלכל êכ n0 ∈ N íקיי ε > 0 לכל כי צ"ל הוכחה.
n0 < n לכל .0 < 1

n0
< εֿש êכ n0 íקיי כי (19 (מסקנה הראינו .ε > 0 ïנתו יהי

� כנדרש. , 1n < 1
n0

< ε íמתקיי

ל0ֿ. מתכנסת (an = (−1)n

n )∞n=1 דוגמה.

(.| (−1)n

n − 0| = 1
n כי הוכחה, (אותה הוכחה.

.q < 1 íא ל0ֿ ומתכנסת q > 1 íא מתבדרת גיאומטרית סדרה דוגמה.

.qn > xֿש êכ n ∈ N íקיי x ∈ R לכל (.q > 1) :1.28 למה

qn = ברנולי19, ïאיֿשוויו עלֿפי כעת, .(c > 0) q = 1 + c ⇐= q > 1 הוכחה.
(1 + c)n > n > n0 שלכל êכ n0 íקיי אזי .x ∈ R יהי .(1 + c)n ≥ 1 + nc

.n0 > x
c נבחר .(1 + c)n0 ≥ 1 + n0c > x

.{an}∞n=1 18או
באינדוקציה. להוכחה ïנית .(x ≥ −1) ∀n ∈ N (1 + x)n ≥ 1 + nx ברנולי: ï19איֿשוויו

16



סדרות 2

מתבדרת. הסדרה ïלכ .∃n0 ∀n > n0 qn > x הלמה, עלֿפי ,x ∈ R ïבהינת

.qn < ε n > n0 שלכל êכ n0 ∈ N íקיי 0 < ε לכל (.0 < q < 1) :2.28 למה

∀n > n0
1
ε < íמתקיי הקודמת, הלמה לפי כעת, .1 < 1

q ⇐= 0 < q < 1 הוכחה.
.qn < ε⇐= ( 1

q )n

.a = b אזי (an)∞n=1 של גבול נקודות ïה bֿו a íא מתכנסת. סדרה (an)∞n=1 תהי :29 משפט

אזי .ε = b−a
3 יהי .a < b בה"כ, .a 6= b כי בשלילה נניח הוכחה.

a− ε < a < a + ε < b− ε < b < b + ε =⇒ (a− ε, a + ε) ∩ (b− ε, b + ε) = ∅

ïלכ גבול, נקודת b .an ∈ (a − ε, a + ε) n > n0 שלכל êכ n0 íקיי ïלכ גבול, נקודת a

,n > max(n0, n1) ניקח íא ïלכ .an ∈ (b − ε, b + ε) n > n1 שלכל êכ n1 íקיי
ריק. êשהחיתו êלכ בסתירה ,an ∈ (a− ε, a + ε) ∩ (b− ε, b + ε)

מתכנסת (an)∞n=1 אזי ,n לכל anכמעט = bn íא סדרות. (bn)∞n=1 ,(an)∞n=1 תהיינה :30 טענה
גבול. אותו ïלה יש מתכנסות, ïה íא מתכנסת. (bn)∞n=1⇐⇒

משתוות. הסדרות שתי ממנו שהחל האינדקס את nֿ̂ב ïנסמ הוכחה.
כעת: .∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 |an − a| < ε אזי מתכנסת, (an) íא

∀ε > 0 ∃n1 = max(n0, n̂) ∀n > n1 |bn − a| = |an − a| < ε

9.11.2006

.an ≤M n ∈ N שלכל êכ M ∈ R íקיי íא מלעיל חסומה נקראת (an)∞n=1 סדרה מלעילהגדרה. חסומה סדרה

.bn ≥ C n ∈ N שלכל êכ C ∈ R íקיי íא מלרע חסומה נקראת (bn)∞n=1 מלרעסדרה חסומה סדרה

ומלרע. מלעיל חסומה היא íא חסומה נקראת (dn)∞n=1 חסומהסדרה סדרה

חסומה. סדרה (an)∞n=1 אזי מתכנסת. סדרה (an)∞n=1 תהי :31 טענה

מהתכנסות .ε = 1 נבחר .aֿב נסמנו גבול. לה יש אזי מתכנסת. סדרה (an)∞n=1 תהי הוכחה.
.|an − a| < 1 n > n0 שלכל êכ n0 íשקיי נובע (an)

.C = min {a− 1, a1, . . . , an0} ,M = max {a + 1, a1, . . . , an0} נגדיר

íמתקיי n̂ < n שלכל êכ n̂ íקיי íא מתכנסות. סדרות (bn)∞n=1ֿו (an)∞n=1 תהיינה :32 טענה
.lim bn ≤ lim an אז ,bn ≤ an

נקבל הסדרות מהתכנסות .a < b כי בשלילה נניח .b = lim bn ,a = lim an ïנסמ הוכחה.
.ε = b−a

3 נבחר .|bn − b| < εֿו |an − a| < ε n1 < n שלכל êכ n1 = max(na
0 , nb

0) íשקיי
.bn ≤ an n לכל שכמעט êלכ בסתירה ,n לכל כמעט an < a + b−a

3 < b− b−a
3 < bn כלומר,

17



סדרות 2

13.11.2006

(cn)ֿו (an)ֿש êכ סדרות (cn)∞n=1 ,(bn)∞n=1 ,(an)∞n=1 תהיינה :('õהסנדווי (משפט 33 משפט
.lim bn = L אזי .∃M ∀n > M an ≤ bn ≤ cn כי נניח .L גבול לאותו מתכנסות

.∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 |bn − L| < ε צ"ל הוכחה.
∀n > n1 |an−L| <íשמתקייêכn2 ,n1íקיימי ïלכ ,Lֿמתכנסותל (cn)ֿו (an) .ε ïנתו יהי
∀n > n0 L − ε < an ≤ אזי .n0 = max(n1, n2,M) נגדיר .∀n > n2 |cn − L| < ε ,ε

.bn
n→∞→ L⇐= |bn − L| < ε⇐= bn ≤ cn < L + ε

.lim 1
nα = 0 אזי .1 < α ∈ Q יהי דוגמה.

.lim 1
nα = 0 ,'õהסנדווי למת לפי .∀n ∈ N (0←)0 ≤ 1

nα ≤ 1
n (→ 0) הוכחה.

.lim n
√

a = 1 אזי .0 < α < 1 יהי דוגמה.

בשלילה נניח .lim n
√

a = 1 כי להראות נרצה .a ≤ an = n
√

a < 1 ראשית, הוכחה.
íשעבור n íאינדקסי óאינסו íשקיימי êכ ε > 0 íקיי אזי ל1ֿ. מתכנסת אינה שהסדרה
⇐= nk

√
a < 1 − εֿש êכ nk íאינדקסי óאינסו íקיימי כלומר, 20. n

√
a < 1 − ε

k0 < k שלכל êכ k0 íקיי (0 < δ < a לכל (ובפרט, 0 < δ לכל íאול .a < (1− ε)nk → 0

ל1ֿ. מתכנסת הסדרה ïלכ השלילה. להנחת בסתירה ,(1− ε)nk < δ < a

.lim n
√

n = 1 דוגמה.

íאינדקסי של אינסופית וסדרה ε > 0 íקיי אזי ל1ֿ. מתכנסת אינה הסדרה כי נניח הוכחה.
. nk
√

nk > 1 + εֿש êכ n1, n2, . . .

∀k 1 + ε < nk
√

nk ⇐⇒ (1 + ε)nk < nk

:íהבינו נוסחת עלֿפי

(1 + ε)nk = 1 + nkε +
(

nk

2

)
ε2 + . . . >

(
nk

2

)
ε2 =

nk(nk − 1)
2

ε2

∀k nk(nk − 1)
2

ε2 < (1 + ε)nk < nk =⇒ nk − 1
2

ε2 < 1⇔ 0 < ε2 <
2

nk − 1

ל0ֿ ששואפת סדרה איברי שכל להיות יכול לא – ל1ֿ מתכנסת אינה שהסדרה êלכ בסתירה
.(ε2) חיובי ממספר íגדולי יהיו (nk−1

2 )

שקולות: הבאות הטענות סדרה. (an)∞n=1 תהי :34 למה
lim an = a א.

מספר לכל (איֿהתכנסותה התבדרותה על לא ,íמסויי למספר הסדרה איֿהתכנסות על ïכא שמדובר לב íלשי 20יש

שהוא).
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סדרות גבולות2 של אריתמטיקה 2.1

lim(an − a) = 0 ב.
lim |an − a| = 0 ג.

מההגדרה: מיידית נובעת השקילות הוכחה.
∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 |an − a| < ε⇐= lim an = a א.

∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 |(an − a)− 0| < ε⇐= lim(an − a) = 0 ב.
∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 ||an − a| − 0| < ε⇐= lim |an − a| = 0 ג.

.lim an = a =⇒ lim |an| = |a| סדרה. (an)∞n=1 תהי :35 טענה

∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 |an − a| < ε⇐= lim an = a הוכחה.
||an − |a|| ≤ המשולש, ïאיֿשוויו עלֿפי .∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 ||an| − |a|| < ε כי צ"ל

.|an − a| < ε =⇒ ||an| − |a|| < ε ïלכ .|an − a|

גבולות של אריתמטיקה 2.1

אזי מתכנסות. סדרות (bn)∞n=1 ,(an)∞n=1 תהיינה :36 משפט

lim(an + bn) = lim an + lim bn

.∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 |(an + bn)− (a + b)| < ε צ"ל הוכחה.
נגדיר .∃n2 ∀n > n2 |bn − a| < ε

2 ïוכ ∃n1 ∀n > n1 |an − a| < ε
2 ,ïהנתו עלֿפי

.n0 = max(n1, n2)

∀n > n0 |(an+bn)−(a+b)| = |(an−a)+(bn−b)| ≤ |an−a|+|bn−n| < ε

2
+

ε

2
= ε

�

אזי מתכנסות. סדרות (bn)∞n=1 ,(an)∞n=1 תהיינה :37 משפט

lim(an · bn) = lim an · lim bn

.∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 |(an · bn)− ab| < ε צ"ל הוכחה.
המשולש, ïאיֿשוויו ועלֿפי |a| < c ,ïמכא) .c = max(|a| + 1, |b| + 1) ≥ 1 נגדיר

(.|bn − b| < min( ε
2c , 1) ≤ 1 =⇒ |bn| < |b|+ 1 ≤ c

∃n2 ∀n > ïוכ ∃n1 ∀n > n1 |an − a| < min( ε
2c , 1)(≤ ε

2c ) íמתקיי ,ïהנתו עלֿפי
.n0 = max(n1, n2) נגדיר .n2 |bn − a| < min( ε

2c , 1)

19



גבולות של אריתמטיקה סדרות2.1 2

∀n > n0 |(an · bn)− ab| = |(an − a)bn + (bn − b)a|
≤ |(an − a)bn|+ |(bn − n)a|
< ε

2c |bn|+ ε
2c |a|

< 2 · ε
2c = ε

אזי .bn 6= 0 n ולכל lim bn 6= ש0ֿ êכ מתכנסות סדרות )(bn ,(an) תהיינה :38 משפט

lim
an

bn
=

lim an

lim bn

.(∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 | 1
bn
− 1

b | < ε) lim 1
bn

= 1
limbn

כי להוכיח מספיק הוכחה.
n עבור ,ïכמוֿכ .|b− bn| < min(ε|b| · |b|2 , |b|2 ) n > n1 שלכל êכ n1 íקיי ,bn מהתכנסות

,ïומכא ,|b− bn| < ε|b| · |b|2 < ε|b||bn| ïלכ . |b|2 < |bn| גדול, מספיק

| 1
bn
− 1

b
| = |b− bn

b · bn
| = |b− bn| ·

1
|b|
· 1
|bn|

< ε

14.11.2006

אזי .21r ∈ Q ויהי ,lim an 6= 0 ,∀n an > 0 מתכנסת, (an) תהי :39 טענה

lim ar
n = (lim an)r

.r ∈ N כי נניח א. הוכחה.

lim ar
n = lim an · . . . · an︸ ︷︷ ︸

íפעמי r

= (lim an) · . . . · (lim an) = (lim an)r

.lim a0
n = lim 1 = 1 = (lim an)0⇐= ∀n a0

n = 1 ,r = 0 íא .r ∈ Z כי נניח ב.
,r < 0 íא

lim ar
n = lim 1

an · . . . · an︸ ︷︷ ︸
íפעמי−r

= (lim 1
an

) · . . . · (lim 1
an

)

= 1
lim an

· . . . · 1
lim an

= (lim an)r

m
√

an הסדרה כי בשלילה נניח .lim m
√

an = m
√

lim an כי ïנטע .(m ∈ N) r = 1
m כי נניח ג.

nk íאינדקסי של אינסופית שלסדרה êכ 0 < ε íקיי אזי . m
√

lim anֿל מתכנסת אינה
השנייה (האפשרות m

√
ank
− m
√

lim an > ε k לכל כי נניח .| m
√

ank
− m
√

lim an| > ε

ank
> ( m
√

lim an + ε)m > ïומכא m
√

ank
> m
√

lim an + ε k לכל אזי כתרגיל). –
.|an−lim an| < εm n > n0 n0כêשלכל íלאקיי ,an בסתירהלהתכנסות ,lim an+εm

ממשיות. חזקות הגדרנו לא ï21עדיי
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סדרות הרחב2 ïבמוב התכנסות 2.2

lim an

p
q = ,íהקודמי íהסעיפי עלֿפי אזי .(0 < q ∈ N) r = p

q ∈ Q כי נניח ד.

כנדרש. ,(lim an
1
q )p =

(
(lim an)

1
q

)p

= (lim an)
p
q

אזי .(íהממוצעי (סדרת bk = 1
k

∑k
n=1 an נגדיר מתכנסת. סדרה (an) תהי א. :40 טענה

צזארו).22 (התכנסות lim bk = lim an

íהממוצעי (סדרת ck = k
√

a1 · . . . · ak נגדיר .∀n an > 0 מתכנסת, סדרה (an) תהי ב.
.lim ck = lim an אזי .(íהגיאומטריי

lim n
√

an = אזי מתכנסת. qn = an+1
an

הסדרה כי נניח .∀n an > 0 סדרה, (an) תהי ג.
.lim an+1

an

כתרגיל. הוכחה.

הרחב ïבמוב התכנסות 2.2

∀M ∈ R ∃n0 ∀n >íלֿ∞+א הרחב) ïבמוב) מתכנסת סדרה נקראת (an)∞n=1 סדרה לֿ∞+הגדרה. מתכנסת סדרה

∀C ∈ íא לֿ∞− הרחב) ïבמוב) מתכנסת סדרה נקראת (an)∞n=1 סדרה .n0 an > M−∞ֿל מתכנסת סדרה

.R ∃n0 ∀n > n0 an < C

הרחב ïבמוב מתכנסת או מתכנסת היא íא הרחב ïבמוב מתכנסת נקראת (an)∞n=1 הרחבסדרה ïבמוב מתכנסת סדרה

לֿ∞±.

bn = (−1)n (לֿ∞+). הרחב ïבמוב מתכנסות an = log n ,an = 2n ,an = n דוגמה.
הרחב. ïבמוב íג מתבדרת,

יחיד. הרחב) ïבמוב) הגבול אזי הרחב ïבמוב מתכנסת סדרה íא :41 טענה

חסומה. היא מתכנסת סדרה כי הוכחנו .L ∈ Rֿל מתכנסת (an) הסדרה כי נניח ראשית, הוכחה.
ïבמוב מתכנסת איננה הסדרה ïולכ ,∀n ∈ N −M < an < M שֿ êכ 0 < M ∈ R íקיי ïלכ

לֿ∞±. הרחב
∀M ∈ R ∃n0 ∀n > אזי כתרגיל). –−∞ (עבור לֿ∞+ הרחב ïבמוב מתכנסת (an) כי נניח
חסומה (an) הסדרה זאת, íע ממשי. גבול לה ïאי ïולכ חסומה, איננה כזאת סדרה .n0 an > M

לֿ∞−. מתכנסת איננה ïולכ מלרע,

אזי מלרע. חסומה סדרה (bn) ותהי לֿ∞+ הרחב ïבמוב המתכנסת סדרה (an) תהי :42 טענה
.lim(an + bn) =∞

.∀n ∈ N bn > Cֿש êכ C ∈ R íקיי הוכחה.
.∀M ∈ R ∃n0 ∀n > n0 an + bn > an + C > M צ"ל

⇐= ∃n0 ∀n > n0 an > M − C כי נובע לֿ∞+ הרחב) ïבמוב) (an) מהתכנסות
� .∀n > n0 an + bn > M

היא an = (−1)n (המתבדרת) הסדרה של íהממוצעי סדרת למשל, :ïנכו בהכרח אני ê22ההיפ

.−1, 0,− 1
3
, 0,− 1

5
, . . . → 0
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מונוטוניות סדרות סדרות2.3 2

∃K > שעבורה סדרה (bn) ותהי לֿ∞+ הרחב ïבמוב מתכנסת סדרה (an) תהי :43 משפט
.lim(an · bn) =∞ אזי .0 ∀n bn > K

∃n0 ∀n > הרחב, ïבמוב (an) מהתכנסות .∀M ∈ R ∃n0 ∀n > n0 an · bn > M הוכחה.
.∀n > n0 an · bn > an ·K > max(M, 0) ≥M ⇐= n0 an > max(M,0)

K

– אזי .bn ≤ an n שלכל êכ סדרות (bn) ,(an) תהיינה :44 טענה
lim an =∞⇐= lim bn =∞ א.

lim bn = −∞⇐= lim an = −∞ ב.
∀M ∈ R ∃n0 ∀n > n0 (bn > M =⇒ an ≥ bn > M) א. הוכחה.

כתרגיל. ב.

.∀n an 6= 0 סדרה, (an) תהי :45 טענה
lim 1

an
= 0⇐= lim an = ±∞ א.

23lim 1
|an| =∞⇐= lim an = 0 ∣∣∣ב. 1

an

∣∣∣ < ε ⇐⇒ .∀ε > 0∃n0 ∀n > n0

∣∣∣ 1
an

∣∣∣ < ε צ"ל .lim an = שֿ∞+ נניח א. הוכחה.
,∃n0 ∀n > n0 an > M = 1

ε íמתקיי M = 1
ε עבור ,lim an = +∞ לפי .|an| > 1

ε

כנדרש.
כתרגיל. ב.

16.11.2006

מונוטוניות סדרות 2.3

ממש עולה מונוטונית ;∀n an ≤ an+1 íא עולה מונוטונית נקראת (an) סדרה הגדרה. מונוטונית סדרה

íא ממש יורדת מונוטונית ;∀n an ≥ an+1 íא יורדת מונוטונית ;∀n an < an+q íא
.∀n an > an+1

מתכנסת. (an)∞n=1 אזי חסומה. מונוטונית סדרה (an)∞n=1 תהי :46 משפט

יש אזי כתרגיל); – יורדת מונוטונית (עבור עולה מונוטונית סדרה היא (an)∞n=1 כי נניח הוכחה.
.lim an = L כי נראה .sup{a1, a2, . . .} = L ïעליו íחס לה

∀ε > ïלכ ,(an) של ïעליו íחס הוא L .∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 |an − L| < ε צ"ל
.|an − L| < ε⇐= ∀ε > 0 ∃n > n0 L− ε < an0 ≤ an ≤ L כעת, .0 ∃n0 L− ε < an0

מתכנסת. הסדרה ïלכ

הרחב. ïבמוב מתכנסת מונוטונית סדרה כל :47 משפט

להתבדר. יכולה ( 1
an

) 23הסדרה
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סדרות 2e המספר 2.4

היא íהקוד המשפט לפי חסומה, (an) íא עולה. מונוטונית סדרה היא (an)∞n=1 כי נניח הוכחה.
הרחב. ïבמוב íג ïולכ הצר ïבמוב מתכנסת

.M < an0 שֿ êכ n0 íקיי M ∈ R לכל אזי (מלעיל). חסומה אינה (an)∞n=1 כי נניח כעת
כנדרש. ,∀n > n0 M < an0 ≤ an ,(an) ממונוטוניות

ל0ֿ. מתכנסת (an = qn)∞n=1 אזי .0 < q < 1 יהי דוגמה.

המשפט עלֿפי ,ïלכ מ0ֿ. וגדולה יורדתממש מונוטונית היא an = qn הסדרה ראשית, הוכחה.
נקבל .L = lim an = lim qn יהי הגבול. את לחשב נותר מתכנסת. הסדרה ,íהקוד

lim qn = lim q · qn−1 = lim q · lim qn−1 = q · L =⇒ L = qL

.L = 0 בהכרח ,0 < q < ש1ֿ ïומכיוו

n ∈ N שלכל êכ íסגורי íקטעי סדרת (In = [an, bn])∞n=1 תהי קנטור): של (הלמה 48 למה
n שלכל êכ c ∈ R יחידה נקודה קיימת אזי .lim |In| = lim(bn − an) = ו0ֿ In+1 ⊆ In

.c ∈ In

כלומר, .an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn ⇐= [an+1, bn+1] = In+1 ⊆ In = [an, bn] הוכחה.
,a1ֿו b1 (עלֿידי חסומות (bn)ֿו (an) הסדרות יורדת. מונוטונית (bn)ֿו עולה מונוטונית (an)

.c2 = lim bn ,c1 = lim an ïלסמ נוכל בהתאמה).

c1 = c2 :1.48 למה

n עבור ;|bn − c2| < εֿו |an − c1| < ε n0 < n שלכל êכ n0 íקיי 0 < ε לכל הוכחה.
כעת: .|an − bn| < ε גדול, מספיק

∀ε > 0 |c1 − c2| ≤ |c1 − an|+ |an − bn|+ |bn − c2| < 3ε

.c1 = c2 ïלכ

יחידות. להוכיח נותר .∀n c1 = c2 ∈ [an, bn] ïלכ .an ≤ c1 = c2 ≤ bn íמתקיי n לכל
∀n ∈ N an ≤ :c1, c2 ∈ In n ∈ N לכל אזי .c1 < c2 ∈ ∩∞n=1In בה"כ, כי, בשלילה נניח 20.11.2006

0 → ו0ֿ bn − an → 0 ,'õהסנדווי משפט לפי .0 < c2 − c1 ≤ bn − an ⇐= c1 < c2 ≤ bn

.0 < c2 − c1 שֿ< êלכ בסתירה ,c2 − c1 → 0⇐=

e המספר 2.4

.an = (1 + 1
n )n בסדרה ïנתבונ

מתכנסת. (an = (n + 1
n ))∞n=1 הסדרה :49 טענה

וחסומה. (ממש) עולה מונוטונית (1 + 1
n )n הסדרה כי נראה הוכחה.
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תתֿסדרות סדרות2.5 2

(
1 + 1

n

)n =
∑n

k=0

(
n
k

) (
1
n

)k · 1n−k =
∑n

k=0
n!

(n−k)!k! ·
1

nk

=
∑n

k=0
(n−k+1)·...·n

nk · 1
k!

=
∑n

k=0 Cn,k · 1
k!

.Cn,k = n−k+1
n · n−k+2

n · . . . · n
n כאשר

Cn,k ≤ 1 א. :1.49 למה

Cn+1,k ≥ Cn,k ב.
המכפלה. íג ïלכ ל1ֿ, שווה או ïקט íגור כל א. הוכחה.

מגורמי אחד כל ïלכ כתרגיל). (הוכחה n−i
n ≤ (n+1)−i

n+1 אז i < n íא כללי, ïבאופ ב.
המקביל íלגור שווה או גדול Cn+1,k = (n+1)−k+1

n+1 · (n+1)−k+2
n+1 · . . . · n+1

n+1

המכפלה. íג ïלכ ,Cn,k = n−k+1
n · n−k+2

n · . . . · n
n בֿ

∀n (n + 1
n )n ≤

∑n
k=0

1
k! א. :2.49 למה

חסומה) (הסדרה ∀n
∑n

k=0
1
k! < 3 ב.

מונוטונית) (הסדרה ∀n (1 + 1
n+1 )n+1 > (1 + 1

n )n ג.
∀n (1 + 1

n )n =
∑n

k=0 Cn,k · 1
k!

1.49א

≤
∑n

k=0
1
k! א. n∑הוכחה.

k=0
1
k! = 1 +

∑n
k=1

1
k! = 1 + 1 +

∑n
k=2

1
k!

≤ 1 + 1 +
∑n

k=2
1

(k−1)k = 1 + 1 +
∑n

k=2(
1

k−1 −
1
k )

= 1 + 1 + (1− 1
n ) < 3

ב.

(1 + 1
n+1 )n+1 > (1 + 1

n )n

⇐⇒
∑n+1

k=0 Cn+1,k · 1
k! >

∑n
k=0 Cn,k · 1

k!
1

(n+1)! +
∑n

k=0 Cn+1,k · 1
k!

1.49ב
>

∑n
k=0 Cn,k · 1

k!

ג.

אלגברי24.) איננו e רציונאלי; איננו e) .e def= lim (1 + 1
n )n הגדרה. e המספר

תתֿסדרות 2.5

1 ≤ n1 < n2 < íאינדקסי של ממש עולה סדרה נתונה ותהי סדרה, (an)∞n=1 תהי הגדרה. תתֿסדרה

.(an)∞n=1 הסדרה של תתֿסדרה נקראת (ank
)∞k=1 הסדרה .. . . < nk < nk+1 < . . .

.íהטבעיי של תתֿסדרה היא 1, 2, 22, 23, 24, . . . .(an = n)∞n=1 דוגמה.

−1,−1, . . . קבועות: תתֿסדרות ïישנ זו לסדרה .bn = (−1)nֿש êכ (bn)∞n=1 תהי דוגמה.
.1, 1, . . וֿ.

מתכנסת (ank
)∞k=1 תתֿהסדרה íא .(an) של תתֿסדרה (ank

)∞k=1 ותהי (an)∞n=1 תהי הגדרה. חלקי גבול

.(an)∞n=1 הסדרה של הרחב] ïבמוב] חלקי גבול נקרא גבולה הרחב], ïבמוב]

.íרציונאליי שמקדמיו כלשהו íפולינו של ïפתרו הוא אלגברי 24מספר
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סדרות תתֿסדרות2 2.5

מתכנסת (an)∞k=1 של תתֿסדרה כל אזי הרחב. ïבמוב מתכנסת סדרה (an)∞n=1 תהי :50 משפט
גבול. לאותו הרחב) ïבמוב)

.(an) של תתֿסדרה (ank
)∞k=1 תהי .R 3 L = lim an כי נניח ראשית, הוכחה.

k לכל (כי ∀k > k0 = n0 |ank
− L| < ε⇐= ∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 |an − L| < ε

.(n0 ≤ nk0 ïומכא ,k ≤ nk

.lim an =∞ כי נניח כעת
∀k > k0 = n0 ank

> M ⇐= ∀M ∈ R ∃n0 ∀n > n0 an > M

אזי ,íשוני הרחב) ïבמוב) íחלקיי גבולות íקיימי (an) לסדרה íא סדרה. (an) תהי :51 טענה
מתבדרת. (an) הסדרה

(an) שהסדרה ïייתכ לא ראשית, .L1, L2 ∈ R íחלקיי גבולות (an) לסדרה כי נניח הוכחה.
מלעיל. חסומה תתֿסדרה מכילה לֿ∞+לא המתכנסת סדרה ïשכ לֿ∞+, הרחב) ïבמוב) מתכנסת

(.−∞ עבור דומה ïבאופ)
ïולכ ,L2 ,L1 ,u של זרות סביבות קיימות ,u 6= L1, L2 íא .an → u ∈ R כי נניח כעת,
להתכנסות בסתירה ,u של הנתונה לסביבה õמחו íנמצאי an íהאיברי n íאינדקסי óלאינסו

25.ïאופ באותו להתכנסות, סתירה נקבל ,u = L2 או u = L1 íא .uֿל (an)

סביבת כל í"íא (an) הסדרה של חלקי גבול Lהוא ∈ R איבר סדרה. (an)∞n=1 תהי :52 משפט
.(an) מהסדרה íאיברי óאינסו מכילה L של ε

(ank
)∞k=1 תתֿסדרה קיימת אז (an)∞n=1 הסדרה של חלקי גבול L íא ראשית, הוכחה.

כל את מכילה L של סביבה כל ,(ank
) תתֿסדרה התכנסות הגדרת עלֿפי ;L לגבול המתכנסת

המקורית. מהסדרה íאיברי óאינסו מכילה ïולכ ,íמסויי íממקו החל תתֿהסדרה איברי
נבחר .(an) מהסדרה íאיברי óאינסו מכילה שלו סביבה שכל איבר L ∈ R יהי ,êלהיפ
האינדקס להיות n1 נבחר מהסדרה; íאיברי óאינסו מכילה L של ε1 = 1 סביבת .εn = 1

n

נמצא an2 שֿ êכ n1ֿמ הגדול המינימלי האינדקס להיות n2 נבחר זו. בסביבה איבר של המינימלי
וכו'. ,L של ε2 = 1

2 בסביבת

.((an) של חלקי גבול L⇐=) Lֿל מתכנסת (ank
)∞k=1 :1.52 למה

21.11.2006

חסומה איננה (an) הסדרה í"íא (an) של חלקי גבול הוא +∞ סדרה. (an) תהי :53 משפט
מלעיל.

איננה ïלֿ∞+ולכ המתכנסת (ank
) תתֿסדרה ישנה אזי ;(an) של חלקי גבול ∞+הוא הוכחה.
מלעיל. חסומה איננה כולה (an) הסדרה ,ïמכא מלעיל. חסומה

íמקבלי היינו ,íהקוד המשפט לפי ;L1 6= L2 íחלקיי גבולות לה ויש מתכנסת (an) כי בשלילה להניח íג 25יכולנו

להנחה. בסתירה ,L1 = L2
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תתֿסדרות סדרות2.5 2

נבנה .as > n בסדרה, איבר íקיי טבעי n לכל מלעיל. חסומה איננה (an) כי נניח ,êלהיפ
n2 > n1ֿש êכ n2 נבחר ;an1 > ש1ֿ êכ n1 נבחר לֿ∞+. הרחב) ïבמוב) המתכנסת תתֿסדרה

.ank
> kֿש êכ nk < nk+1 אינדקס נבחר ,n1, . . . , nk ïבהינת ברקורסיה, .an2 > ו2ֿ

לֿ∞+. הרחב ïבמוב מתכנסת (ank
) תתֿהסדרה :1.53 למה

כתרגיל. הוכחה.

מתכנסת. תתֿסדרה ישנה (an) חסומה סדרה לכל (בולצ'אנוֿויירשטראס): 54 משפט

.c0 ≤ an ≤ b0 n שלכל êכ c0 ,b0 íממשיי íמספרי íקיימי חסומה. סדרה (an) תהי הוכחה.
אינטרוול êמתו a1 נבחר .(an) מהסדרה íאיברי óאינסו מכיל IR

1 ,IL
1 íמהאינטרוולי אחד לפחות

האינטרוול ïבהינת .(an) מהסדרה íאיברי óאינסו מכיל IR
2 ,IL

2 íמהאינטרוולי אחד לפחות זה.
מהסדרה íאיברי óאינסו מכיל íמה אחד לפחות .IL

k+1 < IR
k+1 íלאינטרוולי אותו נחצה ,Ik

.nk+1 > nkֿש êכ ,íאיברי óאינסו המכיל לאינטרוול êשיי ank+1 נבחר .(an)

מתכנסת. שנבחרה (ank
) הסדרה :1.54 למה

הוא זה êחיתו קנטור, של הלמה עלֿפי .L = lim ank
=
⋂

k Ik ∈ Ik יהי הוכחה.
ïלכ .ank

∈ Ik k לכל ,(ank
) íהאיברי בחירת לפי .L ∈ Ik ,k לכל בודדת. נקודה

.∀k |L− ank
| ≤ |Ik| = b0−c0

2k

∀ε > 0 ∃k0 ∀k > k0 |L− ank
| ≤ b0 − c0

2k
<

b0 − c0

2k0
<

b0 − c0

k0
< ε

הרחב. ïבמוב המתכנסת תתֿסדרה קיימת (an) סדרה לכל :55 מסקנה

(.íהקודמי íהמשפטי משני (נובע הוכחה.

בודד. חלקי גבול לה יש í"íא הרחב ïבמוב מתכנסת (an) סדרה :56 משפט

גבול לה יש ïולכ גבול, לאותו מתכנסת שלה תתֿסדרה ⇐כל הרחב ïבמוב מתכנסת (an) הוכחה.
בודד. חלקי

גבולות שני לפחות יש הרחב) ïבמוב) מתבדרת לסדרה כי להראות נותר השני, ïהכיוו להוכחת
,íקוד משפט חסומה.לפי (an) כי ,óבנוס נניח, הרחב. ïבמוב מתבדרת סדרה (an) תהי .íחלקיי
תתֿסדרה שקיימת êכ 0 < ε íקיי ïלכ .an 6→ L ïלכ מתבדרת, (an) .L חלקי גבול íקיי (an)ֿל
בולצ'אנוֿויירשטראס לפי ïלכ חסומה, בעצמה (ank

) תתֿהסדרה .|ank
− L| ≥ εֿש êכ (ank

)

êא (ank
) מתתֿהסדרה íאיברי óאינסו íישנ L̂ של סביבה בכל כי L 6= L̂ .L̂ חלקי גבול לה יש

.(ank
) מתתֿהסדרה íאיברי בכלל ïאי L של ε בסביבת

±∞ אזי מלרע, חסומה ולא מלעיל חסומה לא (an) íא חסומה. איננה (an) כי נניח כעת
איננה (an) מלעיל. חסומה ולא מלרע חסומה (an) כי להניח ïנית ïלכ שלה. íחלקיי גבולות íה
ïלכ ,an 6→ ∞ – הרחב ïבמוב מתבדרת (an) אבל שלה. חלקי גבול הוא +∞ ïלכ מלעיל, חסומה
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סדרות 2íותחתוני íעליוני גבולות 2.6

תתֿסדרה קיימת ïולכ ,M מֿ íהקטני (an) מהסדרה íאיברי óאינסו íשקיימי êכ M ∈ R íקיי
גבול לה יש בולצ'אנוֿויירשטארס לפי ïלכ חסומה, זו תתֿסדרה .ank

< M k שלכל êכ (ank
)

.(an) הסדרה של íחלקיי גבולות íה וֿ∞+ L ,ïמכא .L חלקי

íותחתוני íעליוני גבולות 2.6

.(an)∞n=1 תהי ותחתוïהגדרה. ïעליו גבול

lim sup an = lim an
def= inf {M ∈ R | ∃n0 ∀n > n0 an ≤M} = inf U

lim inf an = lim an
def= sup {C ∈ R | ∃n0 ∀n > n0 an ≥ C} = supL

אזי מלעיל, חסומה איננה (an) íא ;lim an
def= +∞ אזי מלעיל, חסומה איננה (an) íא

.lim an
def= −∞

lim = −∞ lim = +∞ −1, 1,−2, 2,−3, 3, . . .

lim = −1 lim = 1 an = (−1)n או 5, 7,−1, 1,−1, 1, . . .

lim = 1 lim = 1 an = 1 + 1
n

דוגמה.

.lim inf an ≤ lim sup an אזי חסומה. סדרה (an) תהי :57 משפט

.an1 ≤ M íוג C ≤ an1 n > n1 שלכל êכ n1 ∈ N íקיי אזי .C ∈ L ,M ∈ U יהי הוכחה.
.supL ≤ inf U ⇐= L ≤ U ⇐= C ≤M ⇐= C ≤ an1 ≤M ,ïמכא

23.11.2006

.an < t n > n0 שלכל êכ n0 ∈ N íקיי L < t לכל אזי .L = lim an יהי :58 טענה

,t̂ < t íא אזי .t ≤ an n ∈ N íאינדקסי óשלאינסו êכ L < t íקיי כי בשלילה נניח הוכחה.
⇐= U ⊆ {x ∈ R | t ≤ x} לכתוב נוכל ïלכ .t̂ /∈ U = {M ∈ R | ∃n0 ∀n > n0 an ≤M}

סתירה. – L < t ≤ inf U

(an) של ביותר הגדול החלקי הגבול הוא lim an אזי חסומה. סדרה (an) תהי :59 משפט
.(an) של ביותר ïהקט החלקי הגבול הוא lim anֿו

.lim an עבור נוכיח הוכחה.

.(an) הסדרה של חלקי גבול איננו t ,lim an < t íא :1.59 למה

סביבת ïלכ .lim an < t < anֿש êכ íאיברי של סופי מספר יש הקודמת, הטענה לפי הוכחה.
חלקי. גבול איננו tֿו ,íאיברי של סופי מספר היותר לכל תכיל t של ε

.íאינדקסי óאינסו íישנ lim an של ε בסביבת :2.59 למה
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קושי סדרות סדרות2.7 2

íקיי אזי .lim an בסביבת íאיברי של סופי מספר יש כלשהו ε עבור כי בשלילה נניח הוכחה.
מהסדרה íאיברי של סופי מספר היותר לכל מכיל (lim an − ε, lim an + ε)ֿש êכ 0 < ε

ממנו. íשגדולי íאיברי של סופי מספר יש lim an + ε עבור íג קודמת, טענה לפי .(an)

ïולכ ,lim an − ε < an íהמקיימי (an)ֿמ íאיברי של סופי מספר היותר לכל יש ,ïמכא
סתירה. – inf U ≤ lim an − ε כלומר, .lim an − ε ∈ U

.lim an = lim an í"íא מתכנסת (an) חסומה. סדרה (an) תהי :60 מסקנה

– אזי .bn ≤ an n ∈ N שלכל êכ חסומות סדרות (bn)ֿו (an) תהיינה :61 טענה
lim an ≥ lim bn א.
lim bn ≤ lim an ב.

– אזי חסומות. סדרות (bn)ֿו (an) תהיינה :62 טענה
lim an = − lim−an א.
lim an = − lim−an ב.

lim(an + bn) ≤ lim an + lim bn ג.
lim(an + bn) ≥ lim an + lim bn ד.

lim(an · bn) ≤ lim an · lim bn ,bn ≥ 0 ,an ≥ 0 n לכל íא ה.
lim an · bn ≥ lim an · lim bn ,bn ≥ 0 ,an ≥ 0 n לכל íא ו.

íמתקיי וו' ה' ד', ג', בטענות אזי מתכנסת. סדרה (an) ותהי חסומה סדרה (bn) תהי :63 טענה
.ïשוויו

קושי סדרות 2.7

27.11.2006

m,n ≥ n0 שלכל êכ n0 íקיי 0 < ε לכל íא קושי סדרת נקראת (an)∞n=1 סדרה הגדרה. קושי סדרת

.|am − an| < ε

קושי. סדרת היא הצר) ïבמוב) מתכנסת סדרה כל :64 משפט
ε
2 עבור ïלכ מתכנסת, הסדרה .0 < ε ïנתו יהי .L = lim an מתכנסת. סדרה (an) תהי הוכחה.
.|an − L| < ε

2 ,|am − L| < ε
2 ,m,n > n0 לכל .|an − L| < ε

2 n > n0 שלכל êכ n0 íקיי
המשולש, ïאיֿשוויו עלֿפי ,ïלכ

|am − an| = |(am − L) + (L− an)| ≤ |am − L|+ |L− an| <
ε

2
+

ε

2
= ε

חסומה. סדרה (an) אזי קושי. סדרת (an) תהי :65 טענה

28



סדרות ממשי2 êמערי íע חזקות 2.8

M = נגדיר .|am − an| < 1 n0 < m, n שלכל êכ n0 íקיי .ε = 1 ניקח הוכחה.
∀n C ≤ íמתקיי אזי .C = min(a1, . . . , an0 , an0+1 − 1) ,max(a1, . . . , an0 , an0+1 + 1)

.an ≤M

קושי. סדרת (an) í"íא מתכנסת סדרה (an) אזי סדרה. (an) תהי :66 משפט

קושי. (an) מתכנסת, (an) íא כי הוכחנו (⇐=) הוכחה.
בולצ'אנוֿויירשטראס, לפי חסומה. סדרה בפרט היא קושי סדרת קושי. (an) כי נניח (=⇒)
êכ k0 íקיי .ε > 0 ïנתו יהי .ank

→ L – מתכנסת תתֿסדרה קיימת חסומה סדרה לכל
שלכל êכ n0 íקיי ïלכ קושי, סדרת היא (an) הסדרה .|ank

− L| < ε
2 k0 < k שלכל

שעבורו אינדקס k + 1 ≤ k1 יהי .n1 = max(n0, nk0+1) נבחר .|am − an| < ε
2 n0 < m,n

כי ,∀n > n1 |an − ank1
| < ε

2 וֿ ,nk1 > n1 כי ,|ank1
− L| < ε

2 אזי .n0 ≤ n1 < nk1

,ïמכא .nk1 > n0

|an − L| = |(an − ank1
)− (ank1

− L)| ≤ |an − ank1
|+ |ank1

− L| < ε

לקבוע עלֿמנת הגבול מה לדעת êצור ïשאי הוא ההתכנסות תנאי על קושי תנאי ïיתרו)
התכנסות.)

ממשי êמערי íע חזקות 2.8

.(0 < a ∈ R ,q ∈ Q) aqֿב דנו כה, עד

rn → x ∈ R ,rn ∈ Q ,0 < a ∈ R ,ax = lim arn ממשיתהגדרה. חזקה

lim rn שֿ= êכ íרציונאליי íמספרי של סדרות (sn) ,(rn) ותהיינה x ∈ R יהי :67 טענה
.lim asn = lim arn íמתקיי אזי מתכנסות, (asn) ,(arn) הסדרות íא .lim sn = x

מתכנסת, (avn) אזי ;lim vn = 0 שעבורה סדרה היא (vn) כי נניח :1.67 למה הוכחה.
.lim avn = ו1ֿ

אזי .|vn| < 1
k n(k) < n שלכל êכ n(k) íקיי אזי .k ∈ N יהי .Q 3 vn → 0 הוכחה.

נקבל ,n(k) < n עבור .a 1
k < 1 + εֿש êכ k נבחר ,0 < ε ïבהינת .a− 1

k < avn < a
1
k

.1− ε < a−
1
k < avn < a

1
k < 1 + ε

.(asn)→ L2 > 0 ,(arn)→ L1 > 0 .rn → x ,sn → x ïנתו כעת,

L1

L2
= lim

arn

asn
= lim arn−sn

=למה 1 =⇒ L1 = L2

מתכנסת. (arn) הסדרה אזי .Q 3 rn → x ,1 < a :68 טענה
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ממשי êמערי íע חזקות סדרות2.8 2

נקבל ïלכ .[x] − 2 < rn < [x] + 2 n > n0 שלכל êכ n0 íקיי ïלכ .rn → x הוכחה.
בולצ'אנוֿויירשטראס, משפט לפי חסומה. סדרה (arn)ֿו ,∀n > n0 a[x]−2 < arn < a[x]+2

.L לגבול המתכנסת (arnk ) תתֿסדרה קיימת

lim arn = L :1.68 למה

.ck = ark → L ïומכא ,rnk
→ x ïלכ ;rn → x .bk = arnk → L הוכחה.

.lim axn = ax אזי .lim xn = xֿש êכ סדרה (xn) ותהי ,a > 0 יהי :69 טענה

.|arn − axn | < 1
n ,|rn − xn| < 1

n íהמקיי rn רציונאלי נבחר n לכל הוכחה.

lim arn = ax :1.69 למה

משפט לפי .xn − 1
n < rn < xn + 1

n .íרציונאליי íמספרי סדרת היא (rn) הוכחה.
.lim arn = ax⇐= lim rn = x כעת, .rn → x נקבל ,'õהסנדווי

.axn → ax נקבל ,'õהסנדווי משפט לפי .arn − 1
n < axn < arn + 1

n

28.11.2006

.2 ≤ limn→∞
(
1 + 1

n

)n = e ≤ 3 הראינו

lim
(
1 + x

n

)n = ex :70 משפט

אזי .bn → ∞ שֿ êכ íטבעיי íמספרי של עולה סדרה (bn) תהי :1.70 למה הוכחה.

.
(
1 + 1

bn

)bn

→ e

– אזי .∀k ∈ N ∃n0 ∀n > n0 bn > k הוכחה.

e− ε ≤
(

1 +
1
k

)k

≤
(

1 +
1
bn

)bn

< e

(
1 + 1

an

)an

→ אזי .an שלמספריíממשייíכêשֿ∞→ סדרהעולה26 (an) תהי :2.70 למה
.e

,[an] ≤ an < [an] + ש1ֿ êמכ )הוכחה.
1 +

1
[an] + 1

)[an]

≤
(

1 +
1
an

)an

≤
(

1 +
1

[an]

)[an]+1

,ïימי צד (ועבור שמאל צד עבור .'õהסנדווי במשפט נשתמש הגבול, את êלהערי עלֿמנת
– נקבל דומה) ïבאופ

(
1 +

1
[an] + 1

)[an]

=

→e︷ ︸︸ ︷(
1 +

1
[an] + 1

)[an]+1

·

→1︷ ︸︸ ︷(
1 +

1
[an] + 1

)−1

→ e

לֿ∞מספיקה. שאיפה דרוש; באמת 26לא

30



סדרות ממשי2 êמערי íע חזקות 2.8

אזי .an → aֿש êכ íחיוביי íממשיי סדרת (an) ותהי ,0 < a ,x ∈ R יהי :3.70 למה
.ax

n → ax

.1−ε < an

a < 1+ε n > n0 שלכל êכn0 íקיי 0 < ε לכל .(an

a )x בסדרה ïנתבונ הוכחה.
27.
(

an

a

)x → 1 ïלכ .(1− ε)[x]+1 ≤
(

an

a

)x ≤ (1 + ε)[x]+1 ,x > 0 עבור

.lim
(
1 + x

n

)n = ex אזי .x > 0 יהי :4.70 למה

,an → a = lim
(
1 + x

n

)n
x = lim

(
1 + 1

n
x

)n
x

= e íא הוכחה.

lim
(
1 +

x

n

)n

= lim
[(

1 +
x

n

)n
x

]x

= ax = ex

.lim (1 + εn)n = 1 אזי .nεn → 0 איֿשלילית, סדרה εn תהי :5.70 למה

lim (1 + εn)n = lim

(1 +
1
1

εn

) 1
εn


︸ ︷︷ ︸

→e

nεn

הוכחה.

.1 ≤
[(

1 + 1
1

εn

) 1
εn

]nεn

≤ 3nεn → 1 ⇐= ∃n0 ∀n > n0 (1 + 1
1

εn

)
1

εn ≤ 3

.'õהסנדווי משפט לפי נובעת הטענה

.lim (1− εn)n = 1 אזי .nεn → 0 איֿשלילית, סדרה εn תהי :6.70 למה

ïמכיוו ,'õהסנדווי משפט לפי ,ïלכ .1 − u = (1 + u
1−u )−1 ,0 < u < 1 עבור הוכחה.

– נקבל ,1← (1 + εn)n ≤
(
1 + εn

1−εn

)n

≤ (1 + 2εn)n → 1 íשמתקיי

lim (1− εn)n = lim
[(

1 +
εn

1− εn

)n]−1

= 1

.lim
(
1 + x

n

)n = ex אזי .x < 0 יהי :7.70 למה

נקבל ,εn = x2

n2 íא ,óבנוס .1 + x
n = (1+ x

n )(1− x
n )

1− x
n

=
1− x2

n2

1− x
n

לכתוב נוכל הוכחה.
,0 < x עבור והמשפט הלמות עלֿפי ,ïלכ .nεn → 0

lim
(
1 +

x

n

)n

= lim
(1− x2

n2 )n

(1− x
n )n

=
lim(1− x2

n2 )n

lim(1 + (−x)
n )n

=
1

e−x

.íקבועי ומשמאל ïמימי íהתוחמי íהערכי :'õהסנדווי משפט עלֿפי 27לא
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íטורי 3

íטורי 3

הטור). של (הרישא SN = a1 + . . . + aN ïנסמ .íממשיי íמספרי סדרת (an) תהי טור

∞∑
n=1

an
def= lim

N→∞
SN

íמתכנסי íטורי 3.1

.íקיי limSN הגבול íא מתכנס
∑∞

n=1 an שטור נאמר מתכנס טור

a1, . . . , an0 , 0, 0, 0, . . . דוגמה.
íהחלקיי íהסכומי סדרת זה, במקרה .∀N > n0 SN = Sn0 = a1 + . . . + an0

מתכנסת. היא ïולכ ,íמסויי íממקו החל קבועה

.(q 6= 1) SN =
∑N

n=0 qn = 1−qN+1

1−q – íהחלקיי íהסכומי סדרת ;
∑∞

n=0 qn ∞∑דוגמה.
n=0 qn = lim 1−qN+1

1−q = 1
1−q ,−1 < q < 1 íא

הצר. ïבמוב מתכנס לא –
∑∞

n=0 qn =∞ ,q ≥ 1 íא

מתבדרת. SN =

1 זוגי N

0 איֿזוגי N
מתכנס: לא

∑∞
n=0(−1)n ,q = −1 íא

מתבדרת. (1,−|q|, |q|2,−|q|3, . . .) SN מתבדר:
∑∞

n=0 qn ,q < −1 íא

.(SN = 1− 1
N+1 ) מתכנס

∑∞
n=1

1
n(n+1) =

∑∞
n=1(

1
n −

1
n+1 ) = 1 דוגמה.

.lim an = 0 אזי מתכנס,
∑∞

n=1 an íא :71 טענה

N > N0 שלכל êכN0 íקיי אזי .0 < ε ïנתו יהי .lim SN = L ïלכ מתכנס,
∑∞

n=1 an הוכחה.
.|L− Sn−1| < ε

2 וֿ |Sn − L| < ε
2 ,n > N0 + 1 עבור .an = Sn − Sn−1 .|SN − L| < ε

2

.|an| = |Sn − Sn−1| < ε
2 + ε

2 = ε כנדרש נקבל המשולש, ïאיֿשוויו עלֿפי ,ïלכ

.
∑

1
n בֿ ïנתבונ .an → ש0ֿ êכ

∑
an מתבדר טור נבנה דוגמה.

. 1
k+1 + . . . + 1

2k ≥
1
2 ,k ∈ N לכל :1.71 למה

. 1
k+1 + . . . + 1

2k ≤ k · 1
2k = 1

2 ïלכ . 1
k+1 ≥

1
2k , . . . , 1

2k ≥
1
2k הוכחה.

מתבדר.
∑

1
n :2.71 למה

קושי. SN ïולכ מתכנסת SN אזי מתכנס,
∑

1
n íא הוכחה.

.|Sm−Sn| < 1
10 N0 < m,n שלכל êכN0 íקיי קושי, SNסדרת íא .ε = 1

10 יהי
סתירה. – 1

2 ≤ |S2k − Sk| < 1
10 נקבל .2k > N0 íג אזי .k > N0 יהי
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íטורי 3íמתכנסי íטורי 3.1

30.11.2006

,m > N שלכל êכ N > 0 íקיי 0 < ε לכל í"íא הצר) ïבמוב) מתכנס
∑∞

n=1 an :72 להתכנסותמשפט קושי ïקריטריו

.|am + . . . + am+k| < ε íמתקיי k > 0

0 < ε לכל כלומר, קושי. סדרת היא SN ⇐⇒ íקיי lim SN ⇐⇒ מתכנס
∑

an הוכחה.
;m2 < m1 כי נניח הכלליות, הגבלת בלי .|Sm1 − Sm2 | < ε n0 < m1,m2 שלכל êכ n0 íקיי

.|Sm1 − Sm2 | = |am2+1 + . . . + am1 | < ε ïלכ

.
∑

an של הטור זנב rm =
∑∞

n=m+1 an נגדיר טור.
∑

an יהי טורהגדרה. זנב

– אזי טור.
∑

an ויהי סדרה (an) תהי :73 משפט
מתכנס;28 הטור של זנב כל í"íא מתכנס

∑
an א.

לֿ∞.29 הרחב ïבמוב מתכנס זנב כל í"íא
∑

an =∞ ב.
הטור כל ïולכ קושי, תנאי את íמקיי rm ïלכ מתכנס. rm =

∑∞
n=m+1 an יהי א. הוכחה.

íג ïולכ קושי, תנאי את íמקיי הוא אזי מתכנס טור íא ,óבנוס קושי. תנאי את íמקיי
הזנב.

íובסכי rm =
∑∞

n=m+1 an הטור בזנב ïנתבונ .limSN = ∞ אזי .
∑

an = ∞ נניח ב.
.lim S̃N שֿ∞= להראות נרצה ;S̃N =

∑N
n=m+1 an

SN וֿ חסומה סדרה −Cֿש ïמכיוו ,42 טענה עלֿפי קבוע. C כאשר ,S̃N = SN − C

לֿ∞. שואפת S̃N לֿ∞, שואפת

íאיברי של סופי במספר מהשנייה אחת הנבדלות סדרות (bn)ֿו (an) תהיינה :74 טענה
מתכנס.

∑
bn⇔ מתכנס

∑
an אזי .(| {n ∈ N | an 6= bn} | <∞)

ram = ,m > M שלכל êכ M שיש נקבל ïלכ זהות, bnֿו an íמסויי íממקו החל הוכחה.
.
∑∞

n=m+1 an = rbm =
∑∞

n=m+1 bn

.lim rm = 0 ⇐⇒ מתכנס
∑

an :75 טענה

.íקוד שהראינו ממה ברור (=⇒) הוכחה.
,ïלכ ;rm =

∑∞
n=m+1 an = L−Sm לכתוב ïנית .limSN = L אזי מתכנס.

∑
an (⇐=)

.lim rm = lim(L− Sm) = L− lim Sm = 0 כנדרש,

4.12.2006

– אזי .c ∈ R ויהי ,
∑

bn = T ,
∑

an = S סדרות; (bn) ,(an) :76 טענה
;
∑

(an + bn) = S + T א.
.
∑

can = c
∑

an = cS ב.

שמתכנס. הטור של זנב íקיי í"íא מתכנס שהטור ïלטעו íג ï28נית
∞−נכונה. לגבי המקבילה הטענה í29ג
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íחיוביי íטורי 3.2íטורי 3

.T = lim TN ,S = lim SN .TN =
∑N

n=1 bn ,SN =
∑N

n=1 an א. הוכחה.
.MN =

∑N
n=1(an + bn) = SN + TN ∞∑נגדיר

n=1(an + bn) = lim MN = lim(SN + TN ) = lim SN + lim TN = S + T

.UN =
∑N

n=1 can = cSN נגדיר ∞∑ב.
n=1 can = lim UN = lim cSN = c lim SN = cS = c

∑
an

íחיוביי íטורי 3.2

.∀n an > 0 íא חיובי טור נקרא
∑

an טור הגדרה. חיובי טור

SN íהחלקיי íהסכומי סדרת כלומר, .∀N ≥ 1SN ≤ SN+1 נקבל ,SN =
∑N

n=1 an íא
(ממש). עולה מונוטונית סדרה היא

íהחלקיי íהסכומי סדרת íוא הרחב, ïבמוב מתכנס
∑

an אזי חיובי. טור
∑

an יהי :77 טענה
מתכנס.

∑
an אזי (מלעיל) חסומה

שולט
∑

bn)∀nan ≤ bnֿש êכ íחיוביי íטורי
∑

bn ,
∑

an יהיו ההשוואה): ïמבח) 78 משפט ההשוואה ïמבח

– אזי .(
∑

an על
הצר); ïבמוב) מתכנס

∑
an⇐= מתכנס

∑
bn א.

מתבדר.
∑

bn⇐= מתבדר
∑

an ב.
ïולכ חסומה, SN =

∑N
n=1 bn íהחלקיי íהסכומי סדרת ïלכ מתכנס,

∑
bn א. הוכחה.

,ïולכ מתכנסת, TN ,ïמכא מונוטונית. TN ,ïכמוֿכ חסומה. TN =
∑N

n=1 an הסדרה
מתכנס.

∑
an הגדרה, עלֿפי

מתבדרת.) בלתיֿחסומה מונוטונית שסד' êכ לפי החיוב, êבדר או, א', (כשלילת ב.

.íחיוביי íטורי
∑

bn ,
∑

an :79 משפט
מתכנס.

∑
an מתכנס

∑
bn íא אזי ,∀n an

bn
≤ uֿש êכ 0 < u íקיי íא א.

מתכנס.
∑

bn ⇐⇒ מתכנס
∑

an אזי ,∀n v ≤ an

bn
≤ uֿש êכ 0 < v < u íקיימי íא ב.

,íקוד ממשפט מתכנס.
∑

u · bn ⇐⇒ מתכנס
∑

bn .∀n an ≤ u · bn נניח א. הוכחה.
מתכנס.

∑
an⇐= מתכנס

∑
u · bn

מתכנס.
∑

an⇐= מתכנס
∑

bn א', óמסעי .∀n 0 < v ≤ an

bn
≤ u ב.

מתכנס.
∑

bn⇐= מתכנס
∑

an א', óמסעי .∀n v ≤ an

bn
=⇒ bn

an
≤ 1

v

מתכנס.
∑

bn ⇐⇒ מתכנס
∑

an ïלכ

n ∈ N שלכל êכ 0 < q < 1íקייíא חיובי. טור
∑

an יהי קושי): של השורש ïמבח) 80 משפט קושי של השורש ïמבח

מתכנס.
∑

an אזי n
√

an ≤ q < 1∑
an ⇐= מתכנס

∑
qn ההשוואה, ïמבח עלֿפי .∀n n

√
an < q =⇒ an < qn הוכחה.

מתכנס.
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íטורי 3íחיוביי íטורי 3.2

∑
an =

∑∞
n=1

3(n2)

2(n3) דוגמה.
n

√
3(n2)

2(n3) = n

√
(3n)n

(2(n2))n
= 3n

2n2 =
(

3
2n

)n
לפי מתכנס,

∑∞
n=2

3(n2)

2(n3) ה2ֿֿזנב ïלכ .∀n ≥ 2 3
2n ≤ 3

4 < 1 =⇒
(

3
2n

)n ≤ 3
4 < 1

מתכנס. כולו הטור ïולכ קושי, ïמבח

– אזי חיובי. טור
∑

an יהי :81 מסקנה
מתבדר;

∑
an אזי lim n

√
an > 1 א.

מתכנס.
∑

an אזי lim n
√

an < 1 ב.
סדרת ,ïמכא חסומה; איננה (an) ,lim n

√
an =∞ íא .lim n

√
an > 1 כי נניח א. הוכחה.

L .L = lim n
√

an > 1 כי נניח כעת, מתבדר.
∑

anֿו חסומה, איננה íהחלקיי íהסכומי
.1 < L−ε < n

√
an < L+εíשעבורníאינדקסיóאינסוíישנ ïלכ הואבפרטגבולחלקי;

מונוטונית (היא חסומה איננה (an) הסדרה .(L−ε)n < an níאינדקסי óלאינסו ∑כלומר,
an של íהחלקיי íהסכומי סדרת ïלכ ,(ïהאחרו ïאיֿהשוויו עלֿפי לֿ∞, ושואפת עולה

מתבדר. והטור חסומה איננה
.L = lim n

√
an < 1 ב.

. n
√

an < L + ε n לכל כמעט :1.81 למה

היותר לכל לL+εֿיש מעבר ,ïעליו גבול הגדרת לפי ,ïלכ .lim n
√

an < L+ε הוכחה.
. n
√

an מהסדרה íאיברי של סופי מספר

∀n ≥ N0 + 1 n
√

an ≤ – בזנב ïנתבונ . n
√

an < L + ε < 1 n > N0 שלכל êכ N0 íקיי
מתכנס.

∑
an ïולכ מתכנס, זה זנב קושי, של השורש ïמבח לפי .L + ε < 1

(ממש). חיובי טור
∑

an יהי המנה): ïמבח) 82 המנהמשפט ïמבח

מתכנס;
∑

an אזי ∀n an+1
an
≤ q < 1 íא א.

מתבדר.
∑

an אזי ∀n an+1
an
≥ 1 íא ב.

an = a1 · a2
a1
· . . . · an

an−1
≤ a1q

n−1 א. הוכחה.

,lim n

√
a1
q = ש1ֿ ïמכיוו . n

√
an ≤ n

√
a1
q · qn = n

√
1
q · q ïלכ

∃N0 ∀n > N0
n
√

an ≤ n

√
a1

q
· q < (1 + ε)q < 1

מתכנס.
∑

an ïלכ מתכנס.
∑∞

n=N0+1 an השורש ïמבח ולפי
מתבדר.

∑∞
n=1 an⇐= מתבדר

∑∞
n=1 a1 ïלכ .∀n a1 ≤ an ב.

מתבדר.
∑

an⇐= 1 < lim an+1
an

מתכנס;
∑

an⇐= 1 > lim an+1
an

חיובי.
∑

an :83 טענה

כתרגיל. הוכחה.

נגדיר j ∈ N לכל .(an → 0) יורדת מונוטונית חיובית סדרה (an) תהי העיבוי): ïמבח) 84 העיבוימשפט ïמבח 5.12.2006

מתכנס.
∑

bj ⇐⇒ מתכנס
∑

an אזי .bj = 2ja2j
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íמתחלפי íסימני íע íטורי 3.3íטורי 3

,n > m עבור .∀n an > 0 יורדת, מונוטונית סדרה (an) תהי הוכחה.

(n−m)an =
n−1∑
k=m

an ≤
n−1∑
k=m

ak ≤
n−1∑
k=m

am = (n−m)am

:m = 2k−1 ,n = 2k נבחר כעת,

2k−1 · a2k ≤ 2k−1 · a2k−1 ≤
2k−1∑

s=2k−1

as ≤ 2k−1 · a2k−1

ïנסמ íא .S2k−1 =
∑2k−1

s=1 as =
∑k

j=1

(∑2j−1
2j−1 as

)
íהחלקיי íהסכומי בסדרת ïנתבונ

נקבל ,bj = 2ja2j

1
2
·

k∑
j=1

bj ≤
k∑

j=1

2j−1∑
2j−1

as

 ≤ k∑
j=1

bj−1 = a1 +
k−1∑
j=1

bj

bj = 2ja2j = נגדיר . 1
nα → 0 יורדת, מונוטונית סדרה (0 < α) (an = 1

nα ) תהי דוגמה.
מתכנס.

∑∞
j=1(2

1−α)j ⇐⇒ מתכנס
∑

an העיבוי, ïמבח עלֿפי .2j · 1
(2j)α = 2j(1−α)

⇐⇒ 21−α < 1 ⇐⇒ q < 1 í"íא מתכנס הוא ïלכ – q = 21−α גיאומטרי, טור זהו
.1 < α

.limn→∞ nan = 0 אזי מתכנס.
∑

anֿש êכ ל0ֿ היורדת מונוטונית סדרה (an) תהי :85 11.12.2007טענה

(.n > 1 (יהי הוכחה.

∞∑
k=[ n

2 ]

ak ≥
n∑

k=[ n
2 ]

ak ≥
k∑

k=[ n
2 ]

an ≥
n

2
an ≥ 0

nan

2 → 0 ,'õהסנדווי משפט עלֿפי ,ïלכ ל0ֿ; óשוא
∑∞

k=[ n
2 ] ak הזנב מתכנס,

∑
anֿש ïמכיוו
.nan → ו0ֿ

an = 0 כלשהו, טבעי k עבור n = k3 íא an = n נגדיר המונוטוניות). (הכרחיות דוגמה
ו0ֿ), 1) íחלקיי גבולות שני יש nanֿל íאול ומתכנס,

∑∞
n=1 an =

∑∞
n=1

1
k3 אז אחרת;

גובל. לה ïאי ïולכ

íמתחלפי íסימני íע íטורי 3.3∑
|an| הטור íא בהחלט מתכנס

∑
an שהטור נמאר טור.

∑
an ויהי סדרה (an) תהי 5.12.2006הגדרה. בהחלט התכנסות

מתכנס.
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íטורי 3íמתחלפי íסימני íע íטורי 3.3

מתכנס.
∑

an⇐= בהחלט מתכנס
∑

an :86 משפט

∀ε > להתכנסות, קושי תנאי לפי ,ïלכ מתכנס.
∑
|an|⇐=מתכנסבהחלט

∑
an כי נניח הוכחה.

|
∑m+k

n=m an| ≤ המשולש, ïאיֿשוויו עלֿפי .0 ∃N0 ∀m > N0, k ≥ 0
∣∣∣∑m+k

n=m |an|
∣∣∣ < ε

להתכנסות. קושי תנאי את íמקיי
∑

an ïלכ .
∑m+k

n=m |an| < ε

מתכנס. ïלכ מתכנס),
∑

1
n2 (כי בהחלט מתכנס

∑ (−1)n

n2 דוגמה.

מתכנס. êא בהחלט, מתכנס איננו
∑ (−1)n

n דוגמה.
בהחלט; מתכנס

∑
can⇐= בהחלט מתכנס

∑
an א. :87 משפט

בהחלט. מתכנס
∑

(an + bn)⇐= בהחלט íמתכנסי
∑

bn ,
∑

an ב.
מתכנס.

∑
|c||an| ⇐= מתכנס

∑
|an| א. הוכחה.

ולפי ,
∑
|an + bn| על שולט

∑
(|an|+ |bn|) ïלכ .∀n |an + bn| ≤ |an| + |bn| ∑ב.

|an + bn| מתכנס,
∑

(|an|+ |bn|) =
∑
|an|+

∑
|bn|ֿש ïמכיוו ההשוואה, ïמבח

מתכנס.

מהצורה טור .lim an = ש0ֿ êכ יורדת מונוטונית איֿשלילית סדרה (an) תהי לייבניõהגדרה. טור

.õלייבני טור נקרא
∑∞

n=1(−1)n+1an

מתכנס. õלייבני טור :88 משפט

מתכנס. (0 < α)
∑∞

n=1
(−1)n+1

nα דוגמה.

.(SN =
∑N

n=1(−1)n+1an) õשלטורלייבניíהחלקייíסדרתהסכומיSN תהי :1.88 למה הוכחה.
– אזי

עולה; מונוטונית סדרה היא S2N א.
יורדת; מונוטונית סדרה היא S2N−1 ב.

.∀j, k ∈ N S2j ≤ S2k−1 ג.
ïמכיוו .S2N =

∑2N
n=1(−1)n+1an = (a1−a2)+. . .+(a2N−1−a2N ) א. הוכחה.

íאיברי של íסכו S2Nהיא ïלכ .a1 ≥ . . . ≥ a2N−1 ≥ a2N יורדת, מונוטונית anֿש
עולה. מונוטונית SN ïולכ איֿשלילייíת,

.S2N−1 =
∑2N−1

n=1 (−1)n+1an = a1 − (a2 − a3)− . . .− (a2N−2 − a2N−1) ב.
יורדת. מונוטונית סדרה זוהי

.S2j ≤ S2t ïלכ עולה, מונוטונית סדרה S2N .t > j, k נחבר .j, k ∈ N יהיו ג.
S2t − S2t−1 = ,óבנוס .S2t−1 ≤ S2k−1 ïלכ יורדת, מונוטונית סדרה S2N−1

S2j ≤ S2t ≤ S2t−1 ≤ ,ïמכא .S2t ≤ S2t−1 ïלכ .(−1)2t+1a2t = −a2t ≤ 0

.S2k−1

limS2N − נקבל מתכנסת. ïולכ חסומה S2N−1 מתכנסת; ïולכ חסומה S2N מהלמה,
.(an → 0 (הנחנו limS2N−1 = lim(S2N − S2N−1) = lim a2N = 0
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íמתחלפי íסימני íע íטורי 3.3íטורי 3

7.12.2006 .lim SN ≤ a1 ïלכ .∀N S2N ≤ a1ֿו ∀N S2N+1 ≤ S1 = a1

נקבל ,íהקוד ïמאיֿהשוויו ,ïלכ .õלייבני טור הוא óא rm =
∑∞

n=m+1(−1)n+1an הזנב
.|rm| ≤ am+1

סדרה היא SN =
∑N

n=1 an íהחלקיי íהסכומי סדרת íא íחסו טור נקרא
∑

an טור הגדרה. íחסו טור

חסומה.

.1 או 0 íה íהחלקיי íהסכומי – íחסו טור
∑

(−1)n דוגמה.

.
∑n

i=1 aibi íהסכו את (íלחסו (כלומר, êלהערי נרצה סדרות, (bi)i=1ֿו (ai)∞i=1 ïבהינת
.(B0 = 0) Bn =

∑n
i=1 bi ïנסמ יורדת. סדרה (ai)ֿש נניח

.
∑m

i=1 aibi = am ·Bm +
∑m−1

i=1 Bi(ai − ai+1) אלה, íתנאי תחת :89 טענה

אז .bi = Bi −Bi−1 כי לב íנשי הוכחה.
m∑

i=1

aibi =
m∑

i=1

(Bi −Bi−1) =
m∑

i=1

aiBi −
m∑

i=1

aiBi−1

נקבל ,ïהראשו מהטור הmֿֿי האיבר והוצאת íאינדקסי שינוי עלֿידי
m∑

i=1

aibi = amBm +
m−1∑
i=1

aiBi −
m−1∑
i=0

ai+1Bi

קיבלנו למעשה ïולכ ,B0 = 0 אבל
m∑

i=1

aibi = amBm +
m−1∑
i=1

Bi(ai − ai+1)

|
∑m

i=1 aibi| = |amBm +
∑m−1

i=1 Bi(ai − ai+1)| ≤ :íהסכו את êלהערי נוכל כעת
מונוטונית (ai)ֿש ïמכיוו) .|amBm|+ |

∑m−1
i=1 Bi(ai − ai+1)| ≤

∑m−1
i=1 |Bi|(ai − ai+1)

(.íחיוביי ai − ai+1 íההפרשי כל יורדת,
|
∑m−1

i=1 aibi| ≤ נקבל אז .∀1 ≤ i ≤ n |Bi| ≤ T שֿ êכ T ונבחר íחסו
∑

bi שהטור נניח
כלומר, .|am|T +T

∑m−1
i=1 (ai−ai+1) = T (|am|+a1−am) ≤ T (|am|+ |a1|+ |am|)

.
∑m−1

i=1 aibi ≤ T (2|am|+ |a1|)

סדרה (bn) ותהי ל0ֿ השואפת יורדת מונוטוניתת סדרה (an) תהי דיריכלה): ïמבח) 90 משפט דיריכלה ïמבח

מתכנס.
∑

anbn אזי .íחסו
∑

bn הטור שעבורה

|
∑N

i=1 bi| ≤ íמתקייN שלכל êכ T íקיי .íטורי להתכנסות קושי ïבקריטריו נשתמש הוכחה.
,íהסכו הערכת לפי .|

∑u2
i=u1+1 | = |Su2 − Su1 | ≤ T + T = 2T ,u1 < u2 לכל אז .T

íמתקיי δ > 0 לכל ïולכ ל0ֿ, מתכנסת (ai) אבל .
∑t+m

i=t aibi ≤ 2T (2|at+m| + |at|) נקבל
שכמעט ונקבל δ = ε

2T נבחר ,ïנתו ε > 0 עבור בפרט, .∃N0 : ∀t > N0 2|at+m|+ |at| < δ

כנדרש. ,|
∑t+m

i=t anbn| ≤ 2T · ε
2T = ε תמיד
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íטורי 3íאיברי õקיבו 3.4

מתכנס. õלייבני טור :91 מסקנה 11.12.2006

דיריכלה, ïמבח לפי ,ïלכ .íחסו
∑

(−1)n+1 והטור ל0ֿ מונוטונית יורדת (an) הסדרה הוכחה.
מתכנס.

∑
(−1)n+1an

אזי מתכנס. טור
∑

bn ויהי מתכנסת מונוטונית סדרה (an) תהי אבל): ïמבח) 92 אבלמשפט ïמבח

מתכנס.
∑

anbn

.
∑

anbn =
∑

((an−L)+L)bn =
∑

(an−L)bn−
∑

Lbn ונכתוב an → L נניח הוכחה.
נניח ל0ֿ. מונוטונית מתכנסת (an − L) הסדרה מתכנס.

∑
Lbn הטור íג מתכנס,

∑
bnֿש êמכ∑

anbnֿו דיריכלה ïמבח תנאי íמתקיימי ïלכ ,íחסו ובפרט מתכנס
∑

bn ;an − L ↘ ש0ֿ
אז ,íחסו ïולכ מתכנס

∑
−bn הטור ;L − an ↘ 0 ïולכ an − L ↗ 0 אחרת, מתכנס.

מתכנס.
∑

(L− an)(−bn) =
∑

(an − L)bn

מתכנס.
∑

bn · n
n+1 ⇐= מתכנס

∑
bn :93 מסקנה

íאיברי õקיבו 3.4

êא תוצאה. אותה תתקבל íסוגריי בשימת תלות שללא מבטיח õהקיבו חוק ,íסופיי íבסכומי
נקבל ,íאיברי זוג כל õונקב

∑
(−1)n+1 = 1 + (−1) + 1 + (−1) + . . . בטור ïנתבונ íא

ויותר – כלל מתכנס אינו שהטור óעלֿא ,(1 + (−1)) + (1 + (−1)) + . . . = 0 + 0 + . . . = 0

.1 + ((−1) + 1) + ((−1) + 1) + . . . = 1 + 0 + 0 + . . . = 1 לקבל íג נוכל ,êמכ

êכ íטבעיי íמספרי של עולהֿממש מונוטונית סדרה (nk)∞k=1 ותהי טור
∑

an יהי הגדרה.
לֿידי

∑
an מהטור המתקבל הטור הוא

∑∞
k=1 bk הטור .bk =

∑nk+1−1
n=nk

an נגדיר .n1 = ש1ֿ
.n1, n2, . . . במקומות íסוגריי הכנסת

êכ (nk)∞k=1 עולהֿממש מונוטונית סדרה לכל הרחב. ïבמוב מתכנס טור
∑

an יהי :94 משפט
ïבמוב מתכנס nk במקומות íסוגריי הכנסת עלֿידי

∑
anֿמ המתקבל

∑
bk הטור ,n1 = ש1ֿ

.
∑

an =
∑

bkֿו הרחב,

íהסכומי סדרת היא SN ) limSN = L ,ïמכא .
∑

an = L מתכנס,
∑

an כי נניח הוכחה.
בפרט, ;TM =

∑M
k=1 bk = SnM+1−1 היא

∑
bk של íהחלקיי íהסכומי סדרת .(íהחלקיי

.lim TM = L íג אז .(SN ) של תתֿסדרה (TM )

זהה. הרחב ïבמוב להתכנסות ההוכחה

במקומות íסוגריי הכנסת עלֿידי
∑

an מהטור המתקבל הטור
∑

bk ויהי
∑

an יהי :95 משפט
אזי .íאיֿחיוביי או íאיֿשליליי íכול íה ank

, . . . , ank+1−1 íהאיברי קבוצת k לכל כי נניח .nk

.
∑

an =
∑

bkֿו מתכנס
∑

an⇐= מתכנס
∑

bk

êכ יחיד M íקיי .N ïנתו יהי .lim SNM+1−1 = lim TM = L ïלכ מתכנס,
∑

bk הוכחה.
|SN − TM−1| וֿ= SN = TM−1 + anM

+ . . . + aN íמתקיי .nM ≤ N ≤ nM+1 − ש1ֿ
.|anM

+ . . . + aN | ≤ |anM
+ . . . + aN + aN+1 + . . . + anM+1−1| = |TM − TM−1|
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הסכימה סדר שינוי 3.5íטורי 3

.lim SN = L = lim TM :1.95 למה

אז .N0 = nM0+1 נבחר .|TM − L| < ε
4 íמתקיי M ≥ M0 שלכל êכ M0 íקיי הוכחה.

|SN − L| = |SN − TM−1 + TM−1 − L| ≤ |SN − TM−1|+ íמתקיי ,N > N0 לכל
ïולכ 30,|SN − TM−1| ≤ |TM − TM−1| < ε

2 למעלה, שהראינו מה עלֿפי .|TM−1 − L|
כנדרש. ,|SN − L| < ε

2 + ε
4 < ε נקבל

הסכימה סדר שינוי 3.5

12.12.2006 íא íג תוצאה אותה תתקבל íסופיי íשבסכומי מבטיח óהחילו חוק ,íסוגריי לשימת דומה ïבאופ

,íהאיברי סדר את Lונשנה =
∑ (−1)n+1

n בטור ïנתבונ íא êא לסכימה. íהאיברי סדר את נשנה
31.(1− 1

2 )− 1
4 +( 1

3−
1
6 )− 1

8 + . . . = 1
2 (1− 1

2 + 1
3−

1
4 + . . .) = 1

2L 6= L למשל, לקבל, נוכל

íהטבעיי íהמספרי של (פרמוטציה) תמורה נקראת (nk)∞k=1 íטבעיי íמספרי סדרת הגדרה.
בסדרה. אחת íפע בדיוק מופיע טבעי מספר כל íא

.íהטבעיי של תמורה (nk)n
k=1 ותהי בהחלט, מתכנס

∑
anֿש êכ סדרה (an) תהי :96 משפט

.
∑∞

n=1 an =
∑∞

k=1 ank
וֿ מתכנס

∑∞
k=1 ank

אזי

êכ N0 íקיי ïלכ מתכנס;
∑
|an| כלומר בהחלט, מתכנס

∑
an .ε > 0 ïנתו יהי הוכחה.

êכ k(i) íקיי i ∈ {1, . . . , N0} לכל :1, . . . , N0 íבאינדקסי ïנתבונ .
∑∞

n=N0+1 |an| < ε
2 שֿ

.t > T ויהי ,T = max1≤i≤N0 k(i) יהי .nk(i) = iֿש

|
t∑

n=1

an−
t∑

k=1

ank
| = |

t∑
n=N0+1

an−
t∑

k=1
nk>N0

ank
| ≤ |

t∑
n=N0+1

an|+|
t∑

k=1
nk>N0

ank
| < ε

2
+

ε

2
< ε

SN =
∑N

n=1 an (כאשר ∀ε > 0 ∃T : ∀t > T |St − Mt| < ε כי קיבלנו כלומר,
כנדרש. ,(MN =

∑N
k=1 ank

וֿ

,a = a+ − a− íמתקיי .a− = max(−a, 0) ,a+ = max(a, 0) a ∈ R לכל ïנסמ
.|a| = a+ + a−

.
∑

an =
∑

a+
n −

∑
a−n לכתוב ïנית .lim an = 0 אז בתנאי. מתכנס

∑
an = Lֿש נניח

לֿ∞(ובפרט, íמתכנסי íשניה הרחב. ïבמוב íמתכנסי ïלכ ,íמונוטוניי
∑

a−n וֿ
∑

a+
n íהטורי

,
∑

a−n כי נניח :(an < ש0ֿ êכ íאינדקסי óואינסו an > ש0ֿ êכ n íאינדקסי óאינסו ∑יש
|an| = ïולכ מתכנס, ובפרט

∑
a+

n =
∑

an +
∑

a−n = M + L אזי .M לֿ מתכנס למשל,
.
∑
|an| לאיֿהתכנסות בסתירה ,

∑
a+

n +
∑

a−n = 2M + L

.|TM − TM−1| ≤ |TM − L|+ |L− TM−1| < ε
4

+ ε
4
30כי

המשפט על êלהסתמ מותר ïולכ נשמרת, íלסכו ההתכנסות הסכימה סדר שינוי שעלֿידי בשלילה íמניחי íבעצ 31אנו

.íמתכנסי íבטורי íאיברי õקיבו לגבי
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íטורי 3íטורי מכפלת 3.6

תמורה קיימת אזי .M ∈ R יהי בתנאי. מתכנס
∑

anֿש êכ סדרה (an) תהי :(ïרימ) 97 משפט
32.
∑

ank
= M עבורה íהטבעיי של (nk)∞k=1

.n1 = 1 נגדיר .
∑∞

k=1 ank
= M שֿ êכ (nk) תמורה ברקורסיה נבנה .M ∈ R יהי הוכחה.

.Tk =
∑k

m=1 anm ïונסמ n1, . . . , nk את כבר הגדרנו כי נניח
ank+1 ≥ 0 íמתקיי שעבורו ביותר ïהקט האינדקס להיות nk+1 נקבע ,Tk ≤M שֿ במקרה

כאלו.) íאינדקסי óאינסו (יש .nk+1 6= n1, . . . , nkֿו
ank+1 < 0 íמתקיי שעבורו ביותר ïהקט האינדקס להיות nk+1 נקבע ,M < Tkֿש במקרה

.nk+1 6= n1, . . . , nkֿו
מהתבדרות ברציפות, סופי íפעמי מספר רק מופעלת להיות יכולה אלה מאפשרויות אחת כל

.
∑

a+
n וֿ
∑

a−n

.íהטבעיי של תמורה היא (nk) הסדרה :1.97 למה

,as ≥ ש0ֿ êכ אינדקס s יהי אחת. íפע היותר לכל להיבחר יכול אינדקס כל ראשית, הוכחה.
s זה, צעד של הפעלות s לאחר êא ,íפעמי óאינסו מופעל הסדרה בבניית ïהראשו הצעד בה"כ.

נבחר. אינדקס כל ïלכ להיבחר. היה חייב

.
∑∞

m=1 anm
= lim Tk = M וֿ מתכנסת, Tk הסדרה :2.97 למה

íה k2ֿו k1 íא כללי, k עבור .|Tk−M | ≤ |ank
| ,ïסימ Tk−Mמשנה שבו צעד בכל הוכחה.

.|Tk −M | ≤ max(|ank1
|, |ank2

|) ,ïסימ שינה Tk −M íבה kֿל íהסמוכי íהאינדקסי
,'õממשפטהסנדווי 33.limk→∞ ank

= 0 אז תמורה, (nk) .an → 0 מתכנס,
∑

anֿש ïמכיוו
כנדרש. ,|Tk −M | → 0 נקבל

íטורי מכפלת 3.6

סדרה (ck)∞k=1 ותהי בהחלט, íמתכנסי íטורי
∑

bn = B ,
∑

an = A יהיו (קושי): 98 משפט 14.12.2006

זוג לכל ïוכ ck = an(k)bm(k) íעבור m(k) ,n(k) íאינדקסי זוג íקיי k אינדקס שלכל êכ
.
∑∞

k=1 ck = AB אזי .ck = anbmֿש êכ יחיד k אינדקס íקיי m ,n íאינדקסי

St = íהחלקיי íהסכומי שסדרת ïמכיוו בהחלט. מתכנס
∑

ckֿכ נראה ראשית, הוכחה.
.V =

∑
|bm| ,U =

∑
|an| ïנסמ חסומה. שהיא להראות מספיק עולה, מונוטונית

∑t
k=1 |ck|

.
∑t

k=1 |ck| ≤ V U ,t לכל :1.98 למה

.M = max(n0,m0) ,m0 = max1≤k≤t m(k) ,n0 = max1≤k≤t n(k) נגדיר הוכחה.

t∑
k=1

|ck| =
t∑

k=1

|an(k)bm(k)| ≤ (
M∑

n=1

|an|)(
M∑

m=1

|bn|) ≤ UV

כתרגיל. ההוכחה מתבדר;
P

ank עבור או M = ±∞ עבור íג נכונה 32הטענה
גבול. לאותו היא óא תתכנס הסדרה של פרמוטציה כל ïולכ הגבול, של ε לסביבת õמחו íאיברי של סופי מספר רק 33יש
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íטורי מכפלת 3.6íטורי 3

כנדרש.34

:íהאיברי את מחדש נסדר הסכימה. לסדר חשיבות ïאי ïולכ בהחלט, התכנסות הראינו
íהסכומי שסדרת ידוע וכו'.35 c4 = a2b1 ,c3 = a2b2 ,c2 = a1b2 ,c1 = a1b1

.íסכו לאותו מתכנסת Sr2 תתֿהסדרה íג ïולכ מתכנסת, St =
∑t

k=1 ck íהחלקיי∑
ck = lim St = lim Sr2 = אז 36.Sr2 =

∑r
n=1 an ·

∑r
m=1 bm ,íהאינדקסי מסידור

.limArBr = AB

נגדיר מתכנס. B =
∑∞

n=1 bn בהחלט, מתכנס A =
∑∞

n=1 an יהי (מרטנס): 99 18.12.2006משפט

.
∑∞

n=1 dn = AB אזי .dn =
∑

i+j=n aibj ,d1 = 0

Dn =
∑n

l=1 dl =
∑n

l=1

∑
i+j=l aibj ,Bn =

∑n
t=1 bt ,An =

∑n
s=1 as ïנסמ הוכחה.

∑
i+j=l

aibj =
l−1∑
i=1

aibl−i = a1(b1+. . .+bl−1)+. . .+an−1b1 = a1Bl−1+. . .+an−1B1

לכתוב נוכל אז ;γn = Bn −B נגדיר

D = a1(B − γn−1) + . . . + an−1(B − γ1) = B
n−1∑
s=i

as − (a1γn−1 + . . . + an−1γ1)

γn → 0 חסומה, (an) ïלכ ,an → 0 ראשית, .a1γn−1 + . . . + anγ1 → 0 כי להראות נרצה
הטור .δ = ε

2M נבחר .ε > 0 ïנתו יהי .∀n |an| < M, |γn| < M כי נניח חסומה; (γn) íג ïולכ
.
∑∞

s=N0+1 |as| < ε
2M = δֿש êכ N0 íקיי ïלכ בהחלט, מתכנס

∑
as

Tn = a1γn−1 + . . . + an−1γ1

= (a1γn−1 + . . . + aN0γn−N0) + (aN0+1γn−(N0+1) + . . . + an−1γ1)

íוג ,aN0γn−N0 → 0 , . . . ,a1γn−1 → 0 אבל
|aN0+1γn−(N0+1) + . . . + an−1γ1| ≤ |aN0+1||γn−(N0+1)|+ . . . + |an−1||γ1|

≤ M(|aN0+1|+ . . . + |an−1|)
≤ M · ε

2M < ε

.Tn → 0 ïלכ

,õלייבני טורי אלו .A = B =
∑∞

n=1
(−1)n+1
√

n
נבחר בהחלט). ההתכנסות (חשיבות דוגמה

,dn =
∑

aibj =
∑

i+j=n
(−1)i+1(−1)j+1

√
i
√

j
= (−1)n+2

∑
i+j=n

1√
i
√

j
;íמתכנסי ïלכ

לא
∑

dnֿו ל0ֿ, מתכנס אינו |dn| ïלכ . 1n < 1√
n
· 1√

n
≤ 1√

i
√

j
ïולכ תמיד i, j < n אבל

.íקיי

של החלקי íבסכו íשמופיעי íהאיברי כל íנכללי íהטורי של íהחלקיי íהסכומי שבמכפלת היא ïלאיֿשוויו 34הסיבה

.
P

ck

íהמכילי הזוגות כל על עברנו n2 לאינדקס שבהגיענו êכ ,íאינדקסי זוגות של íריבועי למלא היא המטרה 35למעשה,

.nֿל íשווי או מֿ íהקטני íטבעיי
הסכימה. לסדר חשיבות ïכא ïואי ,r × r בריבוע íהאפשריי הזוגות כל על עברנו êכ או êשכ ï36מכיוו
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íטורי 3íעשרוניי íשברי 3.7

íעשרוניי íשברי 3.7

נשלט שהוא ïמכיוו מתכנס, טור זהו .0.a1a2a3 . . . =
∑∞

n=1
an

10n .0 ≤ ai ≤ 9 ,ai ∈ Z יהיו
.( an

10n < 10
10n = 1

10n−1 )
∑∞

n=1
1

10n−1 המתכנס הגיאומטרי הטור עלֿידי

(1 ≤ ai ≤ 9) (ai) סדרה (כלומר, עשרוני ייצוג íקיי x ∈ [0, 1] ממשי מספר לכל :100 משפט
.(x =

∑∞
n=1

an

10n שֿ êכ

ברקורסיה. הספרות את נגדיר הוכחה.
לכל מתכנסת. היא ïלכ וחסומה, עולה מונוטונית (xn) הסדרה .xn = 0.a1a2 . . . an נגדיר

.(xn)→ x 'õהסנדווי ממשפט ïלכ ,|x− xn| ≤ 1
10n ,n

.(
∑∞

n=1
9

10n = 9 ·
1
10

1− 1
10

= 9
9 = 1) 1.000 . . . = 0.999 . . . יחידות: בעיית קיימת

0.a1a2a3 . . . = íהעשרוניי íהייצוגי שני x ∈ [0, 1] ממשי למספר כי נניח :101 משפט
n ≤ n0 − 1 עבור בה"כ, ,íשמתקיי êכ n0 íקיי או an = bn íמתקיי n לכל אזי .0.b1b2b3 . . .

.an = 0 ,bn = 9 n > n0 ;an = bn0 + 1 n = n0 ;an = bn

37.an0 +
∑∞

n=1
an+n0
10n = bn0 +

∑∞
n=1

bn+n0
10n ⇐⇒

∑∞
n=n0

an

10n =
∑∞

n=n0

bn

10n הוכחה.
,1 ≤ an0 − bn0 ≤

∑∞
n=1

bn+n0−an+n0
10n ≤ 1 נקבל .an0 − bn0 ≥ 1 ïלכ ,an0 > bn0 בה"כ

íמתקיי אז ;−9 ≤ bn+n0 − an+n0 ≤ 9 כי n ≥ 1 לכל íמתקיי .íשוויוני íומתקיימי
בהכרח ïלכ ,bn+n0 − an+n0 = 9 ,ïמכא ;1 =

∑∞
n=1

bn+n0−an+n0
10n ≤

∑∞
n=1

9
10n = 1

.an+n0 = ו0ֿ bn+n0 = 9

∀n שֿ< êכ m ,N íקיימי íא íמסויי íממקו החל מחזורית תיקרא (an) סדרה הגדרה.
.N an = an+m

íממקו החל מחזורי הוא x של העשרוני הייצוג í"íא x ∈ Q .0 ≤ x < 1 יהי :102 משפט
.íמסויי

V = 10N−1x = נגדיר .íמסויי íממקו החל מחזורי עשרוני ייצוג יש xֿל כי נניח הוכחה.
U − íמתקיי .U = 10N+m−1 = a1a2 . . . aN+m−1.aN+m . . . ,a1a2 . . . aN−1.aN . . .

U − V = (10N+m−1 − אז .(íומתבטלי íזהי הנקודה לאחר הספרות (מחזורי V ∈ Z
.x = z

10N+m−1−10N−1 ∈ Q לכתוב ונוכל ,10N−1)x = z

,r1 = 10 · p
q − a1 = m

q נקבל .ri = 10ri−1 − ai ,r0 = x נגדיר .x = p
q כי נניח ,êלהיפ

,ïמכא ;rnֿל אפשרויות q + 1 היותר לכל יש ïלכ ,0 ≤ rn < 1 ,n לכל וכו'. r2 = 10 · m
q − a2

.(rn = rm+n בו íמהמקו) מחזור יתקבל

.10n0 בֿ וכפלנו החוצה íבסכומי ïהראשו האיבר את 37הוצאנו
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ורציפות גבולות פונקציות, 4

ורציפות גבולות פונקציות, 4

פונקציות 4.1

(יחיד) איבר של התאמה היא f : X → Y (העתקה) פונקציה קבוצות. Y ,X תהיינה 19.12.2006הגדרה. פונקציה

.Xֿב איבר לכל Y בֿ

.f(X) = {y ∈ Y | ∃x ∈ X : f(x) = y} עלֿידי מוגדרת f תמונת
íהצמצו היא ∀a ∈ A f |A (a) = f(a) עלֿידי המוגדרת f |A: A→ Y ,A ⊆ X ïבהינת

.Aֿל f של
.{(x, f(x)) | x ∈ X} הנקודות óאוס הוא f : X → Y פונקציה של óגר

38.X, Y ⊆ R íא ממשית פונקציה תיקרא f : X → Y הפונקציה
∀x ∈ R f(x) = c עלֿידי המוגדרות f : R→ R קבועות פונקציות ïה לפונקציות דוגמאות
,(n ∈ N ∪ {0} ,ai ∈ R) f(x) = p(x) = anxn + . . . + a0 כמו íפולינומי קבוע), c ∈ R)
,p(x) עבור f(x) = p(x)

q(x) רציונאליות ופונקציות (a > 0) f(x) = ax מעריכיות פונקציות
39.íפולינומי q(x) 6≡ 0

.∀x ∈ X f(x) = f(−x) íמתקיי íא זוגית פונקציה נקראת f : X → R פונקציה הגדרה. זוגית פונקציה

.∀x ∈ X f(x) = −f(−x) íא איֿזוגית תיקרא f הפונקציה איֿזוגית פונקציה

ופונקציה זוגית פונקציה של íכסכו לייצוג ניתנת f : R → R ממשית פונקציה כל :103 טענה
איֿזוגית.

כתרגיל. הוכחה.

.∀x ∈ R f(x) = f(x + P שֿ( êכ P ∈ R íקיי íא מחזורית תיקרא f : R→ R הגדרה. מחזורית פונקציה

גבולות 4.2

(מנוקבת) סביבה היא {x ∈ R | 0 < |x−x0| < r} הקבוצה .r > 0 ויהי x0 ∈ R יהי הגדרה. מנוקבת סביבה

.{x ∈ R | |x− x0| < r} היא r ברדיוס x0 של (מלאה) סביבה .r ברדיוס x0 של מלאה סביבה

íא limx→x0 f(x) = L ,x0ֿב גבול ישנו f(x)ֿשל נאמר ממשית. פונקציה f(x) תהי הגדרה.
,íכמתי ïבלשו .f(V ) ⊆ V שֿ êכ x0 של V (מנוקבת) סביבה קיימת L של U (מלאה) סביבה לכל

∀ε > 0 ∃δ > 0 0 < |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε

ממשיות. פונקציות עבור f : X → R לכתוב אפשר תמיד כי 38נעיר
לו תהיינה שלא êלכ לא – האפס íפולינו יהיה לא q(x)ֿש היא q(x) 6≡ ב0ֿ שהכוונה לב íלשי יש ,ïהאחרו 39במקרה

.±1 6∈ X פשוט ,f(x) = x3+2
x2−1

עבור למשל, מתאפס. הוא בו נקודות
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ורציפות גבולות פונקציות, גבולות4 4.2

.L = M אזי limx→x0 f(x) = M ,limx→x0 f(x) = L íא :104 טענה

סביבה קיימת זרות. ïה M וֿ L של ε סביבות .ε = M−L
3 נבחר .L < M כי בה"כ נניח הוכחה.

êכ x0 של UM מנוקבת סביבה וקיימת ∀x ∈ UL |f(x) − L| < εֿש êכ x0 של UL מנוקבת
,x ∈ UL ∩ UM לכל .x0 של מנוקבת סביבה íג UL ∩ UM .∀x ∈ UM |f(x) −M | < εֿש

סתירה. – |f(x)− L| < ε ∧ |f(x)−M | < ε

,p(x) íפולינו לכל כללי, ïבאופ .limx→x0 f(x) = c אזי .f(x) = c ,x0 ∈ R דוגמה.
.limx→x0 p(x) = p(x0)

êכ δ נמצא .ε > 0 ïנתו יהי :limx→1 f(x) = 4 כי נראה .f(x) = x2 + 3 ,x0 = 1 דוגמה.
.|(1+δ)2+3−4| = |2δ+δ2| < ε 40:x = 1+δ נציב .|f(x)−4| < ε ,|x−1| < δ שלכל

.δ = ε
4 נבחר .|2δ + δ2| < |3δ| < ε זה, במקרה ;δ2 < |δ| ,|δ| < 1 íא

êכ L של U (מלאה) סביבה קיימת ;limx→x0 f(x) 6= L :íשקולי íהבאי íהתנאי :105 טענה
.f(x) 6∈ U שֿ êכ x ∈ V íקיי x0 של V (מנוקבת) סביבה שלכל

.(−1 או 1 הוא הגבול הנקודות, (בשאר ב0ֿ גבול ïאי 41sgn(x)ֿל דוגמה.

גבול ïאי f(x)ֿל אזי .x0 ∈ R יהי .f(x) =

1 x ∈ Q

0 x 6∈ Q
דיריכלה: פונקציית דוגמה.

.íבממשיי íצפופי íוהאיֿרציונאלי íבממשיי íצפופי íהרציונאלי כי ,x0ֿב

מנוקבת בסביבה x נקודה לכל f(x) = g(x)ֿש êכ ממשיות פונקציות gֿו f תהיינה :106 טענה
.íשווי הגבולות ,íקיימי íה íוא ,íקיי limx→x0 g(x) ⇐⇒ íקיי limx→x0 f(x) אזי .x0 של

סביבה לכל כלומר ,limx→x0 f(x) = L כי נניח .gֿו f מוגדרות עליה הסביבה Vx0 תהי הוכחה.
היא VU ∩ Vx0 ,U לכל .f(x) ∈ U x ∈ VU שלכל êכ x0 של VU מנוקבת סביבה קיימת L של U

ïלכ .g(x) = f(x) ∈ U x ∈ VU ∩ Vx0 לכל כלומר ,f |VU∩Vx0
= g |VU∩Vx0

וֿ x0 של סביבה
.limx→x0 g(x) = L

;{x ∈ R | x0 < x < x0+r}היאהקבוצהrברדיוסx0 סביבהימניתשל .x0 ∈ R יהי ימניתהגדרה. סביבה

.{x ∈ R | x0 − r < x < x0} הקבוצה היא r ברדיוס x0 של שמאלית שמאליתסביבה סביבה

כאל ïכא δֿל íמתייחסי אנו .x0 = 1 בסביבת עולה פונקציה f וֿ ,1 − δ < x < 1 + δ ⇐⇒ |x − 1| < δ40

שלילי. או חיובי להיות שיכול השינוי,

sgn(x) =

8>>><>>>:
1 x > 0

−1 x < 0

0 x = 0

עלֿידי מוגדרת ;ïהסימ 41פונקציית
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רציפות ורציפות4.3 גבולות פונקציות, 4

íא limx→x+
0

f(x) = L ,x0ֿב ימני גבול f(x)ֿל כי נאמר ממשית. פונקציה f(x) תהי הגדרה. íחדֿצדדיי גבולות

דומה ïבאופ .f(V ) ⊆ U שֿ êכ x0 של (מנוקבת) V ימנית סביבה קיימת L של U סביבה לכל
.(limx→x−0

f(x) = L) שמאלי גבול מוגדר

אלה וגבולות ,x0ֿב íחדֿצדדיי גבולות f(x)ֿל יש í"íא x0ֿב גבול ישנו f(x)ֿל :107 טענה
.íשווי

.L = limx→x+
0

f(x) = limx→x−0
f(x) ,limx→x0 f(x) = L íא הוכחה.

,f(VR) ⊆ U שֿ êכ x0 של VL ,VR חדֿצדדיות סביבות קיימות ;L של סביבה U תהי
מנוקבת סביבה V תהי .VRֿו VL החדֿצדדיות הסביבות של המינימלי הרדיוס r יהי .f(VL) ⊆ U

.limx→x0 f(x) = L ïלכ .f(V ) ⊆ U וֿ V ⊆ VL ∪ VR אזי .x0 של r ברדיוס

רציפות 4.3

.limx→x0 f(x) = f(x0) íא x0ֿב רציפה f(x)ֿש נאמר ממשית. פונקציה f(x) תהי הגדרה. רציפות

קבועות.) פונקציות (בפרט, כלשהו. íפולינו p כאשר ,f(x) = p(x) דוגמה.

.x0 של Vx0 בסביבה f(x) = g(x) כי ונניח ממשיות, פונקציות f(x) ,g(x) תהיינה :108 טענה
.x0ֿב רציפה g(x) íא ורק íא x0ֿב רציפה f(x) אזי

הגבולות.) ïשוויו לגבי הקודמת מהטענה מיד (נובעת הוכחה.

.∀ε > 0 ∃δ > 0 |x−x0| < δ =⇒ |f(x)−f(x0)| < εí"íאx0ֿב רציפה f(x) :109 טענה

x0ֿב משמאל רציפה f(x) ;limx→x+
0

f(x) = f(x0) íא x0ֿב ïמימי רציפה f(x) הגדרה. חדֿצדדית רציפות

.limx→x−0
f(x) = f(x0) íא

.x0ֿב רציפה שאיננה ממשית פונקציה f(x) תהי הגדרה.

סליקה.42 איֿרציפות נקודת נקראת x0 אז ,íקיי limx→x0 f(x) íא .1 סליקה איֿרציפות

נקראת x0 ,íקיימי limx→x−0
f(x)ֿו limx→x+

0
f(x) êא íקיי אינו limx→x0 f(x) íא .2 ïראשו מסדר איֿרציפות

.ïראשו מסדר איֿרציפות נקודת

x0 ,íקיי אינו limx→x−0
f(x) ,limx→x+

0
f(x) íהחדֿצדדיי מהגבולות לפחות אחד íא .3 שני מסדר איֿרציפות

שני. מסדר איֿרציפות נקודת נקראת

רציפה. פונקציה נקבל ,f(x0) = limx→x0 f(x) הגדרת 42עלֿידי
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ורציפות גבולות פונקציות, ולרציפות4 גבול íלקיו íתנאי 4.4

ולרציפות גבול íלקיו íתנאי 4.4

היינה תנאי 4.4.1

בסביבה מוגדרת f(x) í"íא limx→x0 f(x) = L ממשית. פונקציה f(x) תהי :110 גבולמשפט íלקיו היינה תנאי 21.12.2006

.limn→∞ f(xn) = L íמתקיי (xn 6= x0) xn → x0 סדרה ולכל x0 של מנוקבת

כי נראה נקודות; סדרת x0 6= xn → x0 תהי .limx→x0 f(x) = L כי נניח (⇐) הוכחה.
.limn→∞ f(xn) = L

,δ > 0 ïבהינת .|f(x)−L| < ε גורר 0 < |x−x0| < δֿש êכ δ > 0 íקיי .ε > 0 ïנתו יהי
,∀n > N0 |f(xn)− L| < ε ïלכ ,430 < |xn − x0| < δ íמתקיי n > N0 שלכל êכ N0 íקיי

כנדרש.
כי בשלילה ונניח limn→∞ f(xn) = L íמתקיי x0 6= xn → x0 סדרה לכל כי נניח (⇒)
êכ x ∈ Vx0 íקיי Vx0 מנוקבת סביבה שלכל êכ ε0 > 0 íקיי ,ïמכא .limx→x0 f(x) 6= L

.f(xn) 6→ Lֿש êכ x0 6= xn → x0 נקודות סדרת נבנה כעת, .|f(x)− L| ≥ ε0ֿש
V n

x0
= {x ∈ V | 0 < |x − x0| < 1

n} ,x0 של מנוקבות סביבות של בסדרה ïנתבונ
אז .|f(xn) − L| > ε0 עבורה xn ∈ V n

x0
נקודה קיימת ,n לכל .(x0 של כלשהי סביבה V )

בסתירה. ,limn→∞ f(xn) 6= L êא ,x0 6= xn → x0

מלאה בסביבה מוגדרת f(x) í"íא x0ֿב רציפה f(x) ממשית. פונקציה f(x) תהי :111 לרציפותמשפט היינה תנאי

.limn→∞ f(xn) = f(x0) íמתקיי xn → x0 סדרה ולכל x0 של

.íהקוד המשפט עלֿפי טריוויאלי, הוכחה.

.x2n = 1
2n ,x2n−1 = 1

2n−1 בסדרה ïנתבונ :íקיי לא limx→0 sgn(x) דוגמה.

xn → x0 כי ,x0 נקודה בכל רציפה p(x) = amxm + am−1x
m−1 + . . . + a0 דוגמה.

הזו מהצורה סדרות לחבר ïנית ;atx
t
n → atx

t
0 ïולכ (כתרגיל), קבוע t לכל xt

n → xt
0 ïולכ

הנדרש. את ולקבל

בסביבה מוגדרת f(x) í"íא limx→x0 f(x) = L ממשית. פונקציה f(x) תהי :112 מסקנה
כלשהי סדרה ועבור limn→∞ f(x) הגבול íקיי x0 6= xn → x0 סדרה לכל ,x0 של מנוקבת

.limn→∞ f(xn) = limx→x0 f(x) = L (xn)

limn→∞ f(xn) =íמתקייx0 6= xn → x0 אזלכלסדרה limx→x0 f(x) = Líא(⇐) הוכחה.
.L

כי בשלילה נניח .íקיי limn→∞ f(xn) הגבול x0 6= xn → x0 סדרה לכל כי נניח (⇒)
.limn→∞ f(xn) 6= limn→∞ f(yn)ֿש êכ x0 6= yn → x0 ,x0 6= xn → x0 סדרות קיימות

.xn 6= x0 כי óחרי ï43איֿהשוויו
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חסימות ורציפות4.5 גבולות פונקציות, 4

הנקודות íוג xn הנקודות íג .z2n = yn ,z2n−1 = xn עלֿידי המוגדרת (zn) בסדרה ïנתבונ
(f(zn)) לסדרה קיימות כי ,íקיי לא limn→∞ f(zn) íאול .zn → x0 ïלכ ,x0ֿל שואפות yn

בסתירה.44 ,íשוני לגבולות המתכנסות תתיֿסדרות

קושי תנאי 4.4.2

í"íאíקיי limx→x0 f(x) הגבול .x0 Vx0של f(x)פונקציההמוגדרתבסביבה תהי :113 25.12.2006משפט גבול íלקיו קושי תנאי

.|f(x1)− f(x2)| < ε ,x1, x2 ∈ Vε שלכל êכ x0 של Vε מנוקבת סביבה קיימת ε > 0 לכל

x ∈ V̂ε שלכל êכ V̂ε מנוקבת סביבה קיימת ε לכל אז limx→x0 f(x) = L íא הוכחה.
.|f(x1)− f(x2)| = |f(x1)−L+L− f(x2)| < ε ,x1, x2 ∈ V̂ε íא ïלכ .|f(x)−L| < ε

2

.x0 6= xn → x0 בסדרה ïנתבונ הגבול. íלקיו קושי תנאי את נניח ,êלהיפ

קושי. סדרת (f(xn))∞n=1 :1.113 למה

íמתקיי x1, x2 ∈ Vε שלכל êכ x0 של Vε מנוקבת סביבה קיימת אזי .ε > 0 יהי הוכחה.
ïולכ ,∃N0 : ∀n > N0 xn ∈ Vε אזי .x0 6= xn → x0 כי ïנתו .|f(x1) − f(x2)| < ε

קושי. סדרת (f(xn)) ïלכ .∀m1,m2 > N0 |f(xm1)− f(xm2)| < ε

.íקיי limx→x0 f(x) היינה תנאי ועלֿפי מתכנסת, (f(xn)) הסדרה הלמה, עלֿפי

ε > 0 לכל í"íא x0ֿב רציפה f(x) .x0 של מלאה בסביבה מוגדרת f(x) תהי :114 משפט לרציפות קושי תנאי

.|f(x1)− f(x2)| < ε x1, x2 ∈ Vε שלכל êכ x0 של Vε מלאה סביבה קיימת

הוכחה. אותה הוכחה.

חסימות 4.5

לכל íא (M קבוע (עלֿידי מלעיל חסומה f שֿ נאמר .D קבוצה מעל מוגדרת f(x) תהי הגדרה. חסימות

.f(x) ≥ C ,x ∈ D לכל íא (C קבוע (עלֿידי מלרע חסומה f ;f(x) ≤M ,x ∈ D

יהיו .limx→x0 f(x) = L כי ונניח ,x0 של בסביבה המוגדרת פונקציה f(x) תהי :115 טענה
x ∈ Vx0 שלכל êכ x0 של Vx0 מנוקבת סביבה קיימת אזי .A < L < Bֿש êכ A,B ∈ R

.A < f(x) < B

עלֿפי המתקבלת δ ברדיוס x0 בסביבת ונסתכל 0 < ε < min(B − L,L− A) נבחר הוכחה.
הגבול. הגדרת

לכל íאD מעל f ≤ g כי נאמר .D קבוצה מעל המוגדרות פונקציות g(x) ,f(x) תהיינה הגדרה.
.f(x) ≤ g(x) ,x ∈ D

כלשהי. מסדרה שמתקבל בגבול ïלהתבונ ומספיק גבול, לאותו להתכנסות מביאות הנ"ל הסדרות כל ï44לכ
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ורציפות גבולות פונקציות, גבולות4 של אריתמטיקה 4.6

,limx→x0 f(x) כי ונניח ,x0 Vx0של מנוקבת בסביבה המוגדרות g(x) ,f(x) תהיינה :116 טענה
45.limx→x0 f(x) ≤ limx→x0 g(x)⇐= Vx0 מעל f ≤ g .íקיימי limx→x0 g(x)

מתקיימת זו טענה מקרה, (בכל (xn)∞n=1 ⊆ Vx0 כי נניח בה"כ .x0 6= xn → x0 ניקח הוכחה.
סדרות, לגבי קודמת מטענה .∀n ∈ N f(xn) ≤ g(xn) ההנחה, לפי (.íמסויי íממקו החל

.limx→x0 f(x) ≤ limx→x0 g(x) היינה, ועלֿפי ,limn→∞ f(xn) ≤ limn→∞ g(xn)

f ≤ g ≤ h כי נניח .x0 של Vx0 מנוקבת בסביבה המוגדרות פונקציות f ,g ,h תהיינה :117 טענה
.limx→x0 g(x) = L אזי limx→x0 f(x) = limx→x0 h(x) = L íא .Vx0 מעל

,f(xn) ≤ g(xn) ≤ h(xn) ,n ∈ N לכל .(xn) ⊆ Vx0 בה"כ, .x0 6= xn → x0 ניקח הוכחה.
'õהסנדווי משפט לפי ;L = limn→∞ f(xn) ≤ limn→∞ g(xn) ≤ limn→∞ h(xn) = L ïלכ

.limx→x0 g(x) = L היינה, מתנאי כעת, .limn→∞ g(xn) = L לסדרות,

f ≤ g ≤ h íא .x0 של Vx0 מלאה בסביבה המוגדרות פונקציות f ,g ,h תהיינה :118 מסקנה
.x0ֿב רציפה g אזי f(x0) = h(x0)ֿו x0ֿב רציפות f ,h ,Vx0 מעל

.f(x0) = limx→x0 f(x) = limx→x0 g(x) = limx→x0 h(x) = h(x0) íמתקיי הוכחה.

.g(x0) = limx→x0 g(x) אז .f(x0) = g(x0) = h(x0) ïולכf(x0) ≤ g(x0) ≤ h(x0) ,óבנוס

Dֿב חסומה f ,x0 של מנוקבת בסביבה מוגדרות gֿו f כי ונניח f, g : D → R :119 טענה
.limx→x0 f(x)g(x) = 0 אזי .limx→x0 g(x) = ו0ֿ

.|f(xn)| ≤M ,g(xn)→ 0 אז .x0 6= xn → x0 סדרה תהי היינה. ïבקריטריו נשתמש הוכחה.
.0 = limx→x0 g(x)f(x) היינה, ולפי ,|g(xn)f(xn)| ≤M |g(xn)| → 0 אז

גבולות של אריתמטיקה 4.6

:íשקולי íהבאי íהתנאי שלושת אזי .x0 של מנוקבת בסביבה מוגדרת f(x) תהי :120 טענה
.limx→x0 |f(x)− L| = 0 ;limx→x0(f(x)− L) = 0 ;limx→x0 f(x) = L

⇐⇒ lim(f(xn) − L) = 0 ⇐⇒ lim f(xn) = L ;x0 6= xn → x0 היינה: לפי הוכחה.
.lim |f(xn)− L| = 0

.limx→x0 f(x) = L ,limx→x0 g(x) = M ,x0 של מנוקבת בסביבה מוגדרות f ,g :121 טענה

;limx→x0 cf(x) = cL .1

;limx→x0(f(x) + g(x)) = L + M .2

;limx→x0 f(x) · limx→x0 g(x) = L ·M .3

;limx→x0 |f(x)| = |L| .4

בלבד. חלש ïאיֿשוויו היא המסקנה ,f < g íמניחי íא í45ג
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פונקציות הרכבת ורציפות4.7 גבולות פונקציות, 4

.limx→x0
f(x)
g(x) = L

M אזי M 6= 0 íא .5

V̂x0 מנוקבת סביבה קיימת ,5 (להוכחת סדרות. עבור ïמנכונות מיידית נובעות הטענות הוכחה.
(.íש מתאפסת לא g ïולכ ,∀x ∈ V̂x0 M − ε < g(x) < M + εֿש êכ

רציפות |f | ,fg ,f + g ,cf אזי .x0ֿב ורציפות x0 בסביבת מוגדרות f ,g תהיינה :122 טענה
.x0ֿב רציפה f

g íג אזי ,g(x0) 6= 0 íא .x0ֿב

limx→x0 f(x)g(x) = limx→x0 f(x)·limx→x0 g(x) = f(x)g(x) = fg(x) .(fg) הוכחה
.(gֿו f ורציפות הקודמת הטענה (עלֿפי

פונקציות הרכבת 4.7

f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2 íא ערכית חדֿחד נקראת f : A → B פונקציה הגדרה. חח"ע פונקציה

êכ x ∈ A íקיי y ∈ B לכל íא (B) על ;(x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2) שקול, ïבאופ (או, על פונקציה

על. íוג חח"ע íג היא íא ועל חח"ע ;(Im(f) = B) f(x) = yֿש

.g ◦ f(a) def= g(f(a)) אז .B ⊆ C ,f : A→ B ,g : C → D הגדרה. פונקציות הרכבת

.g ◦ f(x) = g(f(x)) = 3
√

x2 + x + 1 אז ;g(y) = 3
√

y ,f(x) = x2 + x + 1 דוגמה.

חח"ע; g ◦ f ⇐= חח"ע f ,g .1 :123 טענה

על; g ◦ f ⇐= על f ,g .2

חח"ע; f ⇐= חח"ע g ◦ f .3

על. g⇐= על g ◦ f .4

ïלכ חח"ע, f .f(x1) = f(x2) ïלכ חח"ע, g .g(f(x1)) = g(f(x2)) כי נניח .1 הוכחה.
כנדרש. ,x1 = x2

על, f .g(z) = yֿש êכ z ∈ B íקיי ïלכ על, g .y ∈ D יהי על. f : A→ B ,g : B → D .2
על. g ◦ f וֿ ,g(f(x)) = g(z) = y אז .f(x) = zֿש êכ x ∈ A íקיי ïלכ

26.12.2006 וברציפות. גבול íבקיו íמעונייני אנו

ב0ֿ רציפה f .g(y) =

y = 0 0

y 6= 0 1
ובֿ f(x) =

x 6= 0 x sin 1
x

x = 0 0
בֿ ïנתבונ דוגמה.

.(limy→0 g(y) = 1) ב0ֿ רציפה איננה g ;(x → ו0ֿ חסומה sinx כי ,limx→0 f(x) = 0)
limx→0(g ◦ f)(x) אזי íקיי limy→limx→0 f(x) g(y)ֿו íקיי limx→0 f(x) כאשר íהא
יש g◦f להרכבה ïלכ ואינסוóשלא; נקודותשמתאפסות óאינסו f 0ישלֿ סביבהשל בכל ?íקיי
.limy→limx→0 f(x) g(y) = 1 êא גבול, לה ïאי ïולכ נקודותשמקבלות1ואינסוóשלא, óאינסו
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ורציפות גבולות פונקציות, 4íהביניי êער משפט 4.8

,limx→x0 f(x) = Lֿו x0 של מנוקבת בסביבה מוגדרת f פונקציות, f ,g תהיינה :124 משפט
g(y) (1 – íהבאי íמהתנאי אחד íא .limy→L g(y) = M וֿ L של מנוקבת בסביבה מוגדרת g

אזי ,íמתקיי – f(x) 6= L ,x ∈ Vx0 שלכל êכ x0 של Vx0 מנוקבת סביבה קיימת (2 ;Lֿב רציפה
.limx→x0(g ◦ f)(x) = M

.(g ◦ f)(xn)→M ,x0 6= xn → x0 סדרה לכל כי להוכיח מספיק היינה, לפי הוכחה.
ïולכ ,limx→x0 f(x) = L כי ïנתו .yn = f(xn) ïנסמ .Lֿב רציפה g(y) כי נניח ראשית,
.g(f(xn)) = g(yn) → g(L) = M לרציפות היינה תנאי לפי ïלכ ,Lֿב רציפה g .yn → L

46.limx→x0(g ◦ f)(x) = M לגבולות, היינה לפי ,ïמכא
.yn = f(xn) .(xn) ⊆ Vx0 כי נניח ïנית בה"כ .x0 6= xn → x0 תהי .2 תנאי את נניח
limy→L g(y) = M .L 6= yn → Lֿו lim yn = lim f(xn) = L⇐= limx→x0 f(x) = L

.limx→x0(g ◦ f)(x) = M היינה, לפי קיבלנו, ;(L 6= yn → L (כי g(yn)→M היינה לפי אז

x0ֿב רציפה f íא .f(x0) בסביבת מוגדרת g(y)ֿו x0 בסביבת מוגדרת f(x) תהי :125 מסקנה
.x0ֿב רציפה g ◦ f כלומר, – limx→x0 g ◦ f(x) = g ◦ f(x0) אזי ,f(x0)ֿב רציפה gֿו

,g ורציפות קודמת בטענה (1) תנאי לפי הוכחה.

lim
x→x0

g ◦ f(x) = lim
y→f(x0)

g(y) = g(f(x0)) = g ◦ f(x0)

limx→x0 g(x) = אזי .íקיי limx→x0 g(x) ונניחכי ,x0מוגדרתבסביבתg(x) תהי :126 מסקנה
.limh→0 g(x0 + h)

לכל .limh→0 f(h) = x0 íמתקיי .g ◦ f(h) = g(x0 + h) .f : h 7→ x0 + h נגדיר הוכחה.
ïולכ ,íמתקיי הקודמת הטענה של (2) תנאי ïלכ ;x0 /∈ {f(h) | h 6= 0} ,0 של מנוקבת סביבה

.limh→0 g ◦ f(h) = limy→x0 g(y)

íהביניי êער משפט 4.8

נקודה בכל רציפה f (1 – íא I בקטע רציפה נקראת I בקטע המוגדרת f(x) פונקציה בקטעהגדרה. רציפות

מימיï/משמאל. רציפה הפונקציה שמאלית/ימנית קצה בנקודת (2 בקטע; פנימית

.f(xn)→ f(x0) אזי xn → x0 ∈ I íא (xn) ⊆ I סדרה ⇔לכל Iֿב רציפה f(x) :127 טענה

בקטע. הנקודות לכל היינה תנאי זהו הוכחה.

לכל íא באינטרוול íהביניי êער תכונת f שלֿ נאמר .[a, b] באינטרוול מוגדרת f(x) תהי הבינייíהגדרה. êער תכונת

.f(x) = cֿש êכ a ≤ x ≤ b íקיי f(b)ֿל f(a) ïבי הנמצא c

.L 6= yn → L íא íיודעי שאיננו êמכ נובעת הרציפות 46חשיבות
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íהביניי êער משפט ורציפות4.8 גבולות פונקציות, 4

.íהבינייêתכונתערf(x)ֿל אזי .[a, b]רציפהבקטעהסגורf(x) תהי :(íהביניי êער) 128 משפט

נבחר אזי c = f(b) או c = f(a) íא .f(a) ≤ c ≤ f(b) יהי .f(a) ≤ f(b) נניח בה"כ הוכחה.
.f(a) < c < f(b) נניח ïלכ וסיימנו; x = b או x = a

.a ≤ x0 = sup B ≤ b נגדיר ;B = {x | a ≤ x < b, f(x) ≤ c} בקבוצה ïנתבונ

f(x0) = c :1.128 למה

.xn → x0ֿש êכ (xn) ⊆ B נקודות סדרת קיימת ïלכ ,x0 = supB :f(x0) ≤ c הוכחה.
.c ≥ f(xn)→ f(x0) ≤ c לרציפות היינה תנאי לפי ïלכ ,[a, b] בקטע רציפה f(x)

,x0ֿב ïמימי רציפה f (.x0 6= b ïלכ ,c < f(b)) .f(x0) < c כי בשלילה נניח :f(x0) ≥ c

.f(x) < f(x0) + ε הימנית בסביבה x שלכל êכ x0 של ימנית סביבה קיימת ε > 0 לכל ïלכ
נקודה שלכל êכ x0 של ימנית סביבה קיימת íא .f(x) < f(x0) + ε < cֿש êכ ε נבחר
êלכ סתירה ומתקבלת ,x ∈ B זו בסביבה x לכל ,f(x) < f(x0) + ε < c זו בסביבה x

.supB = x0ֿש

קטע. הוא f(I) אזי .Iֿב רציפה f(x) ותהי קטע I יהי :129 מסקנה

הקטע את מכילה D d1, d2 ∈ D נקודות זוג לכל í"íא קטע היא D ⊆ R (תתֿקבוצה הוכחה.
(.[d1, d2] הסגור

.f(a) = d1 ,f(b) = d2ֿש êכ a, b ∈ I נקודות קיימות אזי .d1, d2 ∈ f(I) תהיינה
êכ ([b, a] (או [a, b] הסגור באינטרוול x íקיי d1 ≤ c ≤ d2 לכל ,íהביניי êער משפט לפי

.[d1, d2] ⊆ f(I) כלומר, .f(x) = cֿש

למשוואה (פתרונות íשורשי יש p(x)ֿל כי להראות נרצה ;p(x) = x3 + 3x + 3 28.12.2006דוגמה.

עבור ;p(1) = 13 + 3 + 3 = 7 > 0 ,x = 1 עבור .(p(x) = x3 + 3x + 3 = 0

הממשי, הישר כל על óרצי íפולינו כל .p(−1) = (−1)3 − 3 + 3 = −1 < 0 ,x = −1

שורש p(x)ֿל שיש לקבל כדי [−1, 1] הקטע עבור íהביניי êער במשפט להשתמש נוכל ïלכ
.−1 < x0 < 1

p(x) : R→ R ,óבנוס שורש; ישנו p(x)ֿל אזי איֿזוגית; ממעלה íפולינו p(x) יהי דוגמה.
על: היא

p(x) = a2n+1x
2n+1 + . . . + a0 = x2n+1(a2n+1 +

a2n

x
+ . . . +

a0

x2n+1
)

óשוא íהפולינו כל ,x→ +∞ עבור לֿ∞±. óשוא x כאשר a2n+1ֿל óשוא íבסוגריי הביטוי
,x2n+1 ïכסימ הוא íהפולינו של ïלֿ∞−(הסימ óשוא íהפולינו כל ,x→ −∞ עבור לֿ∞+;

חיובי). a2n+1ֿש בהנחה
ישנו p(x) לאֿקבוע íפולינו לכל כי ïטוע האלגברה של היסודי המשפט יותר, כללי ïבאופ)

מרוכב.) שורש
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ורציפות גבולות פונקציות, מונוטוניות4 פונקציות 4.9

:−2 < x0 < 2 שורש יש f(x) = 3x + cos x + 2 sinx (הרציפה) לפונקציה דוגמה.
f(2) = 6 + cos 2 + 2 sin 2 ≥ 6− 1− 2 ≥ 3 > 0

f(−2) = −6 + cos(−6) + 2 sin(−6) ≤ −3 < 0

נקודות קיימות אזי .[a, b] הסגור בקטע רציפה f : [a, b] → R תהי (ויירשטראס): 130 משפט
47.íומינימו íמקסימו ערכי f(x) מקבלת ïבה xm, xM ∈ [a, b]

.M = supa≤x≤b f(x) ויהי רציפה f : [a, b]→ R תהי הוכחה.

אינה f íא M = ∞) sup f(x) = M נגדיר פונקציה. f(x) : D → R תהי :1.130 למה
.f(xn)→M שֿ êכ (xn) ⊆ D נקודות סדרת קיימת אז מלעיל). חסומה

êכ ונקבל εn = 1
n נבחר .f(xε) ≥ M − εֿש êכ xε ∈ D íקיי אזי .ε ïנתו יהי הוכחה.
.f(xn)→M ïולכ ,M ≥ f(xn) ≥M − 1

n שעבורה (xn) ⊆ D סדרה

משפטבולצ'אנוֿויירשטראס, לפי .f(xn)→M כêשֿ (xn) ⊆ [a, b]קיימתסדרה הלמה, לפי
ומרציפות ,[a, b]ֿל שייכות xnk

בֿ הנקודות כל כלשהו; x0ֿל שמתכנסת (xnk
) תתֿסדרה קיימת

;f(xnk
)→M ïלכ ,M לֿ óתשא f(xn) של תתֿסדרה כל .f(xnk

)→ f(x0) כי נובע [a, b]ֿב f

.M = f(x0) ïלכ

מונוטוניות פונקציות 4.9

ותכונות הגדרה 4.9.1

– נקראת f : A→ R פונקציה מונוטוניתהגדרה. פונקציה 1.1.2007

;∀x1, x2 ∈ A x1 < x2 =⇒ f(x1) ≤ f(x2) íא עולה מונוטונית
;∀x1, x2 ∈ A x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2) íא יורדתֿממש מונוטונית

;∀x1, x2 ∈ A x1 < x2 =⇒ f(x1) ≥ f(x2) íא יורדת מונוטונית
;∀x1, x2 ∈ A x1 < x2 =⇒ f(x1) > f(x2) íא יורדתֿממש מונוטונית

.x0 ∈ R של מנוקבת) (שמאלית בסביבה מלעיל וחסומה עולה מונוטונית f(x) תהי :131 טענה
.limx→x−0

f(x) = supx<x0
f(x) אזי

שעבורו xε íקיי ,íהסופרמו הגדרת לפי .ε > 0 ïנתו יהי .L = supx<x0
f(x) נגדיר הוכחה.

íמתקיי xε < x < x0 לכל ïלכ עולה, מונוטונית f(x) הפונקציה .L − ε < f(xε) ≤ L

כנדרש, ,íמתקיי x לכל בה x0 של שמאלית סביבה קיימת ïלכ .L − ε < f(xε) ≤ f(x) ≤ L

.0 ≤ L− f(x) < ε

אזי .x0 ∈ R של מנוקבת) (ימנית בסביבה מלרע וחסומה עולה מונוטונית f(x) תהי :132 טענה
.limx→x+

0
f(x) = infx>x0 f(x)

.∀x ∈ [a, b] f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xM ) 47נ"א:
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מונוטוניות פונקציות ורציפות4.9 גבולות פונקציות, 4

אזי .x0 של מלאה בסביבה המוגדרת עולה מונוטונית פונקציה f(x) תהי :133 מסקנה
48.limx→x−0

f(x) ≤ f(x0) ≤ limx→x+
0

f(x)

∀x < x0 f(x) ≤ f(x0) =⇒ limx→x−0
f(x) = supx<x0

f(x) ≤ f(x0) הוכחה.

.ïראשו מסדר תמיד היא מונוטונית פונקציה של איֿרציפות נקודת :134 מסקנה

f(I) í"íא Iֿב רציפה f(x) אזי מונוטונית; פונקציה f : I → R ותהי קטע, I יהי :135 טענה
.Rֿב קטע היא

קטע. היא f(I) ,Iֿב רציפה f(x) íא הוכחה.
פנימית x0 כי נניח .x0 ∈ I איֿרציפות נקודת ישנה f(x)ֿל .Iֿב רציפה איננה f(x) כי נניח
רציפה אינה f(x) .limx→x−0

f(x) ≤ f(x0) ≤ limx→x+
0

f(x) (עולה), מונוטונית f(x) .Iֿב
.x0 + δ, x0 − δ ∈ I ,ïקט מספיק δ עבור .limx→x−0

f(x) < limx→x+
0

f(x) ïלכ ,f(x0)ֿב
עבורה c נקודה נבחר .f(x0 − δ) ≤ limx→x−0

f(x) < limx→x+
0

f(x) ≤ f(x0 + δ)

,óבנוס .∀x ∈ I f(x) 6= c אזי .c 6= f(x0)ֿש êכ limx→x−0
f(x) ≤ c ≤ limx→x+

0
f(x)

נקודה מכילה איננה f(I)ֿש êכ נקודות זוג מכיל f(I) כי הראינו .f(x0− δ) < c < f(x0 + δ)

קטע. איננו f(I) ïלכ ;ïביניה הנמצאת c

למונוטוניות הפוכות פונקציות 4.9.2

íשמתקיי êכ f−1 היא f לֿ ההפוכה הפונקציה ועל. חח"ע f : A → B כי נניח הגדרה. הפוכה פונקציה

.f(a) = b⇔ f−1(b) = a

,0 ≤ x < ∞ עבור .f−1(y) = 3
√

y אז f(x) = x3 ,−∞ < x < ∞ עבור דוגמה.
.g−1(y) = 4

√
y אז g(x) = x4

.f = (f−1)−1 : A→ B ;idB = f◦f−1 : B → B ;idA = f−1◦f : A→ A דוגמה.

קיימת f−1 : B → A אזי .Bֿל Aֿמ ממש מונוטונית פונקציה f : A → B תהי :136 2.1.2007טענה

.f של ïכיוו באותו ממש מונוטונית והיא

ובפרט x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2) חח"ע: f ראשית, ממש. עולה f כי נניח הוכחה.
.y1 < y2 ∈ B כי נניח ממש. עולה f−1 : B → A כי נראה .x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2)

.x2 = f−1(y2) ,x1 = f−1(y1) ïנסמ
.x2 < x1 בשלילה נניח .y1 = f(x1) = f(x2) = y2 ינבע êמכ כי ,x1 = x2ֿש ïייתכ לא
בהכרח ïלכ .y1 < y2ֿל בסתירה ,y2 = f(x2) < f(x1) = y1 ïלכ ממש, עולה מונוטונית f

ממש. עולה f−1 ïלכ ,y1 < y2 עבור f−1(y1) = x1 < x2 = f−1(y2) כי הראינו .x1 < x2

f(x0) < ïאיֿהשוויו מלאה, שמאלית בסביבה הגבולות; לגבי רק íמתקיי ïאיֿהשוויו מנוקבת, בסביבה מוגדרת í48א

וכו'. ,óחרי lim
x→x+

0
f(x)
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ורציפות גבולות פונקציות, אלמנטריות4 פונקציות 4.10

קטע היא f תמונת אזי ורציפה. ממש מונוטונית f : I → R ותהי קטע, I ⊆ R :137 משפט
ממש). (ומונוטונית רציפה f−1ֿו הפיכה f : I → U הפונקציה ;U שנסמנו ,Rֿב

פונקציה זוהי :f : I → U בֿ ïנתבונ קטע. תמונתה ïלכ קטע, על רציפה f ראשית, הוכחה.
מונוטוניות f−1 : U → I ממש. מונוטונית f−1ֿו הפיכה f ,íקוד משפט לפי ועל. ממש מונוטונית
היא f−1 תמונת קטע. תמונתה í"íא רציפה היא U קטע על המוגדרת מונוטונית ופונקציה ממש,

רציפה. f−1 ïלכ ,I הקטע

ולהעתקה U קטע היא f תמונת אזי והפיכה. רציפה פונקציה f : I → R תהי :138 משפט
רציפה. זו ופונקציה הפיכה, פונקציה קיימת f : I → U

ממש. מונוטונית f המשפט, בתנאי :1.138 למה הוכחה.

נניח .i 6= jf(xi) 6= f(xj) ראשית, ממש. מונוטונית איננה f כי בשלילה נניח הוכחה.
,f(x1) < f(x2) בה"כ, ,ïשעבור x1 < x2 < x3 נקודות שלוש קיימות כי בשלילה
x1 < x < x2 נקודה קיימת íהביניי êער מתכונת ,f(x1) < f(x3) íא .f(x2) > f(x3)

לחח"ע. סתירה – f(x) = f(x3) שעבורה

רציפה, f : I → U .U קטע היא f תמונת ïלכ ורציפה. ממש מונוטונית f : I → R מהלמה,
ורציפה. ממש מונוטונית שהיא הופכית פונקציה לה יש íקוד משפט לפי ïלכ ועל, ממש מונוטונית

אלמנטריות פונקציות 4.10

אלגבריות פעולות באמצעות מתקבלת היא íא אלמנטרית פונקציה נקראת פונקציה אלמנטריתהגדרה. פונקציה

ההפוכות והפונקציות הטריגונומטריות הפונקציות המעריכית, הפונקציה ,íפולינומי של והרכבות
.ïלה

מוגדרת. היא íבה íבקטעי רציפה היא אלמנטרית פונקציה :139 טענה

íוהלוגרית המעריכית הפונקציה 4.10.1

f ,a < 1 íא ממש;49 עולה מונו' f ,a > 1 íא הישר. על רציפה ax .a > 0 כאשר ,f(x) = ax

ממש. יורדת מונו'

.(ax)−1(y) def= loga y נגדיר .0 < a 6= 1 יהי הגדרה.

(1 6= a > 0 ,x1, x2 > 0) :íהלוגרית תכונות

loga x1 + loga x2 = loga x1x2 .1

נוציאלוגריתíונקבלאתהנדרש, .aloga x1+loga x2 = aloga x1aloga x2 = x1x2 הוכחה.
.f−1(f(x)) = xֿש ïמכיוו

.ax1 < ax2 ïלכ ,1 < ax2
ax1 = ax2−x1 ,x1 < x2 í49א
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הרחב ïבמוב גבולות ורציפות4.11 גבולות פונקציות, 4

r loga x = loga xr .2

ar loga x = (aloga x)r = xr הוכחה.

loga x = loga b logb x .3

a(loga b)(logb x) = (aloga b)logb x = blogb x = x הוכחה.

הטריגונומטריות הפונקציות 4.10.2

הללו. íהקטעי על ורציפות חח"ע cos(x) : [0, π] → [−1, 1] ,sin(x) : [−π
2 , π

2 ] → [−1, 1]

.arccos : [−1, 1]→ [0, π] ,arcsin : [−1, 1]→ [−π
2 , π

2 ] ההפוכות: הפונקציות את נגדיר
נציב ;cos2 α + sin2 α = 1 כי ידוע :cos(arcsin(x)) את נחשב ;sin(arcsin(x)) = x

cos2(arcsin(x))+(sin(arcsin(x)))2 = cos2(arcsin(x))+x2 = 1 αונקבל = arcsin(x)

.cos(arcsin(x)) =
√

1− x2 כלומר, –
cotan : (0, π)→ (−∞,∞) ,tan : (−π

2 , π
2 )→ (−∞,∞) עבור מוגדרות דומה, ïבאופ

50.cotan−1 = arccotan ,tan−1 = arctan ההפוכות הפונקציות

הרחב ïבמוב גבולות 4.11

íקיי L של U סביבה לכל íא limx→∞ f(x) = L כי נאמר .f : [r,∞) → R תהי 4.1.2007הגדרה.

(∀ε > 0 ∃M > r : x > M =⇒ |f(x)− L| < ε) .f(x) ∈ U ,x > M שלכל êכ M ∈ R

אזי .r ∈ R עבור [r,∞) ïהקר על מוגדרת f כי ונניח ,f : A → R תהי :140 משפט הרחב ïבמוב גבול íלקיו היינה תנאי

.limn→∞ f(xn) = L íמתקיי ,xn →∞ ,(xn) ⊆ A סדרה לכל í"íא limx→∞ f(x) = L

,x > M שלכל êכM > r íקיי אזי .ε > 0 ïנתו יהי .limx→∞ f(x) = L כי נניח (⇐) הוכחה.
ïמכא .xn > M ,n > N0 שלכל êכ N0 íקיי .xn → ∞ ,(xn) ⊆ A תהי .|f(x) − L| < ε

.limn→∞ f(xn) = L ïולכ ,∀n > N0 |f(xn)− L| < εֿש
M שלכל êכ ε > 0 íקיי ïלכ .limx→∞ f(x) 6= L כי בשלילה ונניח היינה תנאי את נניח (⇒)
.|f(xn)−L| ≥ ε שעבורו xn > n nנבחר ∈ N לכל .|f(xM )−L| ≥ ε עבורו xM > M íקיי

היינה. לתנאי בסתירה ,limn→∞ f(xn) 6= Lֿו limn→∞ xn =∞ כי נקבל

פונקציה היא g(x) = cos x זאת, לעומת .limx→∞ f(x) = 0 ,f(x) = 1
x2 עבור דוגמה.

קבועה. היא í"íא óבאינסו גבול יש מחזורית ולפונקציה מחזורית,

íא limx→x0 f(x) = ∞ כי נאמר .x0 של מנוקבת בסביבה מוגדרת f : A → R תהי הגדרה.
.∀x ∈ Vx0 f(x) > M שעבורה x0 של Vx0 מנוקבת סביבה קיימת M > 0 לכל

.cotan = cos
sin

,tan = sin
cos

50כזכור,

56



ורציפות גבולות פונקציות, שווה4 במידה רציפות 4.12

í"íא limx→x0 f(x) =∞ אזי .x0 של מנוקבת בסביבה מוגדרת f : A→ R תהי :141 בנקודהמשפט הרחב ïבמוב גבול íלקיו היינה תנאי

.limn→∞ f(xn) =∞ íמתקיי (xn) ⊆ A ,x0 6= xn → x0 נקודות סדרת לכל

.limx→x0 f(x) = ∞ ,x0 של מנוקבת בסביבה המוגדרות פונקציות f ,g תהיינה :142 משפט
– אזי

;limx→x0 g(x) =∞ ,x0 של מנוקבת סביבה על f ≤ g íא .1

;limx→x0(f(x) + g(x)) =∞ ,x0 בסביבת מלרע חסומה g(x) íא .2

;limx→x0(f(x) · g(x)) =∞ ,M > 0 חיובי מספר עלֿידי מלרע חסומה g(x) íא .3

;limx→x0(f(x) · g(x)) = −∞ ,C < 0 שלילי מספר עלֿידי מלרע חסומה g(x) íא .4

.x0 בסביבת מוגדרת f : A→ R :143 טענה

;limx→x0
1

f(x) = 0 אזי ,limx→x0 f(x) = +∞ íא .1

אזי ,f(x) > 0 שבה x0 של Vx0 מנוקבת סביבה וקיימת limx→x0 f(x) = 0 íא .2
.limx→x0

1
f(x) = +∞

(כאשר limy→y0 g(y) = L ,limx→x0 f(x) = y0 ממשיות, פונקציות f ,g תהיינה :144 משפט
íמתקיי אזי ,f(x) 6= y0 שבה x0 של מנוקבת סביבה קיימת íא .(x0, y0 ∈ R ∪ {±∞}

.limx→x0(g ◦ f)(x) = L

íקיי אזי .x0 ∈ R של בסביבהשמאלית המוגדרת עולה מונוטונית פונקציה f(x) תהי :145 טענה 8.1.2007

limx→x0 f(x) = ∞ או חסומה f íא limx→x0 f(x) = supx<x0
f(x)ֿו ,limx→x0 f(x)

חסומה. אינה f íא

כבר. הוכחנו חסומה, f שֿ במקרה הוכחה.
.M < f(x)ֿש êכ x < x0 íקיי M לכל כלומר, מלעיל. חסומה ולא מונוטונית f(x) כי נניח
מנוקבת שמאלית סביבה קיימת M ∈ R לכל כלומר, .M < f(x) ≤ f(y) ,x < y < x0 לכל

.M < f(y) ,y ∈ Vx0 לכל שבה ,Vx0 ,x0 של

שווה במידה רציפות 4.12

íא I באינטרוול שווה במידה רציפה f(x)ֿש נאמר .I אינטרוול על מוגדרת f(x) תהי במ"שהגדרה. רציפות

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x1, x2 ∈ I |x1 − x2| < δ =⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε

הנבחרות בנקודות תלוי אינו δ הרציפות שמודולוס הוא שווה במידה לרציפות רציפות ïבי ההבדל
.εֿב רק אלא
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שווה במידה רציפות ורציפות4.12 גבולות פונקציות, 4

δ > 0 íקיי כי בשלילה נניח ;ε > 0 ïנתו יהי רציפה. f .0 ≤ x <∞ ,f(x) = x2 דוגמה.
.x2 = x1 + δ

2 נבחר .|f(x1) − f(x2)| < ε⇐= |x1 − x2| < δ x1, x2 > 0 שלכל êכ
על (כלומר, .x1 →∞ כאשר f(x2)− f(x1) = (x1 + δ

2 )2 − x2
1 = δx1 + δ2

4 →∞ אז
(.x→∞ֿש ככל ïלקטו δ הסביבה גודל

.Iֿב חסומה f(x) אזי .I íחסו קטע על במ"ש רציפה פונקציה f(x) תהי :146 טענה

.|f(x1)− f(x2)| < 1⇐= |x1 − x2| < δֿש êכ 0 < δ = δ(1) íקיי .ε = 1 נבחר הוכחה.
,|a− x1| < δ ,|xi+1 − xi| < δֿש êכ ,a < x1 < . . . < xl < b ,Iֿב נקודות סדרת נבחר

.M = max(f(x1), . . . , f(xl)) + 1 נגדיר .|b− xl| < δ

מלעיל.) íחס זהו (כלומר, .f(x) < M ,x ∈ I לכל :1.146 למה

או (i = 1) x ∈ [a, x1] או 1 ≤ i ≤ l − 1 עבור x ∈ [xi, xi+1] אז .x ∈ I נבחר הוכחה.
.f(x) < M ïלכ ;|f(x)− f(xi)| < 1 ,íמהמקרי אחד בכל .(i = l) x ∈ [xl, b]

זאת, (לעומת חסומה. שאיננה ïמכיוו במ"ש, רציפה איננה 0 < x ≤ 1 על f(x) = 1
x דוגמה.

במ"ש.) רציפה ואיננה חסומה 0 < x ≤ 1 על g(x) = sin 1
x

במ"ש. בו רציפה סגור בקטע רציפה פונקציה (קנטור): 147 משפט

íקיי אזי במ"ש. רציפה איננה f(x) כי בשלילה נניח .[a, b] הקטע על רציפה f(x) תהי הוכחה.
עבור .|f(xδ

1) − f(xδ
2)| ≥ ε êא |xδ

1 − xδ
2| < δֿש êכ xδ

1 ,xδ
2 íקיימי δ > 0 שלכל êכ ε > 0

בסדרות ïנתבונ .|f(αn) − f(βn)| ≥ ε ,|αn − βn| < 1
n שֿ êכ αn ,βn נקודות נבחר ,δ = 1

n

íמתקיי .αnk
→ x0 ∈ [a, b] תתֿסדרה קיימת בולצ'אנוֿויירשטראס, משפט לפי .(αn) ,(βn)

f(αnk
)→ f(x0) היינה לפי ïלכ ,[a, b]ֿב רציפה f(x) .|αnk

− βnk
| < 1

nk
כי ,βnk

→ x0 íג
,|f(αnk

)− f(x0)| < γ ,k > Nγ שלכל êכNγ íקיי γ > 0 לכל כלומר, .f(βnk
)→ f(x0)ֿו

ונקבל למשל, ,γ = ε
10 נבחר .ε ≤ |f(αnk

)− f(βnk
)| < 2γ ,ïמכא .|f(βnk

)− f(x0)| < γ

סתירה.
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דיפרנציאלי ïחשבו 5

דיפרנציאלי ïחשבו 5

הנגזרת 5.1

כֿ מוגדרת x0ֿב f(x) של x0).הנגזרת בסביבת מוגדרת (ובפרט x0ֿב רציפה f(x) תהי נגזרתהגדרה. 9.1.2007

f ′(x0)
def= lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

אזי f |Vx0
≡ g |Vx0

שֿ êכ x0 של Vx0 מלאה סביבה קיימת íא ממשיות; פונקציות f ,g íא
51.f ′(x0) = g′(x0)

,x0 ∈ R ,f(x) = ax + b עבור דוגמה.

f ′(x0) = lim
h→0

a(x0 + h) + b− (ax0 + b)
h

= lim
h→0

ah

h
= a

,0 6= x0 ∈ R ,g(x) = 1
x עבור

g′(x0) = lim
h→0

1
x0+h −

1
x0

h
= lim

h→0

x0 − (x0 + h)
hx0(x0 + h)

= lim
h→0

−1
x0(x0 + h)

=
−1
x2

0

.x0ֿב רציפה f(x) אזי x0ֿב גזירה f(x) íא :148 טענה

.íקיי f ′(x0) = limh→0
f(x0+h)−f(x0)

h כי נניח .x0 בסביבת מוגדרת f(x) ראשית, הוכחה.

limx→x0 f(x)− f(x0) = limh→0
hf(x0+h)−fh(x0)

h

= limh→0 h · limh→0
f(x0+h)−f(x0)

h

= 0 · f ′(x0) = 0

היא משמאל נגזרת גזירה. איננה היא x0 = ב0ֿ כי נראה .f(x) = |x| תהי דוגמה.
ïמימי נגזרת יש כלומר, ;limh→0+

|h|−0
h = 1 היא ïמימי והנגזרת limh→0−

|h|−0
h = −1

ב0ֿ. נגזרת ïאי êא משמאל, נגזרת ויש

limx→0 f(x) = 0 = f(0)íמתקיי .f(0) = 0 ,x 6= 0 עבור f(x) = x sin 1
x תהי דוגמה.

והפונקציה íקיי אינו limh→0
h sin 1

h−0

h = limh→0 sin 1
h הגבול êא רציפה, זו פונקציה ïולכ

ב0ֿ. גיזרה אינה

מתקבל זו, בסביבה f = g íא יותר; קטנה סביבה על רק להסתכל אפשר תמיד ïולכ מקומית, תכונה היא 51נגזרת

בנגזרות. ïשוויו

59



המשיק כשיפוע הנגזרת דיפרנציאלי5.2 ïחשבו 5

המשיק כשיפוע הנגזרת 5.2

רציפה f̂(x) עבור f(x) = xf̂(x) = o(x) íא אפסית פונקציה נקראת f(x) פונקציה הגדרה. אפסית פונקציה

.f̂(0) = limx→0 f̂(x) = 0 ב0ֿ,

limx→0
f(x)

x וֿ= 0 = f(0) ,0 בסביבת מוגדרת f(x) í"íא אפסית פונקציה f(x) :149 טענה
.0

.limx→0
f(x)

x = limx→0
xf̂(x)

x = limx→0 f̂(x) = 0 אפסית. f(x) כי נניח הוכחה.

הגדרה ועלֿפי ,limx→0 f̂(x) = 0 = f̂(0) אז .f̂(x) =


f(x)

x x 6= 0

0 x = 0
נגדיר ,êלהיפ

.f(x) = xf̂(x)

ïכול f(x) = sin2 x ,f(x) = x2 sinx + x3 cos x ,f(x) = x
3
2 ,f(x) = x2 דוגמה.

אפסיות. פונקציות

אפסיות. ïה חסומה בפונקציה אפסית פונקציה ומכפלת אפסיות פונקציות שתי íסכו :150 טענה

h(x) íא .g(x) + f(x) = x(ĝ(x) + f̂(x)) אז .g(x) = xĝ(x) ,f(x) = xf̂(x) הוכחה.
.h(x)f(x) = x(f̂(x)h(x)) חסומה,

,x0 של בסביבה ,íא ורק íא f ′(x0) = β אזי .x0 בסביבת מוגדרת f(x) תהי :151 טענה
.f(x0 + h) = f(x0) + hβ + o(h) íמתקיי

íמתקיי אזי .(o(h) = hu(h) (כאשר f(x0 + h) = f(x0) + hβ + hu(h) כי נניח הוכחה.
.f ′(x0) = limh→0

f(x0+h)−f(x0)
h = limh→0

hβ+hu(h)
h = β

g(0) = 0 כעת, .g(h) = f(x0 + h)− f(x0)− hβ בפונקציה ïנתבונ .f ′(x0) = β כי נניח
g(h) ïלכ .limh→0

f(x0+h)−f(x0)−hβ
h = limh→0

f(x0+h)−f(x0)
h − limh→0

hβ
h = ו0ֿ

.f(x0 + h) = f(x0) + hβ + g(h) ïואכ אפסית,

a(x− x0) + l(x0) = l(x) = ax + b – ישר הגדרה.

x0 בנקודה f(x)ֿל משיק l(x) שישר נאמר .x0 בסביבת המוגדרת פונקציה f(x) תהי הגדרה. בנקודה משיק

.f(x0 + h) = l(x0 + h) + o(h) שבה x0 של סביבה קיימת íא

l(x) = f ′(x)(x וֿ− x0ֿב גזירה f(x) í"íא x0 בנקודה f(x)ֿל משיק l(x) ישר :152 טענה
.x0) + f(x0)

הגדרה, לפי אזי, x0 בנקודה f(x)ֿל משיק l(x) = a(x − x0) + l(x0) íא ראשית, הוכחה.
íלרשו ïנית íא קודמת, טענה לפי .f(x0 + h) = l(x0 + h) + o(h) = l(x0) + ah + o(h)

.f ′(x0) = aֿו x0ֿב גזירה f(x) אזי כזו בצורה f(x) את
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.f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + o(h) קודמת טענה לפי אזי ,x0ֿב גזירה f(x) ,êלהיפ
משיק l(x) ïולכ ,f(x0 +h) = l(x0 +h)+ o(h) ואז l(x) = f ′(x0)(x−x0)+ f(x0) נגדיר

.x0 בנקודה f(x)ֿל

נגזרות של אריתמטיקה 5.3

;(f ′+g′)(x0) = f ′(x0)+g′(x0) (1 – אזי .x0 בנקודה גזירות f(x) ,g(x)תהיינה :153 טענה
.(c · f)′(x0) = cf ′(x0) ,c ∈ R עבור (2

(1) הוכחה.
f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + o1(h)

+ g(x0 + h) = g(x0) + hg′(x0) + o2(h)

(f + g)(x0 + h) = (f + g)(x0) + h(f ′(x0) + g′(x0)) + (o1 + o2)(x0)

.(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0) קודמת, טענה עלֿפי ,ïלכ

.(f ·g)′(x0) = f(x0)g′(x0)+f ′(x0)g(x0) אזי .x0ֿב גזירות f ,g :(õלייבני (כלל 154 טענה

.g(x0 +h) = g(x0)+hg′(x0)+o2(h) ,f(x0 +h) = f(x0)+hf ′(x0)+o1(h) הוכחה.
אזי

(f · g)(x0 + h) = (f · g)(x0) + h(f ′(x0)g(x0) + g′(x0)f(x0))

+ o1(h)(g(x0) + hg′(x0) + o2(h))

+ o2(h)(f(x0) + hf ′(x0) + o1(h))

+ h · h · f ′(x0) · g′(x0)

אפסית o2(h) אפסית; ïמכפלת ïלכ חסומה, g(x0) + hg′(x0) + o2(h)ֿו אפסית o1(h)

אפסית. h · h · f ′(x0) · g′(x0) אפסית; ïמכפלת ïלכ חסומה, f(x0) + hf ′(x0) + o1(h)ֿו
.(f · g)(x0 + h) = (f · g)(x0) + h(f ′(x0)g(x0) + g′(x0)f(x0)) + o(h) קיבלנו

אזי .f(x0)ֿב וגזירה רציפה g(x) ,x0ֿב וגזירה רציפה f(x) תהי השרשרת): (כלל 155 משפט 11.1.2007

.(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0)

פונקציה f̂ כאשר ,f(x) = cx+ f̂(x) ותהי אפסית פונקציה g(x) תהי :1.155 למה הוכחה.
אפסית. פונקציה íג (g ◦ f)(x) = g(f(x)) אזי אפסית.

íמתקיי .f(x) = x(c + u(x)) אז .f̂(x) = xu(x) ,g(x) = xĝ(x) ïנסמ הוכחה.
.g(f(x)) = f(x)ĝ(f(x)) = x(c + u(x))ĝ(f(x)) :g ◦ f בֿ ïנתבונ .limx→0 f(x) = 0

.limx→0 t(x) = 0 ב0ֿ, רציפה t(x) = (c + u(x))ĝ(f(x)) כי להראות נותר

lim
x→0

t(x) = lim
x→0

(c + u(x)) lim
x→0

ĝ(x(c + u(x))) = cĝ(f(0)) = cĝ(0) = 0 = t(0)

אפסית. פונקציה xt(x) = (g ◦ f)(x) ïלכ
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íהלינאריי íבקירובי נשתמש .(g ◦ f)′(x0) = limh→0
(g◦f)(x0+h)−(g◦f)(x0)

h מהגדרה,
נגדיר .g(x0 + v) = g(x0) + vg′(x0) + ĝ(v)ֿו f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + f̂(h)

.y = f(x0)

(g ◦ f)(x0 + h) = g(f(x0 + h))

= g(y + [hf ′(x0) + f̂(h)])

= g(y) + g′(y)[hf ′(x0) + f̂(h)] + ĝ(hf ′(x0) + f̂(h))

ĝ(hf ′(x0) + íג הלמה, עלֿפי אפסית; g′(y)f̂(h) ;ïראשו מסדר íגור הוא hg′(y)f ′(x0)

כנדרש, ,ïולכ (g ◦ f)(x0 + h) = (g ◦ f)(x0) + hf ′(x0)g′(y) + o(h) אז אפסית. f̂(h))

.(g ◦ f)′(x) = g′(f(x0))f ′(x0)

אז .f(x) = (g ◦ u)(x) = (1 + x2)2 ותהי u(x) = 1 + x2 ,g(y) = y2 תהיינה דוגמה.
.f ′(x) = (g ◦ u)′(x) = g′(u(x))u′(x) = 2(1 + x2) · 2x

.( f
g )′(x0) = f ′(x0)g(x0)−g′(x0)f(x0)

(g(x0))2
אזי .g(x0) 6= 0 ,x0ֿב גזירות f ,g תהיינה :156 טענה

שימוש עלֿידי הטענה את להוכיח נוכל ואז ,( 1
g )′(x0) = −g′(x0)

(g(x0))2
להוכיח מספיק הוכחה.

.u(y) = 1
y נגדיר במכפלה.

(
1
g
)′(x0) = (u(g(x)))′(x0) = u′(g(x0))g′(x0) = g′(x0) ·

−1
(g(x0))2

ההפוכה הפונקציה נגזרת 5.4

15.1.2007

íמתקיי אזי f ′(x0) 6= 0 íא .x0 של Vx0 מלאה בסביבה והפיכה רציפה f(x) תהי :157 משפט
.(f−1)′(f(x)) = 1

f ′(x)

.y0 = f(x0) ïנסמ הוכחה.
(f−1)′(y0) = limh→0

f−1(y0+h)−f−1(y0)
h

= limh→0

(
h

f−1(y0+h)−f−1(y0)

)−1

– אז .x0 6= 0 עבור limx→x0
1
x = 1

x0
= 1

limx→x0 x כי ידוע

=
(
limh→0

h
f−1(y0+h)−f−1(y0)

)−1

=
(
limh→0

y0+h−y0
f−1(y0+h)−f−1(y0)

)−1

=
(
limh→0

f(f−1(y0+h))−f(f−1(y0))
f−1(y0+h)−f−1(y0)

)−1

=
(
limh→0

f(f−1(y0+h))−f(x0)
f−1(y0+h)−x0

)−1

.f−1(y0 + h) = x0 + u אז ;limh→0 f−1(y0 + h) = f−1(y0) = x0 ,f−1 מרציפות
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=
(
limu→0

f(x0+u)−f(x0)
x0+u−x0

)−1

= (f ′(x0))−1 = 1
f ′(x0)

או – f(x) = sin3(x) + x5 + 7 למשל, – מפורשת בהגדרה ïלהינת יכולה פונקציה הערה:
אגפי שני את נגזור קיימת. u′(t) כי נניח .u5(t) + 7u(t) + t3 + t = 7 למשל, – סתומה בהגדרה
.(u5(t))′ + 7u′(t) + (t3)′ + t′ = 5u4(t)u′(t) + 7u′(t) + 3t2 + 1 = 0 ונקבל המשוואה

.p(x) =
∑n

k=0 akxk :íפולינומי דוגמה.
נניח .(x1)′ = 1 ·x1−1 = 1 ,n = 1 עבור .(xn)′ = nxn−1 כי נראה ,n על באינדוקציה
אז .(xn+1)′ = (xnx)′ = (xn)′x + xnx′ = nxn−1x + xn = (n + 1)xn אז .n עבור
(p(x))′ = (

∑n
k=0 akxk)′ =

∑
k=0n(akxk)′ =

∑n
k=0 ak(xk)′ =

∑n
k=1 kakxk−1

מתאפס). המחובר ,k = 0 (עבור

.(loga x)′ = 1
x ln a ,(lnx)′ = 1

x כי נראה דוגמה.
(lnx)′(x0) = limh→0

ln(x0+h)−ln(x0)
h

= limh→0
1
h ln(x0+h

x0
)

= limh→0
1
h ln(1 +

1
x0
1
h

)

= limh→0 ln(1 +
1

x0
1
h

)
1
h

,ïמכא .limn→∞(1 + c
an

)an = ec אז .an = 1
hn
→ +∞ ,0 6= hn → 0+ עבור

limh→0 ln(1 +
1

x0
1
h

)
1
h = limn→∞ ln(1 +

1
x0
1

hn

)
1

hn

= limn→∞ ln(1 +
1

x0
an

)an

= ln limn→∞(1 +
1

x0
an

)an

= ln e
1

x0 = 1
x0

עד (.limx→x0 g(x) = g(limx→x0 x) = g(x0) אז רציפה g íא קודמת, טענה פי (על
כתרגיל. (an → −∞) השמאלית הנגזרת חישוב ימנית. נגזרת חישבנו ïכא

.(loga x)′ = 1
x ln a ïולכ , 1x = ln a(loga x)′ ונקבל נגזור ;lnx = ln a loga x

.(ax)′ = ax ln a ,(ex)′(x0) = ex0 כי נראה דוגמה.
במשפט להשתמש נוכל ,f−1(y) = ey ,f(x) = lnx נגדיר íא אז ,(ex)−1 = lnx

(ey)′(y0) = 1
ln′(ey0 ) = 1

1
ey0

= ey0 ולקבל
.(ax)′ = (eln ax)′ = eln ax ln a = ax ln a נקבל השרשרת מכלל ;ax = eln ax

.(xβ)′ את נחשב ,x > 0 ,β ∈ R עבור :(xn)′ = nxn−1 הכלל את להכליל נוכל ,ïמכא
.(xβ)′ = (eβ ln x)′ = eβ ln x · β · 1

x = βxβ−1 ונקבל נגזור אז ,xβ = eln xβ

ממוצע êער משפטי 5.5

בו. פנימית נקודה בכל וגזירה Iֿב רציפה f(x) íא I בקטע גזירה f(x) שפונקציה נאמר בקטעהגדרה. גזירות
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x < x0 (2 ;f(x0) ≤ f(x) ⇐= x > x0 (1 – íא x0 בסביבת עולה שפונציה נאמר הגדרה.
ממש.) יורדת יורדת, ממש, עולה – דומה ïבאופ) .f(x) ≤ f(x0)⇐=

בסביבת ממש עולה f(x) אזי .f ′(x0) > 0 כי ונניח ,x0 בסביבת מוגדרת f(x) תהי :158 טענה
.x0

δ > 0 íקיי .ε = f ′(x0)
2 נבחר .limh→0+

f(x0+h)−f(x0)
h = f ′(x0) מהגדרה, הוכחה.

0 < h < δ לכל כלומר, .| f(x0+h)−f(x0)
h − f ′(x0)| < f ′(x0)

2 ,0 < h < δ שלכל êכ
.∀ 0 < h < δ f(x0 +h)−f(x0) > 0 בפרט אז .0 < f ′(x0)

2 < f(x0+h)−f(x0)
h < 3

2f ′(x0)

שלילי). h) שמאלית בסביבה דבר אותו

f(x) של מקומי íמקסימו נקודת x0 כי נאמר .x0 של Vx0 בסביבת מוגדרת f(x) תהי 16.1.2007הגדרה. ïקיצו נקודת

דומה ïבאופ) .f(x) ≤ f(x0) ,x ∈ Ux0 שלכל êכ Ux0 ⊆ Vx0 x0 של (מלאה) סביבה קיימת íא
מקומי.) íמינימו –

מקומי. íמינימו או íמקסימו נקודת היא x0 íא f(x) של ïקיצו נקודת x0ֿש נאמר

f(x)ֿו f(x0) של ïקיצו נקודת x0 íא .x0 בסביבת מוגדרת f(x) תהי (פרמה): 159 משפט
.f ′(x0) = 0 אזי ,x0ֿב גזירה

,x < 0 ועבור ,x3 > 0 ,x > 0 עבור êא f ′(0) = 3x2 |x=0= 0 ,f(x) = x3 דוגמה.
הכרחי. לא êא מספיק התנאי ïלכ .x3 < 0

,x > x0 עבור אז ,x0ֿב ממש עולב f(x) קודמת, טענה לפי .f ′(x0) > 0 כי נניח הוכחה.
בסתירה ,f(x) < f(x0) ,x < x0 עבור מקומי. íמקסימו x0ֿש êלכ בסתירה ,f(x0) < f(x)

מקומי. íמינימו x0ֿש êלכ

נקודה קיימת אזי .f(a) = f(b) כי ונניח ,[a, b] בקטע גזירה f(x) תהי (רול): 160 משפט
.f ′(c) = 0 שבה a < c < b

íומינימו c1 íמקסימו íקיימי f(x)ֿל ויירשטראס משפט לפי ïלכ ,[a, b]ֿב רציפה f(x) הוכחה.
maxx∈[a,b] f(x) = f(a) = f(b) = minx∈[a,b] f(x) נקודותקצה, c1 ,c2 íא .[a, b] בקטע c2

קצה; נקודת איננה c1 בה"כ אחרת, .f ′(x) = 0 x ∈ (a, b) נקודה בכל ,ïולכ f(x) = d כלומר, –
.f ′(c1) = 0 פרמה ולפי ,ïקציו נקודת c1 ïלכ

k íישנ íלפולינו íא .íממשיי íשורשי k היותר לכל íישנ k ממעלה íלפולינו כי ïנטע דוגמה.
p(x) = ax + b ,k = 1 עבור באינדוקציה. נוכיח .íשורשי k− 1 לפחות יש לנגזרת ,íשורשי
הנחת ולפי k ממעלה íפולינו p′(x) ,deg p(x) = k + 1 íא היותר. לכל אחד שורש וישנו

.íשורשי k היותר לכל לו יש האינדוקציה

c ∈ נקודה קיימת אזי .[a, b] בקטע גזירה f(x) תהי לגראנז'): של íהביניי êער) 161 משפט
.f ′(c) = f(b)−f(a)

b−a שֿ êכ (a, b)
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u(x) הפונקציה .u(x) = f(x) − l(x)ֿו 52l(x) = f(b)−f(a)
b−a (x − a) + f(a) נגדיר הוכחה.

∃c ∈ (a, b) : u′(c) = f ′(c)− l′(c) = 0 רול, לפי ,ïלכ .u(b) = 0 ,u(a) = 0 ,[a, b]ֿב גזירה
כנדרש. ,f ′(c) = l′(c) = f(b)−f(a)

b−a) (x− a)′ + (f(a))′ |x=c=
f(b)−f(a)

b−a כלומר, –

.f(x) = d⇐= ∀a < x < b f ′(x) = 0 .[a, b]ֿב גזירה f(x) תהי :162 מסקנה

0 = f ′(cx1,x2) = f(x2)−f(x1)
x2−x1

כêשֿ cx1,x2 יש לגראנז', לפי .a ≤ x1, x2 ≤ bתהיינה הוכחה.
.∀a ≤ x1, x2 ≤ b f(x1) = f(x2)⇐=

אזי .∀a < x < b f ′(x) = f(x) כי ונניח ,[a, b] בקטע גזירה f(x) תהי :163 מסקנה
.f(x) = cex

g(x) = c ïלכ ,g′(x) = f ′(x)ex−f(x)(ex)′

(ex)2 = 0 אז .g(x) = f(x)
ex בפונקציה ïנתבונ הוכחה.

.f(x) = cexֿו

ממעלה íפולינו f(x) אזי .íפולינו f ′(x) = p(x) ,[a, b]ֿב גזירה f(x) תהי :164 מסקנה
.deg p(x) + 1

נגדיר :u′(x) = p(x)ֿש êכ u(x) íפולינו נמצא .f ′(x) = p(x) =
∑n

k=0 akxk הוכחה.
,g′(x) = f ′(x)− u′(x) = 0 אז .g(x) = f(x)− u(x)ֿב ïנתבונ .u(x) =

∑n
k=0

ak

k+1xk+1

.deg p(x) + 1 ממעלה íפולינו f(x) = u(x) + c ïלכ

.g(b)−g(a) 6= כêש0ֿ [a, b]ֿגזירותבf(x) ,g(x)תהיינה קושי): של íהביניי êער) 165 משפט 18.1.2007

(2 ;f ′(c) = g′(c) = 0 (1 – íמתקיי íמהבאי שאחד êכ a < c < b נקודה קיימת אזי
53. f(b)−f(a)

g(b)−g(a) = f ′(c)
g′(c)

.u(x) = (g(x)−g(a))(f(b)−f(a))+(f(a)−f(x))(g(b)−g(a))פונקציה נגדיר הוכחה.
– מתאפסת הנגזרת בה a < c < b נקודה קיימת רול, משפט לפי .u(b) = 0 ,u(a) = 0 íמתקיי

.0 = u′(c) = g′(c)(f(b)− f(a))− f ′(c)(g(b)− g(a))

נקבל ,g(b) − g(a) 6= ש0ֿ ïמכיוו ;0 = −f ′(c)(g(b) − g(a)) אזי ,g′(c) = 0 íא
.f ′(c) = 0

נחלק .g′(c)(f(b) − f(a)) = f ′(c)(g(b) − g(a)) ונקבל íאגפי נעביר ,g′(c) 6= 0 íא
. f(b)−f(a)
g(b)−g(a) = f ′(c)

g′(c) ונקבל g(b)− g(a) 6= וב0ֿ g′(c) 6= ב0ֿ

,f ′+(a) = limh→0+
f(a+h)−f(a)

h íקיימי ונניחכי ,[a, b]ֿגזירהבf(x) תהי (דרבו): 166 משפט
באינטרוול s לכל אזי .f ′+(a) < f ′−(b) כי בה"כ נניח .f ′−(b) = limh→0−

f(b+h)−f(b)
h

54.f ′(c) = sֿש êכ a < c < b נקודה קיימת [f ′+(a), f ′−(b)]

.(b, f(b))ֿו (a, f(a)) êדר העובר הישר 52זהו
נפרדת. בנקודה תנאי כל – íמתקיימי íהתנאי שני ïבה פונקציות ï53ישנ

.íהביניי êער תכונת את מקיימת הנגזרת 54כלומר,
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הטריגונומטריות הפונקציות נגזרות דיפרנציאלי5.6 ïחשבו 5

ïלכ .v′−(b) = f ′−(b)− s > 0 ,v′+(a) = f ′+(a)− s < 0 .v(x) = f(x)− sx נגדיר הוכחה.
שמאלית בסביבה ועולה (v(a1) < v(a)ֿש êכ a1 > a יש (ובפרט a של ימנית בסביבה יורדת v

f ′(x) = s וינבע v′(x) = 0 שבה נקודה נחפש .(v(b1) < v(b)ֿש êכ b1 < b יש (ובפרט b של
.(v′(x) = f ′(x)− (sx)′ = 0)

.v′(c) = ש0ֿ êכ a < c < b קיימת רול משפט לפי ,v(b) = v(a) íא
משפט לפי ïלכ ,v(b1) < v(b) < v(a) כי ידוע .[a, b1]ֿב v(x)ֿב ïנתבונ ,v(a) > v(b) íא
êכ d < c < b קיימת רול, משפט לפי .v(d) = v(b)ֿש êכ a < d < b1 קיימת íהביניי êער

.v′(c) = ש0ֿ
לפי .v(d) = v(a)ֿש êכ a1 < d < b קיימת .[a1, b]ֿב v(x)ֿב ïנתבונ ,v(a) < v(b) íא

.v′(c) = ש0ֿ êכ a < c < d קיימת רול, משפט

רציפה איננה נגזרתה êא הישר בכל גזירה f .f(x) =

x2 sin 1
x x 6= 0

0 x = 0
נגדיר דוגמה.

נקבל x 6= 0 עבור êא ,limh→0
h2 sin 1

h−0

h = limh→0 h sin 1
h = 0 היא ב0ֿ הנגזרת ב0ֿ:

íג ïלכ ,íקיי איננו limx→0 cos 1
x הגבול ;f ′(x) = (x2 sin 1

x )′ = 2x sin 1
x − cos 1

x

.íקיי איננו limx→0 f(x)

הטריגונומטריות הפונקציות נגזרות 5.6

íשימושיי גבולות 5.6.1

.sinx ≤ x ≤ sin x
cos x ,0 < x < π

2 עבור :167 טענה

limx→0
sin x

x = 1 :168 22.1.2007טענה

,'õהסנדווי משפט לפי ,ïמכא הקודמת; הטענה עלֿפי ,cos x ≤ sin x
x ≤ 1 ,x > 0 עבור הוכחה.

.limx→0+
sin x

x = 1

.limx→0−
sin x

x = limx→0+
sin x

x = ו1ֿ sin(−x)
−x = − sin x

−x אז ,sin(−x) = − sinx

55.limh→0
cos h−1

h = 0 לדעת: שכדאי גבול עוד

cos(x)ֿו sin(x) 5.6.2

sin′(x) = limh→0
sin(x+h)−sin(x)

h

= limh→0
sin(x) cos(h)+sin(h) cos(x)−sin(x)

h

= cos(x) limh→0
sin(h)

h + sin(x) limh→0
cos(h)−1

h = cos(x)

את למשל, לחשב, ïנית cos(2θ) = cos2 θ − sin2 θ = 1 − 2 sin2 θ הזהות ובאמצעות הזה הגבול 55באמצעות

.limh→0
cos h−1

h2 = limh→0
−2 sin2( h

2 )

( h
2 )2

· 1
4

= − 1
2
הגבול
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השרשרת, כלל עלֿפי ,ïלכ ,cos(x) = sin(π
2 − x) íומתקיי

cos′(x) = sin′(
π

2
− x)(−1) = − cos(

π

2
− x) = − sin(x)

cotan(x)ֿו tan(x) 5.6.3

אז ,tan(x) = sin(x)
cos(x)

tan′(x) =
sin′(x) cos(x)− sin(x) cos′(x)

cos2(x)
=

cos2(x) + sin2(x)
cos2(x)

=
1

cos2(x)

אז ,cotan(x) = tan(π
2 − x) íומתקיי

cot′(x) = tan′(
π

2
− x)(−1) =

−1
cos2(π

2 − x)
=

−1
sin2(x)

ההפוכות הטריגונומטריות הפונקציות 5.6.4

נגדיר .arcsin′(x) = 1
sin′(arcsin(x)) = 1

cos(arcsin(x)) המשפט, עלֿפי .arcsin(x) = sin−1(x)

ïלכ ,cos2 θ + sin2 θ = cos2 θ + x2 = 1 ואז sin θ = x אז ;(0 < θ < π) θ = arcsin(x)

.arcsin′(x) = 1√
1−x2 ïלכ .cos θ =

√
1− x2 ïומכא cos2 θ = 1− x2

,arccos(x) = π
2 −θ = π

2 −arcsin(x) אז .sin θ = x = cos(π
2 −θ) אז arcsin(x) = θ

.arccos′(x) = − arcsin′(x) = −1√
1−x2 ïומכא

íמתקיי אז ;θ = arctan(x) נגדיר .arctan′(x) = 1
tan(arctan(x)) = cos2(arctan(x))

ïלכ .cos2 θ = 1
tan2 θ+1 = 1

x2+1 אז .tan2 θ + 1 = sin2 θ
cos2 θ + 1 = sin2 θ+cos2 θ

cos2 θ = 1
cos2 θ

.arctan′(x) = 1
x2+1

,arccotan(x) = π
2 − arctan(x) אז .tan θ = x = cotan(π

2 − θ) אז arctan(x) = θ

.arccotan′(x) = −1
1+x2 וֿ (π

2 − arctan(x))′ = arccotan′(x) ïומכא
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