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  :הגדרה
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  :הגדרה
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  :הגדרה 
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  : משפט
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  אינטגרלים מסויימים
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  : למה
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  :הגדרה
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  :הגדרה 

],[ -חסומה ב' פונק xf)( תהי ba נאמר כי )(xfפי דרבו בקטע אם "ע'  אינטII =.  

IIdxxfונסמן 
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==⋅∫ )(  

  
  ):לבש מוחלש(משפט

],[ - מוגדרת בxf)(אם נתונ ש  baשאפשר לסדר אותם בסדרה (בן מניה '  ויש לה מס
∞
=1)( nna(  

  .רבילית  אינטגxf)(של נקי אי רציפות  אזי 
  

  ):גרסה מוחלשת לבש מוחלש(משפט
],[ - מוגדרת בxf)(אם נתונ ש  baסופי '  ורציפה פרט למסk אזי '   ישל נק)(xf 

  .אינטגרבילית 
  

  )'פונקציות מונו(משפט 
],[ -ב ) חסומה('מונוxf)(תהי  ba אזי )(xfבקע'  אנט.  

  
  :הערה 

  .אזי אין משמעות למושג אינטגרל' לפונקציה יש נקודת אי רציפות שבה לא מוגדרת נקאם 
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  ):'תנאים הכרחיים ומספיקים לאינט(משפט
],[ -ב' ק אנטפונ xf)( תהי ba 1  אזי()(xf 0 לכל )2 חסומה שם>ε 0 יש>δ כך שלכל 
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  :משפט
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  ):פונקציות רציפות(משפט 
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  ):'אנט' תכונות של פונק(משפט

],[ -ב'  אינטxf)(תהי  ba ותהי )(xgהמקיימת ' פונק' פונק)()( xgxf '  פרט אולי למס=
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  :פעולות חשבון
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  : משפט
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  :משפט
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  :מסקנה 

],[ - רציפה בxf)(אם   ba אזי יש ],[ bac∈ כך ש ∫ ⋅=−⋅
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dxxfabcf )()()(  
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  :הגדרה
 ℜ∈∀xפונק אשר מתקיים כי ℜ→ℜ:Fכלשהי ותהי '  פונקℜ→ℜ:fתהי 

)()(' xfxF   .xf)( פונקציה קדומה של xF)(אזי נקרא ל =
  

  .כל פונקציה קדומה היא גזירה ולכן כל פונקציה קדומה היא רציפה :הערה 
  

  : משפט
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xx

=+→
)('lim

0
אזי 

Lxf ומתקיים כי xf)(ל 0x-יש נגזרת ב  =+ )(  
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  :שיטת אינטגרציה בחלקים 
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  אינטגרלים הלא מסוימים
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−
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dxxxRהצבות טריגונומטריות   )cos,(sin  
  מקרה כללי
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2
xtgt 2 אזי =

2
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−
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+
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dxvuRמקרה פרטי כאשר פונקציה  )1 כאשר משנים סימן ל משנה את סימנה  ),(
u- 



-7-  
  זבלב  דימה
 אילן- בר'אונ

xtאזי במקרה כזה נציב  cos= ,
dtttRxdxxRdxxxR ⋅−−=⋅⋅−−=⋅ ),1(cos)cos,cos1()cos,(sin 22  

dxvuRמקרה פרטי כאשר פונקציה  )2 ימן ל כאשר משנים סמשנה את סימנה  ),(
v- 

xtאזי במקרה כזה נציב  sin= ,
dtttRxdxxRdxxxR ⋅−=⋅⋅−−=⋅ )1,(sin)sin1,(sin)cos,(sin 22 

  
dxvuRמקרה פרטי כאשר פונקציה  )3 כאשר משנים סימן ל משנה את סימנה  ),(

v-ו -u 

tgxtאזי במקרה כזה נציב  = ,)
1

1,()cos,(sin 2xtg
tgxRdxxxR

+
=⋅  

  
  ) חשבון האינטגרלינוסחה היסודית של ( משפט
],[ -ב רציפה xf)( תהי  ba ותהי )(xG פונק קדומה של )(xfב - ],[ ba אזי :  

)()()( aGbGxf
b

a

−=∫ 

  
  : משפט
],[ -ב'  אנטxf)( תהי  ba ותהי )(xFפונקציה רציפה ב - ],[ baאזי וגזירה ב -),( ba פרט

)()(ומקיימת ' סופי של נק' אולי למס xfxF   נקודות אזי ' פרט אולי למס′=

)()()( aFbFxf
b

a

−=∫  

  
  . כן חסומה' על קטע לא חסום אבל עם פונק' אנט:  1סוג נטגרל יא

  :הגדרה 
−∞∞(ב  מוגדרות xf)(אם      : אז נגדיר ℜקטע סגור של -בכל תת' ואינט) ,

dxxfdxxfdxxf
c

c

∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−= )()()(   

∫dxxf ונאמר כי  כלשהוץℜ∈cכאשר 
∞

∞−

dxxfם שני האנט "מתכנס אם)(
c
∫
∞

dxxf ו )(
c

∫
∞−

)(  

  . מתכנסים כל אחד בנפרד
  :משפט 
],( מוגדרת xf)( תהי    ∞aבכל '  ואנט],[ ba 0)( ונניח כי xf≤ לכל ),[ ∞∈ ax 

dxxf: אזי
a
∫
∞

dxxfם האנט החלקיים " אם)(
b

a
∫ )() ∞≤≤ ba ( חסומים מלעל.  

   )1 -ה' מבחן השוואה האנט( משפט
],( - שתי פונקציות מוגדרות בxg)( ו xf)(יהיו    ∞aבכל '  אנט],[ ba כך ),[ ∞∈ ax  

0)()(ו  xgxf    אזי≥≥

dxxgאם . 1  
a
∫
∞

dxxf מתכנס אז )(
a
∫
∞

  . מתכנס )(

  אינטגרלים לא אמיתיים מסוג ראשון
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dxxfאם . 2  
a
∫
∞

dxxg מתבדר אז )(
a
∫
∞

  . מתבדר )(

  :  )2 -ה' מבחן השוואה האנט(מסקנה
],( - שתי פונקציות מוגדרות בxg)( ו xf)(יהיו    ∞aבכל '  אנט],[ ba כך ),[ ∞∈ ax  

0)(ו  xf≤ 0)( ו xg≤ב - ),[ ∞a  אם קיימות βα   :כך ש,

βα ≤<<
)(
)(0
xg
xf  

  . אזי אינטגרלים מתכנסים ומתבדרים יחד
  בחלת ' אינט

  ):דומה לטור מתכנס ( הגדרה 
],[ - מוגדרת בxf)(נניח כי  ∞aב'  ואנט- ],[ ba עבור  כל ba  מתכנס xf)( נאמר כי >

dxxfבהחלט אם 
a
∫
∞

dxxf ואם .  מתכנס)(⋅
a
∫
∞

dxxf מתבדר אבל )(⋅
a
∫
∞

 מתכנס נאמר )(⋅

  .מתכנס בתנאי' שאינט
  :משפט

],( -בהחלט ב '  אנטf(x)אם    ∞a אזי  ,)(xfבלי ערך מוחלט ב '  אינט- ),[ ∞a.  
  )1קיים רק עבור אינטגרל לא אמיתי מסוג : (מבחן דריכלה 

)  .א )f x ן - ( )g xרציפות  
)  .ב )f x יורדתמונוטונית (0 – יורדת ל ( 
)הנגזרת של   .ג )f xרציפה  
    חסומהG(x)  .ד

), אזי ) ( )
a

f x g x dx
∞

   מתכנס∫

1x נציב   1 לאינטגרל סוג 2כדי לעבור מאינטגרל סוג  a
y

= +  

  

  
  חסומה ' ם אבל פונקהקטע חסוכאשר 

)מה ניתן להגדיר עבור באופן דו: הגדרה  )f xמוגדרת ב - ),[ ∞aבכל ' ואנט],[ bc 

bca ) ו >> )f x כי ∫∫ +→
=

b

c

b

a
ac

dxxfdxxf )(lim)(  

  :משפט 
)תהי  )f xמוגדרת ב ),[ baבכל '  אנט],[ ca bca 0)( בנוסף >> xf≤ ],[ bax∈ אזי 
( )f xב '  אנט),[ baי חסם כלשהוא"החלקיים חסומים כולם ע' ם האנט" אם .  

  :טורים ידועים 

1. 
1

1
n n

∞

=

= ∞∑  ,       
1n
n

∞

=

= ∞∑  

2. 
1

n

n
q

∞

=

< ∞∑   1q < ⇔  ,     
1

1
a

n n

∞

=

< ∞∑   1a > ⇔ 

  

  IIאינטגרלים לא אמיתיים מסוג 
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   :  מבחן ההשוואה ראשון 

0 n nb a≤  אם הטור ≥
1

n
n
a

∞

=
,  מתכנס אזי∑

1
n

n
b

∞

=
  . מתכנס∑

   :  מבחן ההשוואה הגבולי 

, 0n nb a lim - ו ≤ n

n
n

a L
b→∞

=  

0Lאם   אזי אם =
1
n

n
b

∞

=
,  מתכנס∑

1
n

n
a

∞

=
0אם ( מתכנס   ∑ L< <  הם מתכנסים - ∞

  ).ומתבדרים יחדיו
   :  מבחן ראבה 

0naאם  1lim נסמן < (1 )n

n
n

aR n
a
+

→∞
= −  

1Rאם  .1   הטור מתכנס <
1Rאם  .2   הטור מתבדר >
1Rאם  .3  יתן להכריע לא נ=

  
   :  משפט ליבניץ 

0naאם  lim (0 – מונוטונית יורדת ל ≤ 0nn
a

→∞
  :אזי ) =

1. 1

1

( 1)n n
n

a
∞

+

=

10 מתכנס וסכומו מקיים ∑− S a≤ ≤ 

  השארית קטנה יותר מהאיבר הבא .2
  

   :  ) שורש(מבחן קושי 

אם 
____
lim 1n

nn
a

→∞
   הטור מתכנס>

אם 
____
lim 1n

nn
a

→∞
   הטור מתבדר<

  לא ניתן להכריע, אחרת
   :  מנה /מבחן דלאמבר

אם 
____

1lim 1n

n
n

a
a
+

→∞
   הטור מתכנס בהחלט>

אם 
____

1lim 1n

n
n

a
a
+

→∞
   הטור מתבדר<

  לא ניתן להכריע, אחרת
   :  מבחן דריכלה ואבל 

  :דריכלה 

אם 
1
n

n
b

∞

=
 - חסום ו ∑

1
n

n
a

∞

=
,  אז0 – מונוטונית שואפת ל ∑

1
n n

n
a b

∞

=
   מתכנס∑

  :אבל 

אם 
1
n

n
b

∞

=
 - מתכנס ו ∑

1
n

n
a

∞

=
,  מונוטונית חסומה אז∑

1
n n

n
a b

∞

=
   מתכנס∑

   :  מבחן האינטגרל 

יהי 
1

n
n
a

∞

=
).  טור חיובי∑ )f x פונקציה לא עולה כך ש - ( ) nf n a= 1] - ב,   , אזי∞(
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1
n

n
a

∞

=
 - ו ∑

1

( )f x dx
∞

  .יחדיו מתכנסים ומתבדרים ∫

  :הערה 
  טור שמתכנס בהחלט לא משנה איך נסדר אותו הוא יתכנס לאותו הגבול ואילו טוב שמתכנס בתנאי 

 )אבל בטוח יתכנס(יתכנס לגבול שונה עבור סידורים שונים 
  

  
  :הגדרה 
  .X פונק המוגדרת בתחום משתוף xfn)(תהינה   

∞נתבונן בסדרה 
=1)]([ nn xfנאמר כי סדרת הפונק. '  ונאמר שזה סדרת פונק' ∞

=1)]([ nn xf 
∞ סדרת מספרים ∋Xxאם לכל , Xמתכנס בתחום 

=10 )]([ nn xf היא סדרת מספרים 
מתכנסת כלומר יש 

0x
l לכל ε<0 יש Ν∈

0x
n כך שלכל Ν∈< nnx0

 יתקיים 

ε<−
0

)( xn lxf  

  :הגדרה

∞תהיינה   
=1)]([ nn xfף נתבונן בטור מוגדרות '  סדרת פונק∑

∞

=1
0 )(

n
n xf שהוא טור 

  ) מקבלים מספר xf)( -ב0xשר מציבים את כא( מספרים

Xxאם לכל    ∑ε<0 הטור 0∋
∞

=1
0 )(

n
n xfבמובן הצר נאמר שטור הפונק  '∑

∞

=1

)(
n

n xf 

∑ ונסמן xS)(הסכום של הטור ' מתנכס לפונק
∞

=

=
1

)()(
n

n xfxS.  

  :הערה 
מתכנס היא שסדרת הפונק של הסכומים החלקיים שלו היא ' המשמעות של טור פונק  

  . מתכנסת במובן של ההגדרה קודמת' סדרת פונק

∑: היינו   
=

=
n

k
kn xfxS

1
)()(:  אזי )()( xSxS n

n ⎯⎯ →⎯ ∞→  

  
  

  
  :ה הגדר

∞תהי   
=1)]([ nn xfהמוגדרות ב'  סדרת פונק- X , נאמר , ותהי פונקציה המוגדרת שפ

∞כי 
=1)]([ nn xfש ל " מתכנסת במ)(xfב - X . אפ לכלε<0 0 קייםn טבעי כך שאם 
nn −>ε אזי 0> )()( xfxfn לכל Xx∈ )0nמשותף לכל ה -x-ים(  

  :הגדרה 
  .xf)(+ε ל xf)(−ε היא רצועה הכלואה בין xf)( מסביב לεפס   

 - מסביב לε מוכלת כול בפס xg)(אם , ε עד כדי xf)( תהיה קרובה ל xg)(פונקציה 
)(xf , כלומרε<− )()( xfxg לכל Xx∈.  

  ):ש " להתכנסות במSup -מבחן ה( משפט 
∞תהי   

=1)]([ nn xf סדרת פונקציות ו )(xfהמוגדרות כולן ב - X.)()( xfxfn ⎯→⎯  

  ש"התכנסות במ

  סדרות וטורים של פונקציה
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x⇔ 0))()(sup(lim -ש ב"במ =−

∈∞→
xfxf n

Xxn
  

  :הגדרה
∞תהי   

=1)]([ nn xfסדרת פונקציות המוגדרות ב -X . נאמר כי סדרה המקיימת את
Nn קיים ε<0אם לכל : X-ש ב"תנאי קושי להתנסות במ 0nnm כך שאם 0∋  אזי <<

ε<− )()( xfxf nm לכל Xx∈.  

  :משפט
∞הסדרה  

=1)]([ nn xfש ב " מתכנסת במ- Xם היא מקיימת את תנאי קושי " אם
  .ש שם"להתכנסות במ

  :משפט 
)()(נניח    xfxfn   .X -ש ב" מתכנסת במ⎯→⎯
  .  חסומה שם xf)( אז גם X - חסומה בxfn)(אם כל   )א
Xx - רציפה בxfn)(אם כל   )ב  .0x -רציפה בxf)( אז גם 0∋

  
  :הגדרה 
),( ∋Iiקבוצה לכל ℜ⊆Xתהי    ii baמשפחת קטעים כך ש -),( ii baUX ⊆ .

)},,.....,(),{(קבוצה סופית -קיימת תת
11 nn iiii babaקטעים מתוך-של תתIjba jj  עבורם ),(∋

Xba: מתקיים 
n

j
ijij ⊇

=
U

1

  .קומפקטית'  קבX -ש נאמר ש ),(

  :משפט 
],[קטע    bax   . קומפקטיתהוא =
  :משפט 
  ℜ קומפקטית אינו.   
  :משפט

∞תהי   
=1)]([ nn xfסדרת פונקציות ב - ],[ ba המקיימות 

.....)(..........)()( 21 ≤≤≤ xfxfxf n לכל ],[ bax∈ המתכנסת לפונקציות הגבול)(xf גם 
],[ -רציפה ב ba ,  אז)()( xfxfn   . ש בקטע" במ⎯→⎯
  :משפט

Ibaנניח    ∞ ו ],[⊇
=1)]([ nn xfאינטגרליות ב'  סדרת פונק- I כך שמתקיים  :

)(lim)( xfxf nn ∞→
∫∫:  אינטגרבילית בקטע ומתקיים xf)( אזי = ∞→

=
b

a
nn

b

a

dxxfdxxf )(lim)(  

  :משפט
∞' נניח כי סדרת הפונק  

=1)]([ nn xfמוגדרות ובעלות נגזרת רציפה ב - ],[ baונניח שיש  
],[0 bax lim)(-כך ש ∋ 00 xfy nn ∞→

lim)()(כך ש xg)(נניח שקיימת  , = xgxfnn
=′

∞→
 

],[ -ש ב" מתכנסת במxfn)( : ש בקטע  אזי"וההתכנסות היא במ ba נסמן בגבולה )(xf 
)()(ם ומתקיי xgxf =′.  
  :משפט

  )()(
1

xSxf
n

n =∑
∞

=

sup(lim)()((0ם "ש אם" מתכנס במ
],[

=−
∈∞→

xSxS n
baxn

  

  :הגדרה
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∑נאמר   
∞

=1
)(

n
n xfש בתחום "במ'  מקיים את תנאי קושי להתכנסות טורים של פונק

X⇔של הסכומים החלקיים של טור ' סדרת פונק∞
=1)]([ nn xS מקיימת תנאי קושי להתכנסות 

  'ש של סדרות של פונק"במ
  :כלומר  
Nn קיים ε<0אם לכל  0nnm כך שאם 0∋ −>ε אזי << )()( xSxS nm לכל Xx∈.  
  :כלומר  

Nn קיים ε<0אם לכל  0nnm כך שאם 0∋ ∑>ε אזי <<
=

m

nk
k xf   .∋Xx לכל )(

  :משפט

∑הטור   
∞

=1
)(

n
n xfש ב" מתכנס במ- Xxf

n
n ⇔∑

∞

=1
 מקיים את תנאי קושי להתכנסות )(

  .ש של טורי פונקי"במ
  : משפט

)()( כי נניח  
1

xSxf
n

n =∑
∞

=

  :אזי X -ש ב" מתכנס במ

  .X - חסומה בxS)( אזי גם X - חסומה בxfn)(אם לכל   .א
  .X - רציפה בxS)(גם  אז X - רציפה בxfn)(אם לכל   .ב

  
  ) :' אינטגרציה איבר איבר של טורי הפונק ( משפט

],[ -ב' אינטn )(xfnשלכל נניח שלכל    ba ונניח כי )()(
1

xSxf
n

n =∑
∞

=

 - מתכנס ב

],[ baש אזי " במ)(xSב'  אנט- ],[ ba מתקיים ∫ ∫∑∑∫
∞

=

∞

=

==
b

a

b

a n
n

n

b

a
n dxxfdxxSdxxf

11
)()()(  

  ) של ווירשטרסה M-מבחן ה: (משפט 
∞תהי   

=1)]([ nn xf סדרת של פונקציות עבורה לכל n ישna כך ש nn axf  בתחום )(≥

D .  אם∑
∞

=1n
na הוא טור מספרים חיוביים מתכנס אזי ∑

∞

=1
)(

n
n xfש " מתכנס בהחלט ובמ

  . Dבתחום 
  ) :גזירה  איבר איבר  (משפט

∑אם   
∞

=1
)(

n
n xf מתכנס בקטע],[ ba ו)(xfn′ רציפות שם והטור∑

∞

=

′
1

)(
n

n xf מתכנס 

],[במידע שווה בקטע  ba אזי ∑∑
∞

=

∞

=

′=
′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

11
)()(

n
n

n
n xfxf  

): ניסוח אנלוגי לסדרות  )′=′
∞→∞→

)(lim)(lim xfxf nnnn
  

  

  
  :הגדרה 
001ירים  ומגדℜ∈naלטור מהצורה  כאשר      . קוראים טור חזקות=

  קות טורי חז
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  : משפט

∑יהי   
∞

=

⋅
1n

n
n xa המתכנס עבור .  טור חזקותα=x אזי הוא מתכנס בהחלט עבור כל 

α=x.  

   : )נוסחת קושי ודלמבר ( משפט 

∑יהי   
∞

=

⋅
1n

n
n xaי  טור החזקות אזn

nn
ac

∞→
= lim) 

n

n

n a
a

c 1lim +

∞→
במובן הרחב אזי    )=

רדיוס ההתכנסות שך טור החסקות הוא 
c

R 1
=∞ כאשר מזהים =

0
1   01

=
∞

.  

  :משפט 

∑יהי   
∞

=

⋅
1n

n
n xa עם  רדיוס התכנסות R , אזי לכלRr ],[ בקטע 0>> rr− היא 

  .ש"מתנסת במ
  :משפט

∑יהיה   
∞

=

⋅
1n

n
n xa טור החזקות עם תחום התכנסות R<0 , נסמן

∑
∞

=

⋅=
1

)(
n

n
n xaxS אזי)(xS רציפה לכל),( RRx −∈.  

  −,RR' חנו לא יודעים כלום בנקאבל אנ: הערה
  :משפט

∑יהיה   
∞

=

⋅
1n

n
n xa טור החזקות עם רדיוס ההתכנסותR :   

∑' הפונק  .א
∞

=

⋅=
1

)(
n

n
n xaxSגזירה ב - ),( RR− ומתקיים∑

∞

=

−⋅⋅=′
1

1)(
n

n
n xanxS  

∑הטור   .ב
∞

=

−⋅⋅
1

1

n

n
n xanדיוס התכנסות  מתכנס עם אותו רR. 

  
  ):אינטגרציה איבר איבר  ( משפט

∑יהי   
∞

=

⋅
1n

n
n xa טור חזקות עם רדיוסR<0 ונגדיר ∑

∞

=

⋅=
1

)(
n

n
n xaxSאזי :  

  

∑ ∫∑∫
∞

=

∞

=

+

=
+

=
1 01

1

0 1
)(

n

x
n

n
n

n

n

x

dtta
n
xadxxS  

Rxלכל  ∑ -לא קוראים רדיוס ההתכנסות "ז.( >
∞

=1n

n
n dtta.(  

  
  :פיתוח של טור החזקות 

∑נסמן 
∞

=

−⋅=
0

0 )()(
n

n
n xxaxf עם רדיוס התכנסות R.  
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∑
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∞
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kn

kn
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xxa
kn
nxf

xxannxf

xxnaxf
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0
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2
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1
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kn
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n

k

n

n
n

n

n
n

n

n
n
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kxxa

kn
nxf

axxannxf

axxanxf

xxaxf

⋅=⋅
−

=−⋅⋅
−

=

⋅⋅=−⋅⋅−⋅=′′

⋅=−⋅⋅=′

−⋅=

∑

∑

∑

∑

∞

=

−
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=
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1
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0
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∑אם כך הוכחנו שכאשר 
∞

=

−⋅=
0

0 )()(
n

n
n xxaxf אזי עבור Rxx <− 0 

!
)( 0

)(

n
xf

a
n

n =  

 ∑
∞

=

−⋅=
0

0
0

)(

)(
!

)(
)(

n

n
n

xx
n
xf

xf  

  :מסקנה

∑שני טורי חזקות   
∞

=

−⋅
0

0 )(
n

n
n xxa ו- ∑

∞

=

−⋅
0

0 )(
n

n
n xxb המתכנסים באותו רדיוס 

nn יקיימו xf)(' ההתנסות לאותה פונק ba = })0{( ∨∈∀ Nn. למסקנה קוראים יחידות

nהוכחה למסקנה מפיתוח לעיל . פיתול של טור חזקות 

n

n b
n
xf

a ==
!

)( 0
)(

  

  : הערה
0x rxx מוגדרת וגזירה אין סוף פעמים בסביבת xf)(ייתכן כי    <−  אבל 0

)()(
!

)(
0

0
0

)(

xfxx
n
xf

n

n
n

≠−⋅∑
∞

=

  

  :משפט

],[ -בם  גזירה אין סוף פעמיxf)(תהי    rr− אם יש M<0 ],[ rr−
r

c 10  כך ש >>

cnMxf n ⋅⋅< ],[ לכל )()(! rrx ∑ מלכדת עם xf)( אז ∋−
∞

=

−⋅⋅
0

0
)( )()0(

!
1

n

nn xxf
n

 עבור 

],[ rrx Rr וגם ∋− ≤.  
  :משפט 
)()(אם    xfxf xecxf אזי =′ ⋅=)(  
  ) :אבל ( משפט 
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∑נניח   
∞

=0n
na מתכנס ∑∑

∞

=

∞

=→
=

−
001

lim
n

n
n

n
n

r
ara.  

  : מסקנה 

nאם   

n
nra∑

∞

=0
n מתכנס אזי 

n
n

n
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