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� ������ ��� �� ��� ����! 
���� 
�	����� ������ ����� ����!

���� ����� ���� �
∫ b
a
f(x)dx 
���� ������� ��� �� 
��� ���
 ��� �
�� ���
���� f : R → R 
�	����
 ��

�������	 ����� 
��� ��! ������� 
��� ����� 
�����
 ������

$
��� �� ��� ������ ���� ���� �
∫ b
a
cdx = (b− a)c ��� �c ≥ 0 ���� 
���� 
�	���� ��
 f = c �� •

$����� �� ��� ������ ���� ���� �b, c ≥ 0 ���
∫ b

0
cxdx = c b

2

2
��� �f(x) = cx �� •

$����� �	� �� ��� ������ ���� ���� �
∫ r
−r

√
r2 − x2dx = 1

2
πr2 ��� �r ≥ 0 ���� f(x) =

√
r2 − x2 �� •

���� �f(x, y) �
√
r2 − x2 − y2 ��� ������ f : D → R �
�� �D � {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ r2} �
� •

����� �	� �� ��� ������ ����� ���� �
∫∫

D
f(x, y)dA = 2

3
πr3

������ ���������� ������ ���� ����� ���
∫ b
a
f(x)dx 
��	
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% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���������� ��	���! ����� d �� &�'

� �������d �������	 


�� �������d �������	 �� ��������� ���
���� �

�� ����� �	��� ��������
��� �
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�
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���
 ��� 
��
 ����	� 
�	����

�� ������� ������	� ������� ���	
��� A ⊆ X ���� 
������ ���	
 X ��� #������ ������	$ �%� �����

�χA(a) � 0 
�a �∈ A ��� ���� 
χA(a) � 1 ��� 
a ∈ A �� ��	� ����	 ������ 
χA : X → {0, 1} 
A

������� ����	�
 
�	����
 �� �� ���� �
�	����� 
	���� ������ ���� ��� 
���� ��
 ����	�
 
�	����


�X = R � ������� ���� 
�
 �X � ����  ���� ��� ����� ��
� �
	��� ��

�1 ���	
� ���
���� ����� ��� χR ���
���� 
��� ����� �0 ���	
� ���
���� ����� ��� χ∅ ���
���� �%� �����

������������
��� ��� χQ ���
���� �%� �����

�����	�
 
�	����
 �� ������ ���� 
�


�χX\A = 1 − χA ��� 
������ ���	
��� A ⊆ X ���� 
������ ���	
 X ��� �%� ���


�χA(x) = 0 ���� x �∈ A ���� x ∈ X \ A ���� χX\A(x) = 1 �x ∈ X ��� ��&"��

�f−1(1) �� ������ ���
��� ��� {0, 1} ��� ��� ������ f ���
��� �� �%� ���


���� x ∈ A ���� χA(x) = 1 �x ∈ X ��� ��� �A � {x ∈ X|f(x) = 1} ������ �f : X → {0, 1} 
���� ��&"��

�f(x) = 1

�χA∩B = χA · χB ��� 
A,B ⊆ X �� �%
 ���


�x �∈ B �� x �∈ A �������� χA∩B(x) = 0 ���� �χA∩B(x) = χA(x) = χB(x) = 1 ��� �x ∈ A ∩ B �� ��&"��

�χA∩B = χA · χB �� ���� 
��� �
���
� χB(x) = 0 �� χA(x) = 0 
���

�χA\B = χB − χA ��� 
A,B ⊆ X �� �%� ���


�x �∈ A �� x ∈ A ∩B ��� �x �∈ A \B �� �1 = 1 − 0 ��� �χB(x) = 0 � χA(x) = 1 ��� �x ∈ A \B �� ��&"��

�
���
� 0 = 0 − 0 �� 0 = 1 − 1 �� ���� 
���



�χA ≤ χB �� 
�� �� A ⊆ B ��� 
A,B ⊆ X �� �%� ���



��� �x �∈ A ���� ��� �x �∈ B �� �χA(x) ≤ 1 � ���� �χB = 1 ���� �x ∈ B ��� ��� �A ⊆ B �� ��&"��

�χA(x) = χB(x) = 0

�x ∈ B ����� �χB(x) = 1 
�� �χA(x) = 1 ����� �x ∈ A � �χA ≤ χB ��

����� ���� 
��� '�% � '�& ����� �� �
������ ��
� �
 �����	� 
�	����� ����
� �
	���� ����
 
����

���


�������������� �� P (X)�� C(X) ��� 
C(X) = {χA : X → {0, 1}|A ⊆ X} ���� 
���	
 X ��� �%� 
	��

�x ∈ B \A �� x ∈ A \B ���� ��� �A �= B �� ���� ����������� ��
 Ξ : A 
→ χA 
���

 �� ����� ��&"��

��� �����	� 
�	���� ��
 f ∈ C(x) �� �1 − 1 ��
 Ξ 
���

 ����� �χA �= χB 
��� �χA(x) �= χB(x) 
���

≤ � ���� P (X) � ⊆ ���
 �� ��� ����� '�% 
��� ��� Ξ 
��� �f = χf−1(1) ������ ��
 '�& 
��� �� ��

�C(X) �

�
�	�� ���� ������� ���� ��� ������� ���� ���
� 
���� ����	� 
�	���� ������


x ∈ X ��� ���� ���
∑

A∈A χA(x) ������ �� ��������� �� ������ X �� ����	
��� �� ����� A ��� �%� ���

���
��� ���
∑

A∈A χA �� 
�� �� ��� ����� �� A�	 ����� ����	
 ��� �� � �� ������ ���
��� ���
∑

A∈A χA ���

�
⋃

A �� ������� ���
���� ��� ��� 
������

 � ��� 
����� S(x) ≥ 2 ��� ������ A,B ∈ A ���� x ∈ A ∩ B �� �S �
∑

A∈A χA 
��� ��&"��

����� ��	��� A,B 
��� �S(x) ∈ {0, 1}
��� �χA(x) = 1 ����� �x ∈ A � �� ��&� A ∈ A ���� ��� �x ∈ ⋃A � ������ A,B ∈ A ��� A ∩ B = ∅ ��

�A ∈ A ��� χA(x) = 0 �� ���� ��� �x �∈ ⋃A ��� �S(x) = 1 �� ���� 
��� �B ∈ A \ {A} ��� χB(x) = 0

�
⋃

A �� ����	� 
�	���� ��
 S ��

���
 ���
 
� ��
 �χ∪A =
∑

A∈A χA ��
������ �
�� 
� ���� 
����� ��! 
�� 
���� 
��� �
��
 ����

�Rd 
�
� X 
	���




� �
�

������d

���������� ������� ����	 ������ ��� ���� ��
� ����� d

����
� [a,∞), (−∞, b),R ����	
�� ���& �
��1 ��
� [a, b) ���	
� a, b ∈ R ��� R�	 #�
��d$ �%� �����

������& �� ���
��1

��
� I ��� ������ ������� �� �� �����
�1 d �� �����
 ����� ����� ��� �� �
��d ��
�� I ⊆ Rd ���	
 Rd�	

����& �� �
��d ��
� ��� ���� 
���& �
��d

���
 ����� d �� 
�����
 
����
 ����� ��� d ��
 ∅ = [a, a)d �� �� �� ����

���
�d ���
⋂

I ��� 
Rd�	 ����
�d �� ��	�� ����� ��� I �� �%� ���

�Rd � I, J ����� d ��� ���� ��� ����
� ����� ��&"��

������ ����� ���� 'd = 1 '(� ����

$����
� 
� 
�� ��� !J = R �� I = R ��

$I ∩ J = [max{aI , aJ},min{bI , bJ}) ��� !J = [aJ , bJ )�� I = [aI , bI) ��

$I ∩ J = (−∞,min{bI , bJ}) ��� !J = (−∞, bJ)�� I = (−∞, bI) ��

�I ∩ J = [max{aI , aJ},∞) ��� !J = [aJ ,∞)�� I = [aI ,∞) ��

���� ������ d �
 J =
∏d

k=1 Jk � I =
∏d

k=1 Ik �� 'd > 1 '(� ����

I ∩ J =

(
d∏

k=1

Ik

)
∩
(

d∏
k=1

Jk

)
=

d∏
k=1

(Ik ∩ Jk)

���� d ��
 I ∩ J 
��� ������ 1 �
 Ik ∩ Jk ���

���� d ���
� ����� ����� d �� ������� ���� �� ����� �� 
��	� ����

���
�1 �����
⋂∞
n=1 In = [0, 0] ������ �	� 
n ∈ N ��� ���� ��
�1 ��� In �In =

[
0, 1

n

)
�%� �����



���� �� ������� ����� d ����

�����
�d 2d �� �� ����� ��� Rd \ I ��� 
���� ��
�d ��� I �� �%� ���

�R\I = (−∞, a)∪ [b,∞) ��� �a ≤ b ���� I = [a, b) �� ����� 
� �d = 1 ���� �d �� 
�	������� ����� ��&"��

��� d ��
 Id ���� I = Id × [a, b) 
��� ���� (d + 1) I �
� �
���� 
���
 ��
��� d ���� �� ���� ���

���
 ������ 
����� �{Jk}2d
k=1 ������ ������ d 2d �� �� ����� ��
 Rd \ Id �� ������ ��� ��� ���� �a ≤ b �

2d⋃
k=1

Jk × [a, b) =

(
2d⋃
k=1

Jk

)
× [a, b) = (Rd \ Id) × [a, b)

 � Rd × (−∞, a) �� ����� ������
 �� ����
� ���� ����� {Jk}2d
k=1 �� 
����
 
� ���� 
����
 
������


������ ����
 ������ ����� Rd × [b,∞)

((Rd \ Id) × [a, b)) ∪ (Rd × (−∞, a)) ∪ (Rd × [b,∞)) = ((Rd \ Id) × [a, b)) ∪ (Rd × (R \ [a, b)))

= ((Rd × [a, b)) ∪ (Rd × (R \ [a, b)))) \ (Id × [a, b))

= (Rd × R) \ I = R
d+1 \ I

�Rd+1 \ I ��
 ������� ����� (d+ 1) 2(d+ 1) �� �� ����� ������ ��

���
 ����� ������� 
�� ������� �����
� ������ ���� ����
� 
����
 ��	
 �
� �� 
��

�
⋃n
i=1 Ii ⊆ L�� �� L ���� ��
�d ���
 ��� 
������ ����
�d �� ����� ����� ��� {Ii}ni=1 �� �%
 ���

�
��� ��&"��

∀ni=1 Ii =

d∏
k=1

[αi,k, βi,k)

L �
d∏
k=1

[minni=1 αi,k,maxni=1 βi,k)

�x ∈ L 
��� �k ��� αi,k ≤ x < βi,k ������� �x ∈ Ii � �� i ���� ��� �
⋃n
i=1 Ii � 
���� ��
 x = (xk)

d
k=1 ��

���� d �� ������ ����� ������

���� I �� )����d�� ��� 
i ��� ai ≤ bi ���� 
Rd�	 ���� ��
�d I =
∏d

i=1[ai, bi) ��� #)����d$ �%� �����

|I| � |I|d �
d∏
k=1

(bk − ak)

�|J | � |J |d � ∞ ����� 
Rd�	 ���� �� ��
�d ��� J ��

������ d �� �� ������ �����
 ��
�� 
��� 
� ����



���	���
�� ��
���� �	����d��� ���

G �
⋃n
i=1 ��� 
������ ����
�d �� ������ ��� ����� {Ii}ni=1 ��� #���
���� ����� !�
��d���$ �%
 �����

��
��d��� ��
�

������ d �� �� ������� ������ 
�� ����� ���� d �� ��
 ��� d �� �� ����

���
�d�	� ��� G ∩ I ��� 
��
�d ��� I ⊆ Rd�� ��
�d�	� G ⊆ Rd ��� �%� ���


���� �G �� 
�����
 ����� d �� ������ 
�� 
���� {Ii}ni=1 �
� ��&"��

G ∩ I = I ∩
n⋃
i=1

Ii =

n⋃
i=1

(I ∩ Ii)

���� d �� ��
 G ∩ I 
��� �
�� 
� ����� ������ I ∩ Ii ����� d 


���
�d�	� ���
⋃n
i=1Gi ��� 
����
�d �� ������ ��� ����� {Gi}ni=1 ��� �%� ���

�������
 ������
 �� ���� �� 
��� ����� Gj ��� Gi �� ���	��
 ������
 i �= j ��� ��� ���� ��&"��

�
⋃n
i=1Gi �� 
�����
 ����� d �� ������ 
�� 
���� ���� �Gi ��

���
�d�	� ��� G \ I ��� 
��
�d ��� I ⊆ Rd�� ��
�d�	� G ⊆ Rd ��� �%� ���



��� �I = R \⋃2d
i=1 Ii � �� {Ii}2d

i=1 ����� d �� 
�� 
���� ����� ��&"��

G \ I = G ∩
2d⋃
i=1

Ii =

2d⋃
i=1

(G ∩ Ii)

���� d �� ��
 G \ I 
��� ��� ��
 �����
� ���� d �� ��
 G ∩ Ii
��� ����
�d�	� �� ���� ����� �� ���	 ���
�d�	� ��� G ∩H �� ��� 
����
�d�	� �� G,H ⊆ R

d �� �%� ���

���
�d�	�

��� �H �� 
�����
 
����
 {Ii}ni=1 �
� ��&"��

G ∩H =
n⋃
i=1

(G ∩ Ii)

�i �= j ��� ���� G ∩ Ij � G ∩ Ii �� ��� d �� ��
 G ∩H �����
 �� 
��� ���� d �� ��
 G ∩ Ii
���
�d�	� ��� G \H �� ��� 
����
�d�	� �� G,H ⊆ Rd �� �%� ���

������ �H �� 
�����
 
����
 {Ii}ni=1 �
� ��&"��

Ek � G \
k⋃
i=1

Ii

Ek �� ���� ��� ������
 k = 1 ���� �En = G \ H ����� ���� d �� ��
 Ek �� k �� 
�	������� �����

���� d �� ��
 G \H �� ����� �k = n ��	� ����� d �� �� Ek+1 
��� �Ek+1 = Ek \ Ik+1 ��� ���� d ��



��� ����
�d�	� �� ���� ����� �� 
���	 ���
�d ��� G ∪ H �� ��� 
����
�d�	� �� G,H ⊆ Rd �� �%� ���

���
�d�	�

�H \G � G \H �G ∩H �����
 ����� d ��
 �� �� ����� ��
 G ∪H ��&"��

������ d �� �� ���#���#���� �� ����� ���

�G �� )����d�� �� ����� �{Ii}ni=1 ������ ����� ��
�d�	� G ⊆ Rd ��� #)����d$ �%� �����

|G| � |G|d �
n∑
i=1

Ii

��� �� 
� �� ����� ��� �G �� ���	
� 
���� �� 
���


��� 
����
�d�	� G,H ⊆ Rd ���� �% ���

�|G ∪H| = |G| + |H| ��� 
G ∩H = ∅ �� �i!

�|G| ≤ |H| ��� 
G ⊆ H �� �ii!

�	��� ������ !�" ����� ���� 
|G| = |H| ��� 
G = H �� �iii!

�
��� ������ d m+ n �� �� ����� ��
 G ∪H ��� �G ∩H = ∅ �� ��&"��

|G ∪H| =

m∑
i=1

|Ii| +
n∑
j=1

|Jj| = |G| + |H|

��� �|H| = |G| + |H \ G| 
��� �H \ G � G ����� d ��
 �� �� ����� ��
 H �� ���� �G ⊆ H �� ���� ���

�|G| = |H| 
��� �|H| ≤ |G| ��� |G| ≤ |H| ��� �G = H ���� �� �|G| ≤ |H| 
��� ������ �� ��
 ���� d
� ������

�|I| =
∑n

i=1 |Ii| ��� 

⋃

I = I�� �� ����
�d �� ��	��� ��* ����� {Ii}ni=1 ���� 
���& ��
�d I ��� �%� 
	��

�
�	
� ���� �� ���� d 
 ����� ��� ���� d ��
 ��� �	�� ���� d �� ��
 I ��� �	� ��&"��

������ d �� ���	�� ����� ��	� ������

�|G× I| = |G| · |I| ���
��� 
��
�(d+ k)�	� ��� G× I ��� 
���� ��
�k I ���� ��
�d�	� G ⊆ Rd ��� �%
 ���


����� (d+ k) �� ������ 
�� 
���� ��
 {Ii × I}ni=1 ��� �G �� ��	��
 
����
 ��
 {Ii}ni=1 �� ��&"��

�|G× I| = |G| · |I| 
��� �i ��� |Ii × I| = |Ii| · |I| �
⋃n
i=1(Ii × I) = G× I ������� �� ��� �������

|G ×H| = ���
��� 
��
�(d + k) 	� ��� G × H ��� 
��
�k�	� H ⊆ Rk ���� ��
�d�	� G ⊆ Rd ��� �%� ���

�|G| · |H|


���� ��
 {G × Ii}ni=1 
����
� ���� d �� ��
 G× Ii ��� �H �� ��	��
 
���� {Ii}ni=1 �
� ��&"��

���� d �� ��
 G×H 
��� �
��

������
 ��
�� ����� ��� ���

����� ���� �	� �
����
	��� 
���
 ����� �� ���	� �
���
 ��� 
���� ���
 
� �����



� �
�


��
���d 
�������

������ ������ ����� ��� ������ ���� ��
 
�� ���������
� 
�	���� 
��
 ������ d ��	����

A �� �B �� ����" ��� A ��� 
B �� ��"� A �� ���� �B ⊆ ⋃A�� 
����	
 �� ����� A ��� #����"$ 
%� �����


����
�d �� ����� ��� A �� �B �� �* ����" ��� A �� ���� ��� 
��� �� ���� ���	�� �� ����� 
��� ����� ���

�B �� ����"�d ��� A �� ����

������� d ��	���� ����� ���

������� �� ����� ���	
 {λk}nk=1 ⊆ R ���� 
Rd �� ����� �� ������d {Ik}nk=1 ��� #�������d ������	$ 
%� �����

����
���� ��� �λk = 0 ��� 
���� �� Ik �� ����
�� ����

n∑
k=1

λkχIk

��������d ���
��� ����� ��� � �� ����� �� ����� 
� ����	� ��������d ������	 ��
�

�p ∈ Ik � �� ��&� Ik ���� p ∈ Rd ���� ���� �{λk}nk=1 ���� ��
 ������ d ��	���� �� 
����� �� �� ����

�������� ���� 
�


����� 1 ���	
� ���
���� 
��� ����� �0 = 0χR ����������� �������d ���
��� ��� 0 ���	
� ���
���� 
%� �����

����� �� ��
�d Ii ���� λi = 0�� ������ ����
�� �� �� 
�������d ���
���

f : R → R ���
���� 
��� ����� �������  #����� �� �� 
�������d ���
��� ����� �� ��������� ���
��� 
%� �����

��� �������

f(x) � �x�χ[−100,100) =

⎧⎨
⎩�x� , x ∈ [−100, 100)

0 , x �∈ [−100, 100)

��������d ���
��� �� ���

�������� ���� �	� �����



��������d ���
��� ��� χI ��� 
���� ��
�d I ��� 
%� ���


����
 
�� �I �� �����
 ��
 ������� 
�� 
� ���� {Ii}2d
i=1 ����� d 2d ������ �&�& 
�� �� �� ��&"��

1χI +
∑2d

i=1 0χIi 
�	����
 �� ����� �λi = 0 � �λ = 1 ���� ��� �Rd �� ����� �� ����� d ��
 {Ii}2d
i=1 ∪ {I}

�
���

 �� �� ������ d ��	���� ��


�������
 ����
� �� 
����
 ���
 �� ����� ���


min{f, g} 
cf 
f ·g 
f+g �� ��� 
c ∈ R�� 
�������d ����
��� f, g ����� #(� ��& !������ 
	���$ 
%� 
	��

��������d ����
��� �� max{f, g}
�� �������
 ����
� �� �����
 �����
 �� �����
� �� ����� ����� �� 
���
� �������
 ��� ��&"��

�+�& � +�' ������� ��


� ����� f + g �� ���� 
	�� �g =
∑n

j=1 µjχJj
 � f =

∑m
i=1 λiχIi 
��� �f + g �� 
���

 �� ���� ��	�

�
�����
 
��	


�� �� ����� d ��
 {Kk}mnk=1 � ���� ���� �� �� ���� ��K(i−1)n+j � Ii ∩ Jj ���
 
���� ����� d mn �����

����� ����
 �������
 �� ������ �Rd

∀i
n⋃
j=1

K(i−1)n+j =

m⋃
j=1

Ii ∩ Jj = Ii ∩
(

n⋃
j=1

Jj

)
= Ii ∩ R

d = Ii �+�'!

∀j
m⋃
i=1

K(i−1)n+j =

m⋃
i=1

Ii ∩ Jj =

(
m⋃
i=1

Ii

)
∩ Jj = R

d ∩ Jj = Jj �+�&!

����� �νk � ������ 
�� Kk = ∅ ���� �� �� ���� �ν(i−1)n+j = λi + µj ��������
 �
���� �� ����� ���


� ��
 f + g ��
 ����� ����� �λi = µj = νk = 0 
��� ������� �� �������
 Ii, Jj ��� ����� �� Kk ��

������
 
��	


f + g =

m∑
i=1

λiχIi +

n∑
j=1

µjχJj
=

m∑
i=1

n∑
j=1

λiχIi∩Jj
+

m∑
i=1

n∑
j=1

µjχIi∩Jj

�+�& � +�' �������� ���� 
����
 
������


=

m∑
i=1

n∑
j=1

(λi + µj)χIi∩Jj
=

mn∑
k=1

νkχKk

ν(i−1)n+j = max{λi, µj} ���� ����
 ������ ���� 
��� �
� �����
 max{f, g} � min{f, g} ���	����
 ����

��� 
��� min{f, g} ���� �����
 �
���
� ν(i−1)n+j = min{λi, µj} ��

min{f, g} = min

{
m∑
i=1

λiχIi ,
n∑
j=1

µjχJj

}
= min

{
m∑
i=1

n∑
j=1

λiχIi∩Jj
,
m∑
i=1

n∑
j=1

µjχIi∩Jj

}

=

m∑
i=1

n∑
j=1

min{λi, µj}χIi∩Jj
=

mn∑
k=1

νkχKk

��� ���
 �� ������ ��
�
 �� ������ ����� �� ������
��
� ����� {1, . . . , mn} �����
 �� ���� (i − 1)n + j �����
�

�
���
� I, J, K �� i, j, k ����
	��




��
� �����
� �ν(i−1)n+j = λiµj ���� f · g 
�	����
 ����

f · g =

(
m∑
i=1

λiχIi

)(
n∑
j=1

µjχJj

)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

(λiµj)(χIi · χJj
) =

m∑
i=1

n∑
j=1

λiµjχIi∩Jj
=

mn∑
k=1

νkχKk

�νi = cλi � Li = Ii ���� cf ���� �������

cf = c

(
m∑
i=1

λiχIi

)
=

m∑
i=1

(cλi)χIi =

m∑
i=1

νiχLi

���� ������ ����
� +�' 
��

���
���� ��� 
{λi}ni=1 ⊆ R�� 
����� ����	 ��� ������ ����
�d �� ��	�� ����� ��� {Ii}ni=1 �� 
%� ���

��������d ���
��� ���
∑n

i=1 λiχIi

������� d ���	���� 

 λiχIi �� �����
 �� �� �+�' 
�� �� �� ������ d ���	���� 

 χIi ���	����
 ��&"��

������� d ��	���� ��

∑n

i=1 λiχIi ����
 ����
 ����
 �� �� ����

��� ������� ��
 ����� d 
 �� ����� ���� ��� �������� ��� ������ ����� d 
 �� ����� ������
 ������

������ ������� 
�� ����� ����� �
��� 
���
� �� 
�� ����
� ����� ��

�L�� $��� ������ f ����� 
f(Rd \ L) = {0}�� �� ���& L ��
�d ���
 ��� 
�������d ���
��� f ��� 
%
 ���

 d 
 �� �� ����� �� ���� ����� ���� ��� d L �
� ������� d ��	���� f =
∑

i=1 λiχIi �
� ��&"��

��� �x ∈ Rd \L �� ��� ����� ��
 ������
 ����� d 
 ���� �� ���� L �f �� �������
 ������
 �����


�� �
����  Ii ⊆ L ���� ����� �� ��
 Ii ��� ����� d ��
 {Ii}∞i=1 �� �x �� ����� ���� Ii ��� d ����

�f(x) = 0 � �λi = 0

�Rd �� ��������� d � ����� ���� �� ��� ����� �� 
��



� �
�


��
���d 
������� �� ������
�� �
������

�������� d 
 ��	����� ���� ���
� ���� ��
 ��������
 �������


���� ��� �
�������������� ��� 
Rd�� �������d ���
��� f =
∑n

i=1 λiχIi ��� �%� �����

Id(f) �
n∑
i=1

λi|Ii|

�λi|Ii| = 0 �� �	
� 
�λi = 0��� |Ii| = ∞ �� �������


�	
� ���� �
���

 �� �� ���������
 �������
 ���� 
��� �� 
� �� ��� ����� ����� 
����� �� 
���


��
 ��������
 �������
 �� ����� ����� �������
 ����
� �� ���
 ���
 ����� ���� �� 
��� �f ��

�������

�Rd�	 �������d ����
��� g =
∑n

j=1 µjχJj
�� f =

∑m
i=1 λiχIi ����� #(� ��& !������ 
	���$ �%� 
	��

�Id(f) = Id(g) ��� 
f = g �� ���	 �Id(f) ≤ Id(g) ��� 
f ≤ g �� �i!

�Id(f + cg) = Id(f) + cId(g) ���
�� c ∈ R ��� �ii!

��� �K(i−1)n+j � Ii ∩ Jj �
����
 ���
 �� 
���

 
� �������� ����� 
� ���� �� 
���
� ��&"��

�+�& � +�' �������� �����

������� �� �� ���� �A∗ � A ∩ L �
���� �Kk ⊆ L ��� ����� Kk ��� �� ���� ����� ���� ��� d L �
�

�� I ��� �I∗ = I ������� L � ���� ��
 ��� ����� I �� �� λ|I| = λ|I∗| �
�� ���� �K∗
(i−1)n+j = I∗i ∩ J∗

j

�&�' ���� ����� +�& � +�' ������� �� ����� �����
 �� ������ ���� �
��� 
������
 
����� �λ = 0 ��� �����

∀i λi|Ii| = λi|I∗i | = λi

∣∣∣∣∣
n⋃
j=1

I∗i ∩ J∗
j

∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1

λi|I∗i ∩ J∗
j | �)�'!

∀j µi|Jj| = µj |J∗
j | = µj

∣∣∣∣∣
m⋃
j=1

I∗i ∩ J∗
j

∣∣∣∣∣ =

m∑
i=1

µj |I∗i ∩ J∗
j | �)�&!



�I∗i ∩J∗
j = ∅ �� ���� �λi|I∗i ∩J∗

j | ≤ µj|I∗i ∩Jj | 
��� ��������
 λi ≤ µj ��� ���� �� I∗i ∩J∗
j �� �� �� ����

������� 
���

 �� ����� �0 ≤ 0 �� 
��� 
������ ��
 ���

Id(f) =
m∑
i=1

λi|Ii| =
m∑
i=1

n∑
j=1

λi|I∗i ∩ J∗
j | ≤

m∑
j=1

n∑
i=1

µj|I∗i ∩ J∗
j | =

m∑
j=1

µj |Jj| = Id(g)

�Id(f) = Id(g) 
��� �Id(g) ≤ Id(f) ��� Id(f) ≤ Id(g) 
��� �g ≤ f ��� f ≤ g ������ ��� �f = g �� ������

����
 ������ 
�� )�' 
���
 �����

����� 
����
 ���
 �� �� 
��� �ν(i−1)n+j � λi + cµj 
���

f + cg =

m∑
i=1

λiχIi + c

n∑
j=1

µjχJj
=

m∑
i=1

n∑
j=1

(λi + cµj)χIi∩Jj
=

mn∑
k=1

νkχKk

����� ���� ���

Id(f) + cId(g) =
m∑
i=1

λi|Ii| + c
n∑
j=1

µj|Jj| =
m∑
i=1

λi|I∗i | + c
n∑
j=1

µj |J∗
j |

=

m∑
i=1

n∑
j=1

λi|I∗i ∩ J∗
j | + c

m∑
i=1

n∑
j=1

µj|I∗i ∩ J∗
j | =

m∑
i=1

n∑
j=1

(λi + cµj)|I∗i ∩ J∗
j |

=
mn∑
k=1

νk|K∗
k | =

mn∑
k=1

νk|Kk| = Id(f + cg)

��� ��� ������ ���
 �� ����� ����� �
� 
��� ������� d ��	���� ��
 R � Rd � 
�	���� �� �� ����	�

�������� ����� �� ���

�|G| = Id(χG) ����
�� �������d ���
��� ��� χG ��� 
��
�d�	� ��� G �� �%� �����

������� ���������� ����� ���



� �
�

����
 ����� 
�����
�����

�
���� ������� �� ����
� ������ ��� ���

�������
����d ��
� f ����
��� f : Rd → R ��� #Rd �� ���
����d !����� �	��� ��������
����d$ �%� �����

����
��� �� {wn}∞n=1�� {vn}∞n=1 �������d ����
��� �� ����� ��� �����
 �� ����� 	��

∀n∈N vn ≤ vn+1 ≤ f ≤ wn+1 ≤ wn

lim
n→∞

Id(vn) = lim
n→∞

Id(wn) ����

�
∫

Rdf ��
∫
f�	 ������ 
Rd �� f �� ���
���d ��
� � �� ��	��

������ {Id(wn)}∞n=1 � {Id(vn)}∞n=1 �����
 ��� �� ��� ������� ���� 
���
� ������
 ��� �� �� ����

����
 
���
� 
����
 ����
 �� ����
� ��� ������ �� 
���� ������������

���� �n ∈ N ��� vn ≤ vn+1 ≤ wn+1 ≤ wn �����
��� 
�������d ����
��� �� ����� {vn}, {wn} ����� �%� ���

�limn→∞ Id(wn − vn) = 0 � �� limn→∞ Id(vn) = limn→∞ Id(wn)
�
�� ������� ���� limn→∞ Id(wn) � limn→∞ Id(vn) ������
 ��&"��

lim
n→∞

Id(wn − vn) = lim
n→∞

Id(wn) − lim
n→∞

Id(vn)

���� ������� d ����� 
��� ������ ����� ��� ���� �� �
���
� ������� �������� �� ��� ��� ���

�
���
 �� ���� ��
 ����


�	��� ������ %�& ����� �%� 
	��

������
 ��������� �� ������� d ���	���� �� ����� {w′
n}∞n=1 � {v′n}∞n=1 �{wn}∞n=1 �{vn}∞n=1 
��
� ��&"��

∀n∈N vn ≤ vn+1 ≤ f ≤ wn+1 ≤ wn

∀n∈N v′n ≤ v′n+1 ≤ f ≤ w′
n+1 ≤ w′

n

lim
n→∞

Id(vn) = lim
n→∞

Id(wn)
lim
n→∞

Id(v′n) = lim
n→∞

Id(w′
n)



��������
 ����
� �� 
����
 ���
 �����! ����� ������ d ���	���� �� ����� ��� �����

Vn � max{vn, v′n} Wn � min{wn, w′
n}

������� 
���

∀n∈N vn ≤ Vn ≤ f ≤Wn ≤ wn

∀n∈N v′n ≤ Vn ≤ f ≤Wn ≤ w′
n

�������
 ����
� �� ���
 ���
 �� ��

∀n∈N Id(vn) ≤ Id(Vn) ≤ Id(Wn) ≤ Id(wn)
∀n∈N Id(v′n) ≤ Id(Vn) ≤ Id(Wn) ≤ Id(w′

n)

��� ���� ������ "������
 ���� �� ��

lim
n→∞

Id(vn) = lim
n→∞

Id(Vn) = lim
n→∞

Id(Wn) = lim
n→∞

Id(wn)
lim
n→∞

Id(v′n) = lim
n→∞

Id(Vn) = lim
n→∞

Id(Wn) = lim
n→∞

Id(w′
n)

�
���

lim
n→∞

Id(vn) = lim
n→∞

Id(v′n) = lim
n→∞

Id(wn) = lim
n→∞

Id(w′
n)


�	����
 ��� ������� d 
 �� ������ ������ ���� ����
� ���� ������ Rd �� ������� d 
 ���� ���

����������� d 


�
∫

Rd f = Id(f) ���
��� Rd �� ���	�������d ��� f ��� 
�������d ���
��� f ��� �%� ���


������� ����� ����������� 
��� ������ 

 {vn}∞n=1, {wn}∞n=1 �����
 �vn � wn � f ����� ��&"��

lim
n→∞

Id(vn) = Id(f) = lim
n→∞

Id(wn)

��� 
k ∈ R ���� 
Rd �� ����	�������d ����
��� f, g : Rd → R ����� #������ ��� Rd �� ���
����d$ �%� ���

�
∫

Rd(kf) = k
∫

Rd k
∫

Rd f ���
∫

Rd(f + g) =
∫

Rd f +
∫

Rd g

{v′n}∞n=1, {w′
n}∞n=1 
��
�� �f � �������
 ������ d ���	���� �� ����� {vn}∞n=1, {wn}∞n=1 
��
� ��&"��

����� �g � �������
 ������ d ���	���� �� �����

Vn � vn + v′n Wn � wn + w′
n



������� �Vn ≤ f + g ≤ Wn ������ �� ������ 
��� ��
 {Wn}∞n=1 � ���� �
��� 
��� ��
 {Vn}∞n=1 
���


�������� �����
 �����
 �� ��������
 ��������� d 


lim
n→∞

Id(Vn) = lim
n→∞

Id(vn + v′n) = lim
n→∞

Id(vn) + lim
n→∞

Id(v′n) = lim
n→∞

Id(wn) + lim
n→∞

Id(w′
n)

= lim
n→∞

Id(wn + w′
n) = lim

n→∞
Id(Wn)

�
∫

Rd f +
∫

Rd g ��
 
�� Rd �� ������� d 
� ���������� d ��
 f + g �����

�� �0 ��
 
�� Rd �� ������� d 
� ������� d ��	���� ��
 0 � �0f = 0 �� ����
� 
� 
�� ��� �k = 0 ��

����� �����
 ���� �Wn � kvn � Vn � kwn ����� �k < 0 �� ���� �Wn � kwn � Vn � kvn ����� �k > 0

Vn ≤ Vn+1 ≤ kf ≤Wn+1 ≤ Wn

����

lim
n→∞

Id(Vn) = k lim
n→∞

Id(vn) = k lim
n→∞

Id(wn) = lim
n→∞

Id(Wn)

�
∫

Rd kf = k
∫

Rd f 
���

�f(Rd \ L) = {0} �� �� L ��
�d ���
� 
����� ��� R
d �� ���	�������d f ���
��� �%
 ���

f 
��� �v1 ≤ f ≤ w1 ������� 

��� ��� �v1, w1 ����	����
 ����� ���� 
����
 ����
 �� ���� ��&"��

������ w1 � Lv � "��� ������ v1 � �� �Lv, Lw ������� ����� d ��� ������ +�+ 
�� �� �� �
����

������ f 
��� �L � "��� ������� w1 ��� v1 ��� �Lv ∪ Lw �� ����
 ���� ��� d L �
� �w1 � "���

�L � "���

������

�
∫

Rd f ≤ ∫
Rd g ��� 
f ≤ g�� �� 
����	�������d ����
��� �� f, g : Rd → R �� �%� ���

������ ��� �g � 
�����
 {wn}∞n=1 �
�� �f � 
�����
 ������ d ���	���� ���� {vn}∞n=1 �
� ��&"��

�
∫

Rd f ≤ ∫
Rd g 
��� �n ��� Id(vn) ≤ Id(wn) ����� �n ��� vn ≤ f ≤ g ≤ wn

�%�' 
���
� �������� ����� ���

����
��� �� vε, wε �������d ����
��� �����
 ε > 0 ��� � �� Rd �� ���	�������d f : Rd → R �%� ���

�vε ≤ f ≤ wε ��� Id(wε − vε) < ε

{vn}∞n=1 
��
�� �Rd �� ���������� d f : R
d → R �
� ��� 
�� �� ����
� ��� %�' 
��� ����� ��&"��

�n ≥ N ��� Id(wn − vn) < ε � �� N ∈ N ���� �������� ������ d ���	���� �� ����� ��� {wn}∞n=1 �

�wε � wN ��� vε � vN ����� 
��� �n = N ���� �����

�v 1
k
≤ f ≤ w 1

k
 � �� �v 1

k
, w 1

k
������ d ���	���� ������ k ∈ N ��� �
��
 ���� �� ������ f �� ���� ���

�
��� �Id
(
w 1

k
− v 1

k

)
< 1

k
���

lim
k→∞

Id
(
w 1

k
− v 1

k

)
= 0

lim
k→∞

Id
(
v 1

k

)
= lim

k→∞
Id
(
w 1

k

)
����� %�' 
�� �� ��

Vn � max
1≤k≤n

v 1
k

Wn � min
1≤k≤n

w 1
k

������ ����



�������� 
�� ����� ���

Vn ≤ Vn+1 ≤ f ≤Wn+1

∀1≤k≤n Id
(
v 1

k

)
≤ Id(Vn) ≤ Id(Wn) ≤ Id

(
w 1

k

)
lim
n→∞

Id(Vn) = lim
n→∞

Id(Wn) �"������
 ���� �� �� 
���

����
 ����
 ��
 Rd �� 
�� ������� d 
� Rd �� ���������� d ��
 f �����

�� Rd �� ����	�������d ����
��� gε, hε �����
 ε > 0 ��� � �� Rd �� ���	�������d f : Rd → R �%� ���

�
∫

Rd(h− g) < ε ��� gε ≤ f ≤ hε ����
���

� �
∫

Rd(hε − gε) = 0 < ε ����� �gε = hε = f ���� ε > 0 ��� ��� ����������� d ��
 f �� ��&"��

�� �� Rd �� ����������� d g, h ���	���� ��� ������ �ε > 0 �
�� 
��
 ���� �� ������ ��� f �
� ���

g ≤ f ≤ h

∫
Rd

(h− g) <
ε

3

V,W ������ d ���	���� ������� �g � �������
 v, w ������ d ���	���� ������ ������
 
��
 �� ��

�� �� h � �������


v ≤ g ≤ w Id(w − v) =

∫
Rd

(w − v) <
ε

3

V ≤ h ≤ W Id(W − V ) =

∫
Rd

(W − V ) <
ε

3

���� �ε ���� %�% 
�� ���� �� ������ v,W, f ���	����
� 
	�� ���

v ≤ f ≤ W W − h ≤W − V g − v ≤ w − v

�������

Id(W − v) =

∫
Rd

(W − v) =

∫
Rd

(W − h) +

∫
Rd

(h− g) +

∫
Rd

(g − v)

≤
∫

Rd

(W − V ) +

∫
Rd

(h− g) +

∫
Rd

(w − v) <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

������ �����

������
����d ��
�� f ������� ���
��� f : F → Rd ���� 
E ⊆ F ⊆ Rd ����� #�������
����d$ �%� �����

��� ������� g : Rd → R ���
���� �� E ��

g(x) �

⎧⎨
⎩f(x) x ∈ E

0 x �∈ E

���
��
 
��
 ����� ����
��d �����	�� ����� �� 
�
 �����



�
∫
E
f �

∫
Rd g ���� f �� E �� ��������d�� �Rd �� ���	�������d ���

� �
∫ b
a
f(x)dx �

∫ b
a
f �

∫
[a,b)

f ����� ���� 
a ≤ b ���� E = [a, b)�� 
d = 1 ��

�������
����d ��� f �� ���
	 ���� 
E �� ���	�������d ��� f E ⊆ F ��� ��

������������ d 

� ���	���� 
��� �� ����
� ����
 �� ��� �� 
� ����

��	������	��d ��	��� ���
��� ���

��
� �� ���� ��� 
��
� ��� ����	���� ���� �� ������������ d �� 
����� 
��� ����� 
� �����

������ "���� ��� ��������


�
∫ 1

0
x2dx = 1

3
�%� ���


����� d 2n � [0, 1) �� ���� �n ��� ��� �{vn}∞n=1, {wn}∞n=1 �����
 �� 
��� ��� �� ��� ����� ��&"��

�������

∀0≤i≤2n αi,n � i

2n

∀0≤i<2n Ii,n � [αi,n, αi+1,n) =

[
i

2n
,
i+ 1

2n

)

�� ����� ��� �I2i,n+1 ∪ I2i+1,n+1 ��� ������ 
��� Ii,n 
��� �αi,n = α2i,n+1 < α2i+1,n+1 ������� �� �� ����

�������


λi,n � α2
i,n =

i2

22n

������� λi,n �� �� ����

λi,n = inf f(Ii,n) = min f(Ii,n)

λi+1,n = sup f(Ii,n)

λi,n = λ2i,n+1 < λ2i+1,n+1 < λ2i+2,n+1 = λi+1,n

�vn, wn �� ����
� ������ 
�� ������

vn �
2n−1∑
i=0

λi,nχIi,n =

2n−1∑
i=0

i2

22n
χIi,n

wn �
2n−1∑
i=0

λi+1,nχIi,n

2n−1∑
i=0

(i+ 1)2

22n
χIi,n

�

� �
� ������
 x ����� t ����� �� �
∫ b

a
f(x)dx�� x�� ������ �� ����



���������
 �� ���� ��� �vn ≤ vn+1 ≤ f ≤ wn+1 ≤ wn ��������
 ������ d ���	���� 

 
�� ���	����

���������


Id(vn) =

2n−1∑
i=0

λi,n|Ii,n| =

2n−1∑
i=0

i2

22n

1

2n
=

1

23n

2n−1∑
i=0

i2 =
1

23n

(
1

3
23n − 22n−1 +

1

6
2n
)

=
1

3
− 1

2n+1
+

1

3 · 22n+1

Id(wn) =

2n−1∑
i=0

λi+1,n|i,n| =

2n−1∑
i=0

(i+ 1)2

22n

1

2n
=

1

23n

2n−1∑
i=0

(i+ 1)2 =
1

23n

2n∑
i=1

i2 =

=
1

23n

(
1

3
23n + 22n−1 +

1

6
2n
)

=
1

3
+

1

2n+1
+

1

3 · 22n+1

�������

lim
n→∞

Id(vn) = lim
n→∞

(
1

3
− 1

2n+1
− 1

3 · 22n+1

)
=

1

3

lim
n→∞

Id(wn) = lim
n→∞

(
1

3
− 1

2n+1
+

1

3 · 22n+1

)
=

1

3

��
∫ 1

0
(x 
→ x2) = 1

3

���

����� ����� ����� ����
 
��� �������� �������� ����� ����� �����
 �� �����
 ����
 ����� ���
�

�
����

��� f ��� 
��
	 �� x ��� f(x) = 0 ��� 
[a, b) ��
	 ����&� ����
���� ���
��� f : R → R ��� �%
 ���


��[a, b)�	 ��
�d �� �� ���� R �� ���	�������d

������ �[a, b) � 
��� ��������� f ��
� ��&"��

∀0≤i≤2n αi,n � a+
i

2n
(b− a)

∀0≤i<2n Ii,n � [ai,n, ai+1,n) =

[
a+

i

2n
(b− a), a+

i+ 1

2n
(b− a)

)

∀0≤i<2n λi,n � inf f(Ii,n)

∀0≤i<2n µi,n � sup f(Ii,n)

�λi,n ≤ µi,n �µi,n ≤ µi+1,n �λi,n ≤ λi+1,n ��� ���� �f �� ����������
 ���� 
���� f � ���� ������� �
 λi,n, µi,n

����

λi,n = λ2i,n+1 ≤ λ2i+1,n+1

µi,n = µ2i+1,n+1 ≥ µ2i,n+1

�f �� 

� x 
→ f(x) �����
�



����� ��� �� ����
� ���� 
�� �0 < i < 2n − 1 ��� µi−1,n ≤ λi,n �� ���� �f �� ����������
 ���� ������

������� d 
 ���	����

vn �
2n−1∑
i=0

λi,nχIi,n

wn �
2n−1∑
i=0

µi,nχIi,n

�� ������
 �������
 �
� ����� ��� �n ∈ N ��� vn ≤ vn+1 ≤ f ≤ wn+1 ≤ wn �������� �����
 ���

�
���


Id(wn − vn) =
2n−1∑
i=0

(µi,n − λi,n)|Ii,n| =
b− a

2n

2n−1∑
i=0

(sup f(Ii,n) − inf f(Ii,n))

������ �� �� ���� �n � ���� 
�
� ��� ���� ��� �� ���� ����� ����� �����
 
� ����
� ��	�� ����


�
�� ����� ����� ���� 
��� �0 ≤ i ≤ 2n − 2 ��� sup f(Ii,n) ≤ inf f(Ii+1,n)

=
b− a

2n

(
(sup f(I2n−1,n) − inf f(I2n−1,n)) −

2n−2∑
i=0

(sup f(Ii,n) − inf f(Ii,n))

)

≤ b− a

2n

(
(sup f(I2n−1,n) − inf f(I2n−1,n)) −

2n−2∑
i=0

(inf f(Ii+1,n) − inf f(Ii,n))

)

������ 
� 
�� �������� ��� ������

=
b− a

2n
(sup f(I2n−1,n) − inf f(I0,n))

�[a, b) ��� sup 
 ��
 
����
 ���� sup 
� �[a, b) ��� inf 
 ��
 
����
 ���� inf 
 
��� ���������� f ���

=
b− a

2n
(sup f([a, b)) − inf f([a, b)))

�
���

lim
n→∞

Id(wn − vn) = lim
n→∞

b− a

2n
(sup f([a, b)) − inf f([a, b))) = 0

�R �� ���������� d f �����

�� ��� �������� d− 1 ������ �� ��������� ��
 f �����! ��������� d ��
 f �� �� ������� 
��� 
����

�Rd �� ����������� d ��
 f



� �
�

������ �� ������ �����

�
��
 ����� ����� 
� ���


[a, b) �� ����	�������1 f : [a, b) → R ��� #Newton & Leibniz ��� !�	���� �� ������ 
	���$ �%� 
	��

��� �a < x < b ��� F ′(x) = f(x) ���� (a, b)�	 ������ 
[a, b]�	 ����� F : [a, b] → R ���
��� ����
�∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a)

�%�% 
�� �� �� �wn =
∑n

j=0 βiχJj
 � vn =

∑m
i=0 αiχIi ������ d ���	���� ��� ������ ��� �ε > 0 �
� ��&"��

��������


vn ≤ f ≤ wn Id(wn − vn) < ε

��� ���
� ������ ��� ������
 �����
 ���

$vn, wn �� ����
� ������� ������ d ���	���� 

 vnχ[a,b), wnχ[a,b) �� �� �[a, b) � "��� ������� vn, wn •

����� ������� ��
 �����
 �� ����� ������ ��� �� ��� �������� ���� vn, wn �� �������
 �����
 •
�
⋃m
i=0 Ii =

⋃n
j=0 Jj = [a, b)

��	�� ��� 
�� � �sup Jj = min Jj+1 ������ 0 ≤ j < n ���� �sup Ii = min Ii+1 ������ �0 ≤ i < m ��� •
������ ���
 �� ����
� 
��� �� ����� 
�� ����
 ���� ��� ������� ��
� �����
� ������ ���!

�si � min Jj ����� �
��� ����� �ti < ti+1 ���� 
��� �tm+1 � b � �ti � min Ii ����� �
�����
 
����
 ����


����� �
��	� F 
�	����
 [sj, sj+1] � [ti, ti+1] ������� ������ �� �� ���� �si < si+1 ���� 
��� �sn+1 � b �

�������� �� �β ′
j ∈ (sj, sj+1) � α′

i ∈ (ti, ti+1) ������ Lagrange ���� �� �� 
��� ������
 �� �����

f(α′
i) = F ′(α′

i) =
F (ti+1) − F (t)

ti+1 − ti

f(β ′
j) = F ′(β ′

j) =
F (sj+1) − F (s)

sj+1 − sj

�min�
 ��
 ���� ��� ���� inf�
 ���� ����1���



����� 
�� �f(β ′
j) ≤ βj �� ���� 
��� ������ �αi ≤ f(α′

i) 
��� �vn(α′
i) = αi ���

F (b) − F (a) =

m∑
i=0

(F (ti+1) − F (ti)) =

m∑
i=0

f(α′
i)(ti+1 − ti) ≥

m∑
i=0

αi|Ii| = Id(vn)

�
��� �����

F (b) − F (a) =
n∑
j=0

(F (sj+1) − F (sj)) =
n∑
j=0

f(β ′
j)(sj+1 − si) ≤

m∑
j=0

βj|Jj| = Id(wn)

��� 
���� 
�����
 
�	��
 �
∣∣∣F (b) − F (a) − ∫ b

a
f
∣∣∣ < ε ����� �F (b)−F (a) ∈ [Id(vn), Id(wn)] �� ������ 
���

�F (b) − F (a) − ∫ b
a
f = 0 
��� �ε > 0

�������� �������� ����
 
��� ������
 ����
 ����
 
�� ���� 
� ����



� �
�


������� �� 
�
��

���� ���	���� �� ����� ����� ��� ��� ������������� 

�� ���
� ����	���� �� ������ ����� 
� ���

�
�� ����� �� ������
� ����� �� ��� ������������ �����


f : Rd → R ���� 
R�� Rd�� ����
��� ���� (fn)
∞
n=1 ��� #�������	 ���� �� ������� ����"��$ �%� �����

�x ∈ E ��� ����
��

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

������ �f �� ������� ���"�� ����� �� ����

∀ε>0∀x∈Rd∃Nε,x∈N∀N
n>N |fn(x) − f(x)| < ε

����
� ��� ����� /limn→∞
∫
E
fn =

∫
E
f ������ ��
 �
���
 �����

�1 �� ��� ����
��� �fn(x) � nnχ[n,n+1) ��� �������� 
R → R ����
��� �� ���� (fn)
∞
n=1 ��� �%� �����

ε > 0 ��� �0�� �����
� ������ ����� ��� ����� �limn→∞
∫

R
fn = limn→∞ nn = ∞ �	� 
R �� ����	������

�n > N ��� fn(x) = 0 �� �	
�� 
Nx � �x� ��	� 
x > 0 ����

�limn→∞
∫
E
fn =

∫
E
f �������� 
� ��
��� ���
���
� ��������� ����� ���� �� �����

����� �� ���� �f : R
d → R ���� 
R�� R

d�� ����
��� ���� (fn)
∞
n=1 ��� #���� ����� ����"��$ �%� �����

����
�� �� f �� ���� ����� ������� ���"��

∀ε>0∃Nε∈N∀x∈Rd∀N
n>N |fn(x) − f(x)| < ε


���� ������
� ����	���� ���� �� ���� ������
 
��� 
���� ������
 
�� 
��
 ���
� �� ���� ��

������
 �� ������� 
���� ��ε � �� ���� N 
 ���� ������
� ��� ����� �ε � ��� x � �� ���� N 


���
 ����


� 

��	� ��� ε�� �� ���� δ�
 
��� �������� 
��� �ε�� ��� �� ���� δ�
 ���� ������� ������	�� �� ������ �� �������

�������
 ��
�	



�� � �	 ��� �������� ��� �f : Rd → R�� �����
� �������� Rd → R ����
��� ���� (fn)
∞
n=1 ��� �%� ���


� lim
n→∞

sup
x∈Rd

|fn(x) − f(x)| = 0 ���
�� �� 
��

n > N ��� ������� �� N ∈ N ���� �ε > 0 �
� �f � ���� ������ (fn)
∞
n=1 �� 
���� ���� ��&"��

������� f � (fn)
∞
n=1 �� ���� ��� �supx∈Rd |fn(x) − f(x)| ≤ ε

2
< ε ����� �x ∈ Rd ��� |fn(x) − f(x)| < ε

2

���� 
��� �n > N ��� supx∈Rd |fn(x) − f(x)| < ε ������� �� N ∈ N ���� �ε > 0 �
� �
���
 ���� ��

�x ∈ Rd ��� |fn(x) − f(x)| < ε ������

�� � �	 ��� �������� ��� �f : Rd → R�� �����
� �������� Rd → R ����
��� ���� (fn)
∞
n=1 ��� �%� ���


���� n ∈ N ��� |fn(x) − f(x)| ≤ αn ����
�� 0�� ������� (αn)
∞
n=1 ���������� ������ �� ���� ����
 �� 
��

�x ∈ Rd


���
 �� �� ������� αn = supx∈E |fn(x) − f(x)| ���� �f � ���� ������ (fn)
∞
n=1 �� 
���� ���� ��&"��

�supx∈E |fn(x)−f(x)| ≤ αn 
�� �
���
 ���� �� ������� �
��� (αn)
∞
n=1 � f �(fn)∞n=1 �� ���� ��� ������


�0 � ������ supx∈E |fn(x) − f(x)| �� ���� "������
 ���� �� �� 
���

�������

��� ��� 
��� I ⊆ R
d ��
�d�� $��� ������� ����� �� 
Rd �� ����	�������d ����
��� (fn)

∞
n=1 ��� �%� 
	��

�
∫

Rd f = limn→∞
∫

Rd fn ���
��� 
Rd �� ���	�������d ��� f ��� 
f�� ���� ����	 ������

�x �∈ I ��� f(x) = 0 �� ���� ����� �0 � ����� αn � supx∈Rd |fn(x)− f(x)| 
���
 �-�' 
��� �� �� ��&"��

������� n ∈ N ��� �� �� ����

fn − αnχI ≤ f ≤ fn + αn

�������� �Rd �� ����������� d ���	���� 

 gn � fn − αnχI � hn � fn + αnχI ���

∫
Rd

(hn − gn) = 2αn|I|d

�
∫

Rd(hn − gn) < ε ��� gN ≤ f ≤ hN ������� hN , gN 
��� �2αN |I|d < ε � �� N ∈ N ���� �ε > 0 �
� ����

�n ∈ N ��� ����� �%�) 
��� ����� ����
 �� ����
� ��� �R �� ���������� d f 
���

∫
Rd

(f − αnχI) ≤
∫

Rd

fn ≤
∫

Rd

(f + αnχI)

�"������
 ���� �� �� 
���

lim
n→∞

∫
Rd

fn =

∫
Rd

f

������ 
��
� ������ ��� ������������� d 

 ����	�
 ���	����
 �� �� ������� ���� ����



� �
�

Jordan 
���

��������� ��	��� �� ����� ������ ����� 
� ����

���	�������d ��� χE �� ������d �� Jordan 	�� ����� ��
�� E �E ⊆ Rd ��� #Jordan ����$  %� �����

������ 
Rd ��

|E| � |E|d �
∫

Rd

χE

 d �� ����� 
���
 
��� 

 
���� d ��	��� ����� �Jordan ��� ������ �
 ��� d ��� ��� d �� ����

������ d ��� �����

����
�� 
�����d �� ������ ��� 
Rd�	 Jordan � � ������ ����	
 �� ����� ��� ����� {Ei}ni=1 ���  %� ���
∣∣∣∣∣
n⋃
i=1

Ei

∣∣∣∣∣ =

n∑
i=1

|Ei|

����� �
�� ��
 
����
� ���
 �E �
⋃n
i=1Ei �
��� ��&"��

χE =

n∑
i=1

χEi

�
��� �Rd �� ���������� d χE ���

|E| =

∫
Rd

χE =
n∑
i=1

∫
Rd

χEi
=

n∑
i=1

|Ei|

��������d E \ F �� E ∪ F 
E ∩ F �� ��� 
�������d E, F ⊆ Rd ��  %� ���


E ∪ F  � ������������ d χE\F = χE(1 − χF ) �� 
���� d E \ F �χE∩F = χE · χF �� 
���� d E ∩ F ��&"��

�F \ E � E \ F �E ∩ F �� �� ����� ��
 E ∪ F �� 
���� d

�Jordan ��� ������� ���� 
����� ����



��� G ⊆ E ⊆ H ���
��� �� G,H ����
�d�	� �����
 ε > 0 ��� � �� ������d ���	
 ��� E ⊆ Rd  %� 
	��

�|H|d < |G|d + ε

�������� �� g, h : Rd → R ������ d ���	���� ��� ������ �ε > 0 �
�� �
���� d E �� ���� ��&"��

�
��� �g ≤ χE ≤ h ��� Id(h− g) < ε

g =

m∑
i=0

giχIi h =

n∑
j=0

hjχJj

���	���� ��
� 

� �� g, h �� 
��� ��� �������� ���� ����� d �� ������ 

 {Jj}nj=1 � {Ii}mi=1 ����

������ ���������

g∗i � χ(0,∞)(gi) =

⎧⎨
⎩1 gi > 0

0 gi ≤ 0
h∗i � χ[1,∞)(hi) =

⎧⎨
⎩1 hj ≥ 1

0 hj < 1

g∗ =
m∑
i=0

g∗iχIi h∗ =
n∑
j=0

h∗jχJj

��� 
��� �g ≤ g∗ ≤ χE ≤ h∗ ≤ h ��������
 ������ d ���	���� 

 �����
 ���	����


Id(h∗ − g∗) ≤ Id(h− g) < ε

�� �����	� ���	���� 

 g∗, h∗ 
��� �{0, 1} 

 

�� ������
 ������� d ���	���� ��� �� �
 g∗, h∗ ���

�G ⊆ E ⊆ H ������� H =
⋃n
j=1 Jj � G =

⋃m
i=1 Ii ��	���


������� �� χG, χH ������ d ���	���� ������ �ε > 0 ��� 
��� �����
 ���� �� ������ E �� ���� ���

�
���� d E 
��� ����������� d χE ����� �Id(χG − χH) < ε ��� χG ≤ χE ≤ χH

�
��
 
��
 �� ����
� ������ ��� �����
 �����

E �� ����	�������d ��� f ��� 
Rd �� ����	�������d f : Rd → R ���� 
������d ���	
 E ⊆ Rd ���  %� ���

��Rd �� ����	�������d ��� fχE ����

������ ��� �Id(w − v) < ε
2

��� v ≤ f ≤ w � �� v, w ������ d ���	���� ������ �ε > 0 ��� ��&"��

������� d ���	���� 

 wχH � vχG ���	����
 �� �|H|d − |G|d < ε
2
 � G ⊆ E ⊆ H � �� G,H ����� d ��

��������

Id(wχH − vχG) = Id(wχH − vχH) + Id(vχH − vχG) = Id(χH(w − v)) + Id(v(χH − χG))

≤ Id(w − v) + |H|d − |G|d < ε

2
+
ε

2
= ε

�E �� ����������� d ��
 f � 
���� �Rd �� ����������� d ��
 fχE 
��� �vχG ≤ fχE ≤ wχG �� ����

������� d ��	��� �� ������ ������ ������ ����
� ������ �� 
��

��������d �� E ∪ F �� E \ F 
E ∩ F ��� 
�������d ���	
 E,F ⊆ Rd ����  %� 
	��



�
���� d E ∩ F 
��� ������������ d ��
 χEχF ��� ����� d E ∩ F ��&"��

E \F 
��� �Rd �� ���������� d χE(1−χF ) 
��� �E �� ����������� d ��
 1−χF ���� �
∫

Rd χFχE =
∫
E
χF

�
���� d

�F \ E ��� E \ F �� �E ∩ F �� �� ������ ���� d E ∪ F
�������� ������ d ��	��� �� ������ d 
 �� ���� ��� ������� ����� ������ ���� ���� ����� ������

�������� (d+ 1) ����� �������� d �� ����� ��
 ����� (d+ 1) ������ ������ (d+ 1) ��	��� ����

���
��� 
������(d + 1) ��� E × [α, β) ��� 
���� ��
�1 [α, β) ⊆ R ���� 
������d ���	
 E ⊆ Rd ���  %� ���

�|E × [α, β)|d+1 = (β − α)|E|d

��� G ⊆ E ⊆ H ������� �� G,H ����� d �� ������ ��� �ε > 0 �
� ��&"��

|G|d − |H|d < ε

β − α

������ ������ (d+ 1) �� �
 H × [α, β) � G× [α, β) ��

G× [α, β) ⊆ E × [α, β) ⊆ H × [α, β)

|H × [α, β)|d+1 − |G× [α, β)|d+1 = (β − α) (|H|d − |G|d) < (β − α)
ε

β − α
= ε

�|E × [α, β)|d+1 = (β − α)|E|d �������� �
���� d �� E × [α, β) �����

��� c ≤ w(x)�� �� �������d ���
��� w : R
d → R ���� 
c ∈ R ��� �������d ���	
 E ⊆ R

d ���  %
 ���

����	
� ��� 
x ∈ E

W � {(x, y) ∈ R|x ∈ E ∧ c ≤ x < w(x)} =
⋃
x∈E

{x} × [c, w(x))

�|W |d+1 =
∫
E
(w − c) �����
�� 
������(d+ 1) ���

W 
	���
 ��������
 �����
 {λi}ni=1 ��
�� �w �� �������
 ������
 ����� d 
 {Ii}ni=1 ��
� ��&"��

���
 ��
 �����
 
���� ��


W =
n⋃
i=1

(E ∩ Ii) × [c, λi)

�
���� (d+ 1) W 
	���
 �� 
��� �
���� (d+ 1) (E ∩ Ii) × [c, λi) �� 
��� �
���� d ��
 E ∩ Ii 
	���


|W |d+1 =
n∑
i=1

|E ∩ Ii|d(λi − c) =
n∑
i=1

∫
Rd

(λi − c)χE∩Ii =

∫
Rd

n∑
i=1

(λi − c)χE∩Ii

=

∫
Rd

χE

n∑
i=1

(λi − c)χIi =

∫
E

(w − c)




c ≤ ψ�� �� E�	 ����	�������d ���
��� ψ : E → R ���� 
c ∈ R ��� �������d ���	
 E ⊆ Rd ���  %� ���

����	
� ���

P � {(x, y) ∈ R|x ∈ E ∧ c ≤ y < ψ(x)} =
⋃
x∈E

{x} × [c, ψ(x))

�|P |d+1 =
∫
E
(ψ − c) �����
�� 
������(d+ 1) ���

������ �Id(w − v) < ε � E � v ≤ ψ ≤ w � �� ������ d ���	���� v, w ��
� �ε > 0 �
� ��&"��

V � {(x, y) ∈ R|x ∈ E ∧ c ≤ x < v(x)}
W � {(x, y) ∈ R|x ∈ E ∧ c ≤ x < w(x)}

������� d V,W ��� �V ⊆ P ⊆W ������ �� ����

|W |d+1 − |V |d+1 =

∫
E

((w − c) − (v − c)) =

∫
E

(w − v) ≤
∫

Rd

(w − v) < ε

������
 ��� 
��� �v ≤ ψ ≤ w ��� �	� �|V |d+1 ≤ |P |d+1 ≤ |W |d+1 �������� �
���� (d + 1) ��
 P �����

�|P |d+1 =
∫
E
(ψ − c) 
��� �|W |d+1 
���� |V |d+1 
�� ���	�� |P |d+1 �

∫
E
(ψ − c)

��� 
ϕ ≤ ψ�� �� E�	 �����	�������d ����
��� ϕ, ψ : E → R ����� 
������d ���	
 E ⊆ Rd ���  %
 
	��

����	
�

W � {(x, y) ∈ R|x ∈ E ∧ ϕ(x) ≤ y < ψ(x)} =
⋃
x∈E

{x} × [ϕ(x), ψ(x))

�|W |d+1 =
∫
E
(ψ − ϕ) �����
�� 
������(d+ 1) ���

������ �c ≤ ϕ � �� c ∈ R ���� �E � ����������� d ϕ � ���
 ��&"��

A � {(x, y) ∈ R|x ∈ E ∧ c ≤ y < ϕ(x)}
B � {(x, y) ∈ R|x ∈ E ∧ c ≤ y < ψ(x)}

�
��� �W = A \B �������� ������� (d+ 1) ��	���
 ���

|W |d+1 = |B|d+1 − |A|d+1 =

∫
E

(ψ − c) −
∫
E

(ϕ− c) =

∫
E

(ψ − ϕ)

�
� 
� ���� ����� �y �� ��������� ��
 �� 
���
� ���� �� ����� ���� 
��� �� �
� 
����
 ����


�
��� ������� ��� �� 

�� �������
 �� ���� 
���� ���	���� ������ 
����
 ��	




 �
�

���
������ 
����
 !���������

�Gerald A. Edgar ��� �”Measure, Topoly, and Fractal Geometry” ���
 �� & ���� 
���� ���� "���� ���

�
�������� ������ ������ �� 
�	� 
����� �����

��� ������� d(x, y) : R
d × R

d → [0,∞) ���
���� �%� 
	��

d(x, y) �

√√√√ d∑
i=0

(yi − xi)2

x, y, z ∈ Rd ��� �����
� ��� ����� 
Rd�	 ����
� ���

�x = y � �� d(x, y) = 0 '�
�&�� ������&

�d(x, y) = d(y, x) '����
���

�d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) '������ ����������

����� 	��� ����
� d �� ��� Rd

�d ������
 ���� 
��� d ����
 
�	����� ����
� �� '����


���� ���	� ����� ���� ���� (X, d) 
��� �
����� �� X ×X � ��	��	�
 d ��� �X ⊆ Rd �� �� �� ����

� � ������� ���� �� ��� 
� ��� �������� ������ ���	� ��	�� 
���� ��

�d(x, y) = |x− y| �� ���� �d = 1 ����

δ > 0 ���
 �� A �� �����	 ����� ��
� x �x ∈ A ���� 
A ⊆ Rd ��� #�&��	 ����� !�����	 �����$ �%� �����

������ ���	
 ��
� A ��� 
A �� ������ ���
� ��� x ∈ A �� �� �y ∈ A ��� 
d(x, y) < δ ��� ��

���
�� ����� ��
� x ��A�	 ����	 ��� x ∈ Rd ���� 
A ⊆ Rd ��� #����� ����� !����
�� �����$ �%� �����

��
�� A ��� 
�� ������ A �� ���	���� ����
� �� �� �0 < d(x, y) < ε�� �� y ∈ A ���
 ε > 0 ��� �� A �� ��

����� �����



������ Rd \ A � �� ����� A �A ⊆ Rd ��� �%� ���


�diam(A) � sup
x,y∈A

d(x, y) ���� A �� �
��� �A ⊆ Rd ��� #�
��$ �%
 �����

�A ⊆ I�� �� ���� I ��
�d ���
 �� ����& ����� ��
�� A �A ⊆ Rd ��� #����& �����$ �%� �����

������ A � �� diam(A) <∞ �A ⊆ Rd ��� �%� ���


���
�	��� F � �� ������ ����� F �F ⊆ Rd ��� �%� 
	��

����� 
���
 ���� ��
 
����
 ����
 ��������

�� #E�� �&��$ x�� �	��� f�� ���� �x ∈ E ���� 
f : E → R ��� 
E ⊆ Rd ��� #�	��� ������	$ �%� �����

����
�� y ∈ E ���� �� δε,x > 0 ���
 ε > 0 ���

d(x, y) < δε,x ⇒ |f(x) − f(y)| < ε

��E�� ���	� x ∈ E ��	 ����� ��� �� #E�� �&��$ E �"� �	��� f�� ����

������ �	��� ������	 f�� ���� �f : E → R ���� E ⊆ Rd ��� #���� ����� �	��� ������	$ �%� �����

����
�� y ∈ E ���� �� δε > 0 ���
 ε > 0 ��� �� ����

d(x, y) < δε ⇒ |f(x) − f(y)| < ε

�� �	 ����� ���
��� ��� ���
���
 ���	
	 ����� ���
��� �� �%
 
	��

���
 ����� 
���� ����� 
� ��� �d = 1 �� 
���
 ���� ' ������ �����
 
����
 ����
 ��

���� 
E�	 � �	 ������ E�� $��� ������� f : Rd → R ���� 
������d ���	
 E ⊆ Rd ��� �%� 
	��

�Rd �� ���	�������d f �i�

�#����� I ��
�d�� $��� ���� ������� ��� �������d ����
��� �� (wm)∞n=1 
(vm)∞n=1 ����� ��� �����
 �ii�

���� E �� �����

vm ≤ vm+1 ≤ wm+1 ≤ wm �,�'!

0 ≤ wm − vn ≤ 1

m
�,�&!

vmχE ≤ f ≤ wmχE �,�+!

�f�� � �	 ������ (vmχE)∞m=1 ����� ���	�



�x, y ∈ E ���� �� δ > 0 ���� �ε > 0 �
�� �M � |E|d =
∫

Rd χE �
��� ��&"��

d(x, y) < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε

2M

�� 
�� 
� ���� ����� ����� d � I �� ���� �E ⊆ I � �� �I ���� ��� d ���� �
���� E � 
�����

������ �{In}Nn=1  δ � 
�� 
�
� �� �
� ��� �� �� ����
�

αn �

⎧⎨
⎩inf f(In ∩E) In ∩ E �= ∅

0 In ∩ E = ∅
βn �

⎧⎨
⎩sup f(In ∩ E) In ∩ E �= ∅

0 In ∩ E = ∅

����� �diam(In ∩E) < δ � ���
 ����� ������� αn, βn f �� ���� ����	�
 ����

∀x,y∈E∩In |f(x) − f(y)| < ε

2M

�
��� �f(y) ≥ αn ��� f(x) ≤ βn ���

|βn − αn| ≤ ε

2M

�Rd �� ����������� d ���	���� ��� ����� ���

g �
N∑
n=1

αnχIn∩E h �
N∑
n=1

βnχIn∩E

�
��� �g ≤ f ≤ h �������� 
�� ���	����

0 ≤ h− g =
N∑
n=1

(βn − αn)χIn∩E ≤
N∑
n=1

ε

2M
χIn∩E =

ε

2M

N∑
n=1

χIn∩E =
ε

2M
χ∪N

n=1(In∩E)

=
ε

2M
χI∩E =

ε

2M
χE <

ε

M
χE

�
���

∫
Rd

(h− g) <
ε

M

∫
Rd

χE =
ε

M
M = ε

��i! �� �����
� ����������� d ��
 f �����

�����
 ������ d 
 ���	���� �� ����� ����
 ���
 �� ����
� ���

g̃ �
N∑
n=1

αnχIi h̃ �
N∑
n=1

βnχIi

������� �� �� ����

g = g̃χE h = h̃χE



����

h̃− g̃ <
ε

M
χI ≤ ε

M

����� ����� �ε = M
k

���� �������
 g̃, h̃ ���
� ṽk, w̃k ����� �k ∈ N �
� �
���

 �� ����
� ���

�������� �wn � minnk=1 w̃k � vn � maxnk=1 ṽk

�� ���� ��,�&! � �,�'! � �����

f − vmχE = fχE − vmχE = χE(f − vm) ≤ χE(wm − vn) ≤ wm − vn ≤ 1

m

�f � ���� ������ (vmχE)∞m=1 
���
 �����



�" �
�

���� �
�����

�� 
���� �� 
���� ��� ������ �� 
���� �y ∈ R � x ∈ R
d ���� (x, y) � R

d+1 � ������ 
��� �
� ����

������ �
� ���� �������


������
�� f : Rd+1 → R ����
���� �� ���	
 Fd ��� ��%� �����

�����	�������(d+ 1) ��� f �i!

�����	�������1 ��� gx(y) � f(x, y) ���
���� 
x ∈ Rd ��� �ii!

�����	�������d ��� H(x) �
∫

R
gx =

∫
R
f(x, y)dy ���
���� �iii!

����
� f �� ��������(d+ 1)�� �iv!∫
Rd+1

f =

∫
Rd

∫
R

gx =

∫
Rd

(∫
R

f(x, y)dy

)
dx �'.�'!

�� ����� ���� ������ ���� 
��
 
�� ������� ��� ����	�
� �����
 �� ����� �������� ���� ����� ���

�
��� ����� ����� 
���� ��
 Fd

����� 
ϕ ≤ ψ�� �� 
E�	 �����	�������d ����
��� ϕ, ψ : E → R
d ����� 
������d ���	
 E ⊆ R

d ��� ��%� ���

W � {(x, y) ∈ R
d+1|x ∈ E ∧ ϕ(x) ≤ y < ψ(x)}

�χW ∈ Fd ���

ψ � ϕ �� ����� ��� ���� ��i! 
���� �� ������ χW 
��� �
∫

Rd+1 χW  � ����� ��� ���� *�+ ���� ��&"��

������ �x ∈ R
d ��� �E � "��� �������

gx(y) � χW (x, y) = χE(x)χ[ϕ(x),ψ(x))(y)

H(x) �
∫

R

gx =

∫
R

χE(x)χ[ϕ(x),ψ(x))(y)dy = χE(x)(ψ(x) − ϕ(x))∫
Rd

H(x) =

∫
Rd

χE(x)(ψ(x) − ϕ(x))dx =

∫
E

(ψ − ϕ) = |W |d+1 =

∫
Rd+1

χW

�χW ∈ Fd 
��� �������
 ��� �� ������ χW �����



f + ag ∈ Fd ���
�� a ∈ R ���� f, g ∈ Fd ��� #������ �"��� ��� Fd$ ��%� ���

��������� ������������ �� ��������
 �� 
���� 
�	�� ��
 
��
 ��&"��

$����������� (d+ 1) ���	���� �� ������ ����	� ����������� (d+ 1) ��
 f + ag �i!

������������� 1 ���	���� �� ������ ����	� ����������� 1 ��
 f(x,−)+ag(x,−) 
�	����
 x ∈ Rd ��� �ii!

$g(x,−) � f(x,−)

������ ����	� ����������� d ��
 H(x)
∫

R
(f(x,−) + ag(x,−)) =

∫
R
f(x,−) + a

∫
R
g(x,−) 
�	����
 �iii!

$
∫

R
g(x,−) �

∫
R
f(x,−) ������������� d ���	���� ��

������� �iv!∫
Rd+1

(f + ag) =

∫
Rd+1

f + a

∫
Rd+1

g =

∫
Rd

(∫
R

Rf(x, y)dy

)
dx+ a

∫
Rd

(∫
R

Rg(x, y)dy

)
dx

=

∫
Rd+1

(∫
R

f(x, y)dy + a

∫
R

g(x, y)dy

)
dx =

∫
Rd

(∫
R

R(f + ag)(x, y)dy

)
dx

�Fd�� ����� �������(d+ 1) ���
��� �� ��%
 ���

��� d ��
 Id ���� I = Id × [α, β) ��� �I ���� ��� (d + 1) ��� χI ∈ Fd �� ����
� ����� ��&"��

�� �
�����
 
��
 ������ �χI ∈ Fd �� ���� '.�' 
���� ����� (d+ 1) I �� 
��� ����� d ��
 Id 
��� �����

�Fd � ����� ������ (d+ 1) ��	����

� �	 ��������� 
���� I #���� ��
�(d + 1)�� $��� �������� Fd�	 ����
�������� (fn)
∞
n=1 ��� ��%� 
	��

�f ∈ Fd �� ��� 
f��

������ ����������� �i! 
���� �
��� ����� �� ��������� ������ ����� ����� ���� ����
� ��� ��&"��

gm,x(y) � fm(x, y)

gx(y) � f(x, y)

Nε 
 ���� ���
� Nε ∈ N �� ���� ε > 0 ��� �gx � ���� ������ (gm,x)
∞
m=1 
���
 �x ∈ R ��� �� ����

������ ������� �ii! ����� �x ∈ R ��� ����������� 1 ��
 gx 
��� �������
 
���
 ��

Hm(x) �
∫

R

gm,x =

∫
R

fm(x, y)dy

H(x) �
∫

R

gx =

∫
R

f(x, y)dy



���� ����� I � ���
 �H � ���� ������ (Hm)∞m=1 
���
 �� ����� �m ∈ N ��� ����������� d ��
 Hm

�I = Id × [α, β) � ���� �����

|H(x) −Hm(x)| =

∣∣∣∣
∫

R

(f(x, y) − fm(x, y))dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

R

χ[α,β)αm

∣∣∣∣ = αm(β − α)

������ (Hm)∞m=1 ����� �m ∈ N ��� |f − fm| < αm ������� 0 � ������
 
��� ��
 (αm)∞m=1 ����

Hm �������� 
�����
 
����
 �� �� 
��� ����� �
���
 �iii! 
����� ������������ d H 
��� �H � ����


��� �Id � "�� 
��� �������

∫
Rd

(∫
R

f(x, y)dy

)
dx =

∫
Rd

H = lim
m→∞

∫
Rd

Hm = lim
m→∞

∫
Rd+1

fm =

∫
Rd+1

f


W �� $��� ������� W �	 � �	 ����� ���
��� f : Rd+1 → R ���� 
������(d + 1) ���	
 W ��� ��%� 
	��

�f ∈ Fd ���

��� (d + 1) � "��� 
��� �������� �f � ���� �������
 ������ (d + 1) ���	���� ���� ����� ��&"��

�W �� ����
 ����� ����

���� �	�
 
�	�
�

������ ����
��� ϕ, ψ : E → R ����� 
������d ���	
 E ⊆ Rd ��� #�����	 
	�� �� �
�	 ����$ ��%
 
	��

��� �ϕ ≤ ψ �����
�� E�	 � �	

W �
{

(x, y) ∈ R
d+1
∣∣ x ∈ E ∧ ϕ(x) ≤ y < ψ(x)

}
�f ∈ Fd ��� 
W �� $��� ������� 
W �	 � �	 ������ f : Rd+1 → R ���

�����
 ����
 �� ���� 
��� ��&"��

�∞ � ����� ��
 ���




�� �
�

����	�� ���
�����

��������� ����������� ����� 
� ����

�f : (a, b) → R ��� #���	�� ������ �� ��"�� ���
���$ ��%� �����

(a, b)�	 f �� ��"��� ���
���� �� ����� ��� 
(a, r)�	 ����	�������1 f r ∈ (a, b) ���� 
���
 lim
r→a+

f(r) �� �&

������∫ b

a

f � lim
r→b−

∫ r

a

f

(a, b)�	 f �� ��"��� ���
���� �� ����� ��� 
(r, b)�	 ����	�������1 f r ∈ (a, b) ���� 
���
 lim
r→b−

f(r) �� �!

� ������∫ b

a

f � lim
r→a+

∫ b

r

f

���
���� �� ����� ��� 
(a, b)�	 ���� ��
 ��	 ����	�������1 f�� 
�����
 �� lim
r→b−

f(r) ��� lim
r→a+

f(r) �� �'

������� ���	 (a, b)�	 f �� ��"���

∫ b

a

f �
∫ c

a

f +

∫ a

c

f

(Sym)

∫ b

a

f � lim
ε→0+

∫ b−ε

a+ε

f

��c ��� ���� �� ���� c ∈ (a, b) ����

�±∞ � 	��� �	��	 ��	� ���
 ������ 
� �� �����	 ��	� ���
��� ��%� ���


�
���� f ��� ���
��� ���� ����������� 1 f �� ��&"��

������� ������
 �� ����
� 
�� ���� 
���
 ��
 (Sym)
∫

�����
�



���

∫ b
a
f �� ��� 
���
 (Sym)

∫ b
a
f �� ��� 
�����
 �� lim

r→b−
f(r) ��� lim

r→a+
f(r) �� f : (a, b) → R ��� ��%� ���


��� �����


r > a ��� [a, r) �� ����	��������1�� 
f : [a,∞) → R ��� #���	����� ������ �� ��"�� ���
���$ ��%� �����

������ [a,∞)�	 f �� ��"��� ����
���� �� ����� ���∫ ∞

a

f � lim
a<r→∞

∫ r

a

f

(−∞, a)�	 f �� ��"��� ����
���� �� ����� ��� 
r < a ��� [r, a) �� ����	��������1�� 
f : (−∞, a) → R ���

������∫ a

−∞
f � lim

a>r→−∞

∫ a

r

f

������� ���	 R�	 f �� ��"��� ����
���� �� ����� ��� 
��
�1 �� �� ����	�������1�� 
f : R → R ���

∫ ∞

−∞
f �

∫ c

−∞
f +

∫ ∞

c

f

(PV )

∫ ∞

−∞
f � lim

r→∞

∫ c+∞

c−∞
f

�c = 0 �������	� 
c ∈ R ����


