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 )המשך( תורת  הקבוצות  .2נושא 
 

 יחסים  .1
 

 מכפלה  קרטזית . זוגות  סדורים  )א
 

 א  נתון  איזה  עצם  ''ז,  שבו  נתון  סדר )  לאו  דווקא  שונים(זוג  סדור  הוא  זוג  עצמים  .  הגדרה
 .           הראשון  ואיזה  השני 

 
  ,4ר  השני    ואיב3 הזוג  הסדור  שאיברו  הראשון  - <3,4>.  דוגמה

  , 3  ואיבר  השני  4 הזוג  הסדור  שאיברו  הראשון  - <4,3>           
 

   <3,4> ≠ <4,3>  -           נדגיש  ש
 

  , 3  ואיבר  השני  3 הזוג  הסדור  שאיברו  הראשון  - <3,3>           
 

 . רים   לזוגות  סדו∋לא  משתמשים  בסימון  .  הערה
 

 . c = d  וגם  a = b  אם  ורק  אם  <a,b> = <c,d>נאמר  כי  .  שוויון  זוגות  סדורים
 

 .' רביעיות  סדורות  וכו,  באופן  דומה  נדבר  על  שלשות  סדורות
 

 .  הגדרת  מכפלה  קרטזית
 

 נגדיר.    קבוצותA, Bתהינה  
 

                                                          },|,{ BbAabaBA ∈∈><=×  
 

  .  B  בקבוצה  A   קבוצה  מכפלה  קרטזית  נקראת  ×BAהקבוצה  
 

ABBAבדרך  כלל   ×≠× 
 

 .  1דוגמה 
                          }4,2,3,2,1,2,4,1,3,1,1,1{}4,3,1{}2,1{ ><><><><><><=×  
                          }2,4,1,4,2,3,1,3,2,1,1,1{}2,1{}4,3,1{ ><><><><><><=×  

 .  2דוגמה 
                                                },|,{ RyRxyxRR ∈∈><=×  מישור-

 .  3דוגמה 
                                                                      ØØ =× A  לכל  קבוצה   A  מתקיים   

 Ø -ת  סדורות  שהאיבר  הראשון  שלהם  שייך  לכי  אין  זוגו               (
 

 .תחום  וטווח.  הגדרה  של  יחס )ב
 

 .היינו  קבוצה  של  זוגות  סדורים)  מקומי-דו(  יחס  .הגדרה
 

 .×AA  היינו  תת  קבוצה  של  Aעל  קבוצה  )  מקומי-דו(  יחס  .הגדרה
 

 :עתה  הוא  הקבוצה.  לא  היה  עצם  מתמטי )  3>2כמו  (>  עד  פה  סימון  .  דוגמא
 

                                              ,   < = {<3,4>, <1,2>, <1,3>, <2,3>…} 
 
  .n<m  של  מספרים  טבעיים  שבהם  <n, m>א  קבוצת  כל  הזוגות  הסדירים  ''ז

  . Nיחס  על  זהו  
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 אז  .  N -ב>    ליחס  N>משתמשים  גם  בסימון  
 

                                                 <N  = {<3,4>, <1,2>, <1,3>, <2,3>…} 
  . Nיחס  השוויון  על  :  דוגמאעוד  

 
                                                 =N  = {<1,1>, <2,2>, <3,3>, <4,4>…} 

 
 .מקומי-  יחס  דוRיהא  .   סימון
,Rאם   >∈< ba   אז  נסמן   גם  aRb.  

 ...). ,=  >,  <,  -  בRבמקרים  קונקרטיים  משתמשים  במקום  (
  . a R bכשאין  הדבר  כך  נסמן  

 
  .B  יחס  גם  על  R  אז  ⊇BA  -  וA  יחס  על  Rאם  .  הערה

  . Z  ,Q ,R ,C    אך  גם  עלN  יחס  על  N>למשל  
 

AC  ונניח  כי  A  יחס  על  Rיהא  .  הגדרה    היינו   היחס C -  לRצמצום   .  ⊇
RCCCR ∩×= )( 1       

NZNלמשל   1=<<   
 

  : R  היחס  תחום.  הגדרה
                              Dom(R) = {a | <a,b> € R  כך  ש-   b  קיים } 

  : R  היחס  טווח            
                              Range(R) = {b | <a,b> € R  כך  ש-   b  קיים } 

 
 : דוגמאות

             1 . 
                              A = {1, 2, 3 } 
                              R =  <A ={<1,2> , <1,3>, <2,3>} 
                              Dom (R) = {1, 2} 
                              Range (R) = {2,3} 

             2 . 
                              R =  {<x,y> | x,y € Z, y=x2} 
                              Dom (R) = Z 
                              Range (R) = {0, 1, 4, 9, 16,…} 

             3. 
                              R = {<x,y> | y  בתו\בנו   x ,  בני  אדם  x, y } 
                              Dom (R) -  כל  בני  האדם  שחיו  או  חיים  
                              Range (R) -  כל  ההורים  
 

   .  יחסי  השקילות  על  קבוצהכלוא  למצ:  יש  עניין
 

 . תכונות  של  יחסים )ג
 

 .A   יחס  על  Rיהא  
 

,R מתקיים ∋Aa אם לכל רפלקסיבי יקרא A .R יחס על קבוצה Rיהא .  הגדרה >∈< aa  
 

Aba אם לכל סימטרי יקרא R. הגדרה   מתקיים ,∋
                                             R,R, >∈⇔<>∈< baab 

 
 



 
  2002'  סמסטר ב                  מבוא   למתמטיקה   דיסקרטית                      201-1-9661 

 )המשך(תורת  הקבוצות                                         2נושא      
        

 
 

3

Acba  אם  לכל  טרנזיטיבי  יקרא  R.  הגדרה    מתקיים ,,∋
                                             R,,R,R, >∈<>∈⇐<>∈< cbbaca 

 

 : דוגמאות
1  .=Z ,  ≤R ,  X⊆ - אך  לא  ( יחסים  רפלקסיביים<Z . (  

            2   .=Nסימטרי  וטרנזיטיבי,   רפלקסיבי 
            3   .<Nאינו  סימטרי  ואינו  רפלקסיבי  אך  הוא  טרנזיטיבי   
            4   .≤Nאינו  סימטרי  אף רפלקסיבי  וטרנזיטיבי   

 
   יחס P(X)נגדיר  על  .    קבוצהXתהא  .   5            

                                                    }|,{ XBABAX ⊆⊆><=⊆  
                  זהו  יחס  טרנזיטיבי 

 
            6 .}2|||,{R ≤−×>∈<= baZZba 

R2,3,3,5.              יחס  זה  סימטרי  ורפלקסיבי אך  לא  טרנזיטיבי R2,5  אך  ><>∋< >∉< 
 

 קבוצת  המנה. מחלקת  השקילות .  יחס  שקילות )ד
 

 :  אםA  יחס  שקילות  על  Rנאמר  כי  .    A  יחס  על  קבוצה  Rיהא  .  הגדרה
    רפלקסיבי  R.               א
    סימטרי  R.               ב
 טיבי     טרנזיR.               ג

 
  . Aיחס  השוויון  על  .  1.  דוגמאות

 

  ,A  -קבוצת  תושבי  הארץ  .  2              
                                                         R = { <x, y> | אזרחי  אותה  מדינה  x, y } 

 

  ,A  -קבוצת  כל  הילדים  .  3              
                                                         S = { <x, y> | ילדי  אותה  שנה  x, y } 

 

              4  .}n-m4},| 4-  מתחלק  ב ZZmn ×>∈<=≡  
 

 . נוכיח  שהיחס  האחרון  הוא  יחס  שקילות 
 

4,04.   רפלקסיביות >∈≡⇒<⋅=− nnnn  
 

,4אם  .  סימטריות >∈≡< mn   אז  n-m = 4k  עם  Zk∈  .    לכןm-n = -4k4-  ו, >∈≡< nm  
 

,,,4נניח  .   טרנזיטיביות >∈≡<>< pmmn 
Zlk                    אזי  קיימים      . ,n-m = 4k  m-p = 4l  -  כך  ש,∋

,4-  וn-p = 4(k+l)                    לכן    >∈≡< pn 
 

  . ∋Aaיהא   .  A  יחס  שקילות  על  Rיהא   .  הגדרה
/}|{  היינה  R  ביחס  a  של  מחלקת  השקילות             aRbAbRa ∈=  

 
/R/{R|{קבוצה   .  הגדרה AaaA   קבוצת  המנה  נקראת  R  כל  המחלקות  השקילות  של  =∋

  . A            של   
 

    מתקיים ≡4ביחס  .  1.  דוגמאות
 

                          44 /1}|34{,...}11,7,3,1,5,9{...,/3 ≡−=∈+=−−−=≡ Zaa  
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4/0:              למעשה  יש  כאן  בדיוק  ארבע  מחלקות  שקילות  ≡  , 4/1 ≡ , 4/2 ≡ ,4/3 ≡ 
/}0/,1/,2/,3/{אז  .              קבוצת  המנה  כללת  ארבע  קבוצות  אלה 44444 ≡≡≡≡=≡Z  

 
  A= קבוצת  תושבי  כדור  הארץ .  2              

                                                            R = { <x, y> |  אותה  אזרחות  x, y ל-  } 
 . הלאומים  השונים :                      מחלקות  השקילות   

 
Abaיהיו   .  A  יחס  שקילות  על  קבוצה  Rיהא  .  משפט /R/R  -אזי  או  ש.  ,∋ ba  -  או  ש=

           ØR/R/ =∩ba .  
 

/ØR/Rאם  .  הוכחה =∩baסיימנו   . 
/ØR/R  -            נניח  ש ≠∩ba  .   צריך  להוכיחR/R/ ba = .  

  ∋R/ac  -  ו∋R/bc  -  כך  ש∋Ac           מההנחה  קיים  איבר  
,R    כלומר          >∈< cb,  R, >∈< ca  .  מכאןR, >∈< ac  ולכן  R, >∈< ab  עקב   

 .            סימטריות  וטרנזיטיביות
 

/R/R        נראה  כי   ba ⊆.  
R/ad        יהא   ,R אזי  .  ∋ >∈< da  ולכן  R, >∈< db. 

R/bd        כלומר    .  כנדרש ∋
 

/R/R        משיקולי  סימטריה  גם   ab /R/Rאז   .  ⊇ ba = .  
 

 .  של  קבוצההחלוקהנעבור  עכשיו  למושג  
 

 . קבוצה  שאיבריה  הם  קבוצות  P -נניח  ש.  הגדרה
             נגדיר  

   Bx∈ | x {   =U P  -  כך  ש∋PBקיימת                        { 
 

   U { {2,3}, {4}, {2,5,6} } = {2,3,4,5,6}.  1.  דוגמאות
 

  P= } ... ,אזרחי  איטליה'  קב,  אזרחי  צרפת '  קב,  אזרחי  אנגליה '  קב{  .   2              
   U P  -                     קבוצת  אזרחי  אירופה  

 
 :   של  קבוצות  המקיימת   את  התנאים P  היינה  קבוצה  A  של  חלוקה.    קבוצהAתהא  .  הגדרה

  ,U P = A .א
  ,B∩C = Ø  שונות  בהכרח  ∋PB,Cלכל   .ב
 P∉Ø .ג

 
    כחלוקת  יבשת  למדינות  ללא  אזורים  מפורזים  וללא Aניתן  לחשוב  על  חלוקה  של  .  הערה

 .          שטחים  משוטפים
 

   ,כמקדם ,  אוסף  קבוצות  אזרחי  מדינות  אירופה.  1.  דוגמאות
 

              2   .}}34{ Z|nn ∈+,}24{ Z|nn ∈+  , }14{ Z|nn ∈+  ,}4{ Zn|n∈ {  =P  
 

 " שוויון  אזרחות"נשים  לב  שבדוגמא  הראשונה  קיבלנו  את  קבוצת  המנה  של  היחס  .  הערה
  . ≡4          ובדוגמא  השניה  את  קבוצת  המנה  של  היחס  

 
  .A  הנה  חלוקה  של  R/Aאזי  קבוצת  המנה   . A  יחס  שקילות  על  הקבוצה  R  יהא. משפט

 

/R/{R|{נסמן  .  הוכחה AaaAP  .   חלוקהP -  ונוכיח  ש==∋
 

  .U P = A  -נראה  ש)  א       (
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,Rבע   אז  מהרפלקסיביות  נו∋Aa              אם   >∈< aa  ולכן  R/aa∈  .   מהגדרתU P  
Pa  -              נובע  ש PAלפי  כך   .  ∋∪ ∪⊆ .  
Paיהא  ,                להפך  חלקות  שקילות    אך  מA  שייך  למחלקת  שקילות  של  aאזי   .  ∋∪
  .∋Aaלכן   .  Aקבוצות  של  -              הן  תת
APכ  ''  ובס∪⊇AP:               קיבלנו =∪.  

 

PCBתהינה   )  ב       (  .נראה  כי  הן  זרות .    שונות ,∋
 

Acb    יש   P מהגדרת                R/cC  -  כך  ש,∋ = , R/bB = 
RcRb  -או  ש:                מהמשפט  הקודם // //Ø  -  או  ש= =∩ RcRb 

/R/R  -              הואיל  ו cb /ØR/R  בהכרח  ≠ =∩=∩ cbCB  
 

 .P∉Ø   נראה   כי )  ג       (
 

 .   אינה  ריקה ∋Aa  -  כשR/aאף  מחלקת  שקילות  :               פרוש  הדבר
/ØR  ולכן  ∋R/aaמהרפלקסיביות  ,               ואמנם ≠a 

 

 .    חלוקה P  -       בזאת  הוכחנו  ש
 

 . עכשיו  נבנה  מחלקות  יחסי  שקילות .  מיחסי  שקילות  קיבלנו  חלוקות
 

   כדלקמן Aעל   )  P -התלוי  ב  (EPנגדיר  את  היחס    .  A  חלוקה  של  קבוצה  P  תהא  .הגדרה
      

Cba  -  כך  ש∋PCקיימת          {    ∈, |  <a,b> {  =EP   
 

 .   היינו  יחס  שקילות EP  :טענה
 

  . A  היינו  יחס  על  EP) .  א.  הוכחה 
       

,PE            אם >∈< ba אז  קיימת  PC∈כך  ש -  Cba Pbaבפרט .  ,∋  U P = A אך  ,∋∪
Abaלכן ).  מהגדרת  חלוקה            ( AAba  כלומר  ,∋ ×>∈< , .  

AAP            בזאת  הוכחנו  כי   ×⊆E כנדרש   . 
 

 .   רפלקסיביEP) .              ב
 

Paaצריך  להוכיח   .  ∋Aa           יהא    E, >∈<.  
PA  -           מעבדה  ש Pa   בהכרח  ∋∪   .∋Ca  -  כך  ש∋PC  כלומר  קיימת  ∋∪

Paa           אז  E, >∈<. 
 

 .   יחס  סימטריEP) .              ג
 

Pba  -           נניח  ש E, Cba  -  כך  ש∋PCאזי  קיימת  .  >∋<   -נוכל  גם  לומר  ש .  ,∋
          Cab Pab  כלומר  ,∋ E, >∈< 

 
 .   יחס  טרנזיטיביEP) .              ד

 

Pba  -           נניח  ש E, >∈<  , Pcb E, PDCאזי  קיימות .  >∋< Cba  -  כך  ש,∋ ∈,,  
           Dcb ∈,  . 
DCb :  נשים  לב              Ø≠∩DC  ולכן  ∋∩

Ccbaלכן  .   C = D  חלוקה  אז   P           כי   ∈,,  ←  Pca E, >∈< .  
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 , קבוצת  כל  האנשים  הנמצאים  בחדר – A.   דוגמא
Aba{           נגדיר  יחס   ∈,  , a, b נולדו  באותו  חודש    |<a, b> {  =R  

 A/R= } } נולדו  בינואר}, {נולדו  בפברואר, {... }, נולדו  בדצמבר{ {           קיבלנו  חלוקה  
  . R           יכולנו  להתחיל  מהחלוקה  ובעזרתה  להגדיר  יחס  

 
 .   קבוצהAתהא  .  משפט

RE  מתקיים  A  על  Rלכל  יחס  שקילות  ) .             א R/ =A 
PA  מתקיים  A  של  Pלכל  חלוקה  ) .             ב P =E/  

 
 .  ללא  הוכחה

 

 . יחסי סדר )ה
 

Abaאם  לכל )  אסימטריאו    (אנטיסימטרי יקרא  A על קבוצה Rיחס  .  הגדרה  קיים  מת,∋
                                             baabba =⇔>∈<>∈< R,&R, 

 
Aba  אנטיסימטרי   אם  אין  איברים  A  על קבוצה R  לחילופין  יחס  .הערה   -שונים  כך  ש,∋

          R,&R, >∈<>∈< abba 
 

 :  אםיחס  סדר  חלקי יקרא  Aבוצה  על קRיחס .  הגדרה
 

           1    .R רפלקסיבי   
           2    .R  אנטיסימטרי   
           3    .Rטרנזיטיבי   

 
 היינה  )   A  יחס  סדר  חלקי  על  קבוצה  Rכאשר   (<A, R>נאמר  גם  שהזוג  הסדור  .  הגדרה

  . קבוצה  סדורה  חלקית            
 

  . P(X)  על   ⊇ , Z  על   Z≥:   מאותדוג
 

 . תאור גרף  של  קבוצה  סדורה  חלקית
 

 : נבין זאת  כך
 ,כל  איבר  עומד  ביחס   עם  עצמו)    א
  y -  לx -   אם  ורק  אם  ניתן  להגיע  מxRy)    ב

 .  י  עליה  לאורך  הקווים''       ע
   f, g  אך איברים   aRa  ,aRd , aRfבדוגמא   

 .לא עומדים  ביחס
 

   קבוצה  סדורה  חלקית <A, R>תהא    .  הגדרה
Aba           ויהיו     a, bנאמר  כי  .  ,∋

 bRa או   aRb  אם  ניתנים  להשוואה           
 

 ,   איברים  ניתנים להשוות  כל  שני < ≥ ,Z >בקבוצה  סדורה  חלקית )  א:  דוגמאות
}1{}2,1{ -  נכון  שX = {1, 2, 3}  -  כש,P(X)> ⊇<בקבוצה  סדורה  חלקית   )                ב ⊆  

 .   אינם ניתנים להשוואה{2,3} -  ו{1,2}הקבוצות  -                   אך  תת
 

,Rבמקום    a≤ b  לפעמים  נכתיב  .הערה >∈< ba  או aRb .   יש  להדגיש  כי  אין  זה  יחס " ≤ " 
 . ל ''  בתרשים  כנx  נמצא  מעל  yהסימון  רק  מציין  כי  .             מוכר  בין  מספרים 

 
AB  -  וA  יחס  על  Rיהא  .  תזכורת R1R)(  חיינו  B -  לRהצמצום  של  .  ⊃ BBB ×∩= 

                f    
                                                     g  
 
 
                                
                             e  
 
             d  
                                         c   
 
 
  a                       b 
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AB  ואם  A  יחס  סדר  חלקי  על  Rאם  .  טענה   .  B  יחס  סדר  חלקי  על  R1B  אז  ⊃

 
  . ללא  הוכחה

 
   או  איבר מזער  איבר  aנאמר  כי  .  ∋Aa  קבוצה  סדורה  חלקית   ויהא  <A, R>תהא    .  הגדרה

   מקסימלי  או  איבר  מרבי  איבר  aנאמר  כי   .  bRa -   כך   שA -   בb≠a  אם  אין   מינימלי           
  .  aRb -   כך   שA -   בb≠a           אם  אין   

 
 )שרטוט.  (דוגמא

 
   מינימלייםa, b, c, d         כאן   
                 h, i, g    מקסימליים 

 
 
 
 

   <A, R> -  במינימום  aנאמר  כי  .  ∋Aa  קבוצה  סדורה  חלקית   ויהא  <A, R>תהא    .  הגדרה
  ∋Aa  אם  לכל <A, R> -   במקסימום  bנאמר  כי   .   aRb   מתקיים   ∋Ab           אם  לכל   

  .  aRb מתקיים             
 

>≥<.  1.  דוגמאות NN  .   מינימום   ואין  מקסימום– 1כאן   .  ,
 

              2  .⊆>< }),3,2,1({P) שרטוט ( 
 , מינימום – Ø                   כאן  

  מקסימום -  {3 ,2 ,1}                  
 
 
 

 ) שרטוט.  (3              
 ,                    כאן  אין  מינימום

                    f -מקסימום  
 

            
 
 
 

 .   בקבוצה  סדורה  חלקית  יש  לכל  היותר  מינימום  אחד.טענה
 

Aba -נניח  ש.    קבוצה  סדורה  חלקית <A, R>  תהא    .הוכחה  . Aרי  מינימום  של    שני  איב,∋
   a≤ b  מינימום  נובע  a  -           מכן  ש
   b≤ a  מינימום  נובע  b  -           מכן  ש
   . a= b  אנטיסימטרי  מקבלים  ≥  -           מכן  ש

 
 .   אז  הוא  איבר  מינימלי  בה<A, R>  מינימום  בקבוצה  סדורה  חלקית  a אם  .טענה

 
  .a≤ b  מינימום  a -ואמנם  מכן  ש  a= b  צריך  להוכיח  .  b≤ a  מקיים  ∋Ab -יח  ש  ננ.הוכחה

Aba  לכן  לא  קיים. a= b           מהאנטי סימטריות  נובע      . b≤ a -  כך  ש≠∋
 

  . ות  איבר  מינימלי  אחד  סדורה  חלקית  סופית  קיים  לפח<A, R>  בכל  קבוצה  .משפט

    h                i                           g      
 
 
                        f                            k 
 
        e 
                                                         d 
  a                  b              c 

                          {1,2,3}  
 
 
      {1,2}                                                           {2,3} 
                                     {1,3} 
                                       
                                       {2} 
        {1}                                                            {3}   
 
                    
                                      

Ø

                                 f  
       
 
 
                                                          e 
                d  
  a                               b                                     c 
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 . איבר כלשהו של הקבוצה∋Aaיהא .   נניח שבקבוצה הנתונה אין איבר מינימלי.הוכחה

Axלכן חייב להיות איבר ,  איננו מינימליa           לפי הנחה  ax המקיים 1∋ ax -ו 1≥ ≠1 .   
Axלכן חייב להיות איבר ,          גם אינו מינימלי 12 המקיים  1x- שונה מ2∋ xx  . וכך הלאה, ≥

 

 :         באופן כזה מתקבלת סדרה של איברים המקיימים
 

)         1  (121 ...... xxxx nn ≤≤≤≤≤ +  
         )2  (ii xx  . i עבור כל 1+≠

 

 ,חייבים להיות בסדרה זו שני איברים שווים,          מכיוון שמספר איברי הקבוצה הוא סופי
,1,          למשל ≥=+ txx ktk . נקבל ) 1(לפי התכונהkk xx   ≥ לפי טרנזיטיביות של היחס.1+≥
ktkk         נקבל  xxx =≥ ≥+1:לבסוף מתקיימים התנאים הבאים. 1++ kk xxו -kk xx  בגלל . 1+≥
=+1 נקבל ≥סימטריות של היחס -         האנטי kk xx , 2(תכונה (בניגוד למבנה הסדרה.( ( 

 . לפחות איבר מינימלי אחדA-כי חייב להיות ב,          סתירה זו מוכיחה
 

 < ≥ ,Z > -ב, לדוגמא.  היא קבוצה אינסופית אז המשפט האחרון לא תמיד נכוןAחשוב לשים לב שאם 
  ).1מספר ( יש איבר מינימלי < ≥ ,N > -אין איבר מינימלי אך ב

 
 .  ציותפונק .2

 

 טווח  ותמונה  של  פונקציה, תחום.  הגדרה  של  פונקציה )א
 

  . B -  ל A-נגדיר יחס  מ.    קבוצות  כלשהן B -  וAתהיינה  
 

  . B -  לA -  נקראת  יחס  מ×BA  כלשהי  של  מכפלה  קרטזית  Fקבוצה  -תת.  1הגדרה 
BAFא ''ז              ( ×⊆( 

 
                                             B 
 
 
                                                               A  

},{},{.   1 דוגמא baB1,2,3A ==  
               }{ ><><><><><><=× 3,b,2,b,1,b,3,a,2,a,1,aBA ,  

                                       }{ ><><><= 3,b,2,b,1,aF  
              Fהוא  היחס   מ  -A ל  - B.   

 
   אחד  ויחיד  כך  ∋Bb  קיים  ∋Aa  אם   לכל  פונקציה  נקרא  B -  לA -  מFיחס  . 2הגדרה 

 . aFb  -               ש
 

21  נובע  2aFb -  ו1aFb-יא  פונקציה  אז  מ  הFבמילים  אחרות  אם   bb =. 
 

  .  1  הנזכר  לעיל  בדוגמא  B -  ו Aתהיינה  קבוצות  . 2 דוגמא
  :B -  ל A-  יחסים  מF2 -  וF1             יהיו   

                                       }{1 ><><><= 3,b,2,b,1,aF  
                                       }{2 ><><><= 3,a,1,b,1,aF  

 a1F2 -  וb1F2-  -  אינה  פונקציה  מכיוון  ש2Fאולם   B -  ל A-  היא  פונקציה  מF1        אזי  
ba        אבל  ≠  . 

 

 
           F 
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 :     על  המצבים אוסריםאנו  .  נשים  לב
 

 
 
 
 
 

               אך  מרשים 
 

 
 
 
 
 
 

 . תיאור  אחר  של  פונקציה  הוא   הבא
 

  .∋Bbד    מתאים  איבר יחי∋Aaנניח  כי  לכל  .    קבוצות  כלשהןB -  וA תהיינה .  3הגדרה 
  .B -  ל A-              האוסף  של  התאמות  כאלה  יקרא  פונקציה  מ

 
BAfנכתוב    BA  או  :→ f⎯→⎯ .  
  f זהו הערך של   .∋Aa -  מתאימה  לf  אשר  Bעבור  האיבר  של   "  a  של  f"   קרי  f(a)נכתוב  

 . f  תחת  aאו  התמונה  של    a -ב
 

 .   של  פונקציה  שקולות 3-  ו2ברור  כי  הגדרות  
bafafb: מספיק  לשים  לב  על  הקשר  ביניהן  =⇔ )( 

 
  , Dom( f )הפונקציה  ותסומן  )  domain  (תחום  תקרא  A   :מינוח

 

           B  טווח  תקרא)  range  (  הפונקציה  ותסומןRng( f ) ,  
 

 
)Im(f)  : }|)({)Im  נגדיר  גם Aaaff ∈= 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

BAfלכל  פונקציה  .  4הגדרה  },)(|{קבוצה  -  תת:→ Aaafa    של  גרף  נקראת   ><∋
  .f               הפונקציה   

 
)(2.  3.  דוגמאות xxf =   , Dom( f ) = Rng ( f ) = R  , Im(f) = [0, ∞)  .   הגרף  שלf הוא   

 .                    פרבולה
 

              4   .4)2(,3)1(},4,3{},2,1{ ====< ffBA  
Dom(f) = {1, 2},  Rng(f) = Im(f) = {3, 4}                          

 
 

 
                         ?    
      A                                     B  

 
                             
      A                                   B  

 
                             
         A                               B  

    A = Dom(f)  
                                                                             B = Rng(f)  
 
 
                                                                        Im(f)  
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 :  קציה                    גרף  של  הפונ
 
 
 
 
 
 

  ,N∈n | <a, n> {  =fז ''ת'   מתאים  מס∋Aa-ל, {A , B = N=}אזרחי  ישראל {. 5             
                  Dom(f)=A  , Rng(f) = B = N , N ⊂}קבוצת כל מספרי הזהות הקיימיםIm(f) = {  

 
 . ערכיות-חד-  ופונקציות  חדעלפונקציות   )ב

 

BAfנאמר  כי  פונקציה  .  הגדרה   .Im(f) = B  אם  B  על  היינה  :→
 

BAf   :סימון  :⎯→⎯על
 

RRנבדוק  האם  פונקציה  .  6. דוגמאות →:fי   הנוסחה  ''  המוגדרת  ע
2||

)(
+

=
x

xxf  על  היא . 

1  מתקיים  R∈x                  ברור  שלכל  
2||

|||)(| <
+

=
x

xxf  ולכן  R⊂−= )1,1()Im( f.  

 :גרף  של  הפונקציה  הוא  הבא  .  R  אינה  על  f                 אזי  
 

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

           
:)1,1(נגדיר  פונקציה  .  7          −→Rgי   נוסחה  ''    ע

2||
)(

+
=

x
xxg  . 

 . עלהיא פונקציה    g -                 נראה  ש
  . g(x) = y -ש  כך  ∋Rxנוכיח  שקיים  .  y∋−)1,1(                 יהא  

   ומקבלים  x ≥ 0  אז   y ≥ 0אם  ,                   באמת
y

yx
−

=
1

    ומרגלים  y ≤ 0  ואם   

                 מקבלים   
y

yx
+

=
1

 . 

 

BAf  .5 הגדרה 21  אם  אין ערכית-חד-חד  פונקציה  -  :→ aa )()( -  כך  ש≠ 21 afaf = 
 

BAf:  סימון ⎯→⎯ BAf  או  :11− ⎯→⎯⎯עחח '':. 
 
 

      
1 4 
  
2                                            3 
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RR.  8.  דוגמאות →:f2י   הנוסחה  ''  המוגדרת  ע)( xxf  ע   כי  למשל ''  חחאינה  היא  =
                    f(2) = f(-2) =4  22   אך −≠ 

 

 ע''  היינה  חחf(x) = 2x+1פונקצית  .  9              
 

RRנראה  כי  פונקציה  .  10               →:fי   הנוסחה  ''  המוגדרת  ע
1||

)(
+

=
x

xxfע''  חח . 

,R∈21                   נניח  כי   xxו - )()( 21 xfxf 21 ונראה  כי  בהכרח  = xx = .  
   -                   נשים  לב   ש

                       00)( =⇔= xxf  , 00)( <⇔< xxf  , 00)( >⇔> xxf  
)()( -                   לכן  מ 21 xfxf 021  נובע  כי  או = == xx  021  או >xx . 

 .                    במקרה  הראשון  סיימנו

                   במקרה  השני  מקבלים  
1||1|| 2

2

1

1

+
=

+ x
x

x
x   

0,0.                         א 21 >> xx . 
11 2

2

1

1

+
=

+ x
x

x
x  ← 21 xx = 

0,0.                         ב 21 << xx . 
11 2

2

1

1

+−
=

+− x
x

x
x  ← 21 xx = 

 
 .  הרכבת  פונקציות  )ג

 
BAfתהיינה  שתי  פונקציות  .  הגדרה  CBg  -  ו:→    כמתואר  :→

 
 

                                                                 f                         g 
 

                                                          

                                                   A                          B                       C 
 

Bafאזי   .  ∋Aa           יהי    מכאן  שניתן  לקבל  תמונה  .  g  היא  תחום  של  Bקבוצה   .  )(∋
    כזאת   שלכל C -  לA -הפונקציה  זו   מ .  g(f(a))  כלומר  g   תחת  הפונקציה  f(a)           של  

          Aa∈  מתאים g(f(a))השייך  ל  - C  הרכבת  פונקציות  נקראת  fו  - g  ותסומן   fg D .  
 

))(())((:  לפי  ההגדרה  afgafg =D 
 

CAfgהרכבה  .  טענה →:D  של  פונקציות  BAf CBg  -  ו:→  .  א  פונקציה  הי:→
 

fba -  אחד  ויחיד  כך  ש∋Bbקיים   .  ∋Aaיהא  . הוכחה >∈<  .∋Cc  זה  קיים  b -ל.  ,
gcb -          אחד  ויחיד  כך  ש >∈< fgca  -מכאן  ש.  , D>∈< ,  . 

Ccנניח  שגם  .  יחידות           fgca  מקיים  ′∋ D>∈′< fgמהגדרת   .  , D  קיים  Bb ∈′  
gcb -          כך  ש >∈′′< , ,fba >∈′<  לכן   .  'b = b  -  נובע  שbמיחידות   .  ,

          gcb >∈′<    .'c = c  -  נובע  שcמיחידות    .  ,
 

fg:  לשים  לב  להפוך  הסדר.  1  .הערות  D  
            2  .)(Dom)(Dom ffg =D  
            3  .)(Rng)(Rng gfg =D  
            4  .)(Im)(Im gfg ⊆D   
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Im)(Im)(יתכן  כי   gfg ⊂D 
 

RRיהיו  .  דוגמא →:f2י   הנוסחה  ''  המוגדרת  ע)( xxf = ,  
           RR →:g1י   הנוסחה  ''  המוגדרת  ע)( += yyg.  

RR           אזי    →:gf D  1  היא))(( 2 += xxfg D,  
          R=)( Im g , ),1[)(Im ∞=fg D .  

 
gffgככלל  .    קומוטטיביתאינההרכבת  פונקציות  .  הערה DD fg -למעשה  יתכן  ש .  ≠ D  

gf          מוגדרת  אך   Dגם   כאשר  אין  בעייה  בתחומי  ההגדרה  לא  חייב  להתקיים .    לא 
gffg          שוויון   DD gffg ,לדוגמא  .  = DD )1(1  כי  ≠ 22 +≠+ xx .  

 

AAAפונקציה .  הגדרה →:Id כך  שלכל  Aa∈  מתקיים aaA =)(Id  פונקציה  זהות  נקראת  . 
 

BAfלפונקציה  .  טענה ff  מתקיים  :→ =AIdD  , ff =DBId .  
 

)Aa∈ )())(Id())(Id -ל. הוכחה AA afafaf ==D ,)())((Id))((Id BB afafaf ==D. 
 

BAfכלומר  לפונקציות  ,  הרכבת  פונקציה  היינה  אסוציאטיבית.  הטענ →: , CBg →: ,  
         DCh )()(  מתקיים  :→ fghfgh DDDD = . 

 
fgh  של  פונקציות D  והטווח  Aהתחום  .  הוכחה DD )( - ו)( fgh DDשווים   . 

 : אזי . ∋Aa           יהא  
    )))((()))((()))((())()(())()(( afghafghafghafghafgh DDDDDD ====  

         
 .פונקציה  הפוכה.  פונקציה  הפיכה)  ד

 
BAfתהא  .  הגדרה ABg  אם  קיימת  פונקציה  הפיכה   f נאמר  כי  .   פונקציה:→    כך :→

AId=fg -            ש D  , BId=gf D  .   אם  פונקציהg  הפוכה  קיימת  אז  היא  נקראת   
   . f            לפונקציה   

 
  . f -  פונקציה  הפיכה  ל-  f -1:  סימון

 
ZZ.  1.  דוגמאות →:fכש  -  f(n) = n+1  

                  ZZ →:gכש   -  g(n) = n - 1  - ל  פונקציה  הפוכה- f.   
 

             2  .}6,5,4(}3,2,1{: →fכש  -  f(1) = 4,  f(2) = 6,  f(3) = 5 ,  
                  }3,2,1(}6,5,4{: →gכש  -  g(4) = 1,  g(6) = 2,  g(5) = 3,  

                 g(n)   - ל  פונקציה  הפוכה- f.  
 

            3  .RR →:fכש  -f(x) = x2    .   
  . לא  הפיכה  פונקציה  הזו                 

RR                 אילו  הייתה   →:gכך  ש  - RId== fggf DD אז  לכל x התקיים   צריך  ל 
                 g(x)2 = x = g(x2) .  

 .  סתירה-   g(12) = g(1) , -1 = g((-1)2) = g(1) = 1:                    בפרט 
 

BAfפונקציה  .  משפט  .ערכית-חד-חד  ועל  הפיכה  אם  ורק  אם  היא  :→
  

 . ע '' על  וחח  הפיכה  אז  היא fנוכיח  כי  אם  .  א  .הוכחה
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ABg  הפיכה  אז  קיימת  f                אם      -  כך  ש:→
                                          AId=fg D  , BId=gf D(*)             

 

Aaaיהיו  .  ע''   חחf -נראה  ש                 )()(  ונניח  כי  ,21∋ 21 afaf  אזי .  =

22A22111A1 )(Id))(())(())(())(()(Id aaafgafgafgafgaa ======= DD  
 

   ומתקיים ∋Aaאזי  .  a = g(b)נגדיר   .  ∋Bbיהא   .     עלf -נראה  ש               
                            bbbgfbgfaf ==== )(Id))(())(()( BD  

 

 . ע  אז  היא  הפיכה''  על  וחחfצריך  להוכיח  כי  אם   .  ב           
        

  . f               בונים  פונקציה  הפוכה  לפונקציה  
},|)(,,{:    באופן  הבא A -  לB -  מg               נגדיר  יחס   AaBbbafabg ∈∈=><=.  
  .  A -  לB -מ   היא  פונקציה  g               נוכיח  כי   
  .f(a)=b  -   כך  ש∋Aa  קיים  ∋Bb  פונקציה  על  נקבל  כי  לכל  f -               מכיוון  ש

  לפי   b = f(a1) = f(a2) אז   g(b) = a1 ≠ a2 = g(b)כעת  אם    .  B = Dom (g)א  ''               ז
  . fחד  ערכיות  של  -  בניגוד  לחדg   הגדרת              

  . A -  לB -  היא  פונקציה  מg               הוכחנו  כי  
ABgBAf               נרשום   →→   ומתקיימים  התנאים  :,:

 

                                                bafabg =⇔= )()( (**)     
                

   ונקבל  aבמקום    g(b)ערך   (**)  -   מf(a)=b               נציג  לשוויון  
 

                                         Bgfbbgfb Id))(()( =⇒=∀ D  
                

   ונקבל  bבמקום    f(a)ערך   (**)  -   מg(b)=a               נציג  לשוויון  
 

                                         Afgabfga Id))(()( =⇒=∀ D .  
 

  .f  פונקציה  הפוכה  לפונקציה  g               כלומר  
 

 .  חשבון  עוצמות .3
 

 .עוצמה  של  קבוצה.  קבוצות  שקולות )  א
 

 אם  )  יזומורפיותא  או שקולותאו    (שוות  עוצמה   A, Bנאצר  כי  .    קבוצות A, Bתהינה  .  הגדרה
  איזומורפיזם  הוא  f -אנחנו  אומרים  גם  ש  . f :  A → Bע   ועל   ''           קיימת  פונקציה   חח

  .B -  לA           בין  
 

  . A ~ B:  סימון
 

 ,    שוות  עוצמה 2Z  -   וZ.   1.  דוגמאות
                   nnff 2)(2: =→ ZZועל ע ''   חח  . 

 

              2   .Z\{0}ו  -  N שוות  עוצמה    , 

                   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈−
+

−

∈
=→

N

N
ZN

nזוגיאיn

nזוגיn

ngg
,

2
1

,
 .ע   ועל ''   חח:\}0{)(2

 
 

             3   .Cשוות  עוצמה  ל    -  R2  , 
 

 ?     שוות   עוצמות N  -   וCהאם    :   שאלות
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 ?  ת    שוות   עוצמוR  -   וC             האם    
 

 . שוויון  עוצמה  הוא  יחס  שקילות .  טענה
 

 .   פשוטההוכחה
 

 . | |A  ותסומן  Aתקרא  העוצמה  של  ~    ביחס  Aמחלקת  השקילות  של  קבוצה  .  הגדרה
 

~||||.                                      הערה BABA =⇔  
 

 .   יסמנו  עוצמות α, β, γ.   סימון
 
  . |n = |{1,2,...,n-1}  תקרא  סופית  אם  היא  שוות  עוצמה  למספר  טבעי  Aקבוצה  .  גדרהה
 

 . לפיכך  מושג  העוצמה  היינו  הכללה  של  מושג  המספר  לקבוצות  אינסופיות.  הערה
 

 .  קבוצות  בנות  מניה)   ב
 

  . Nלקבוצה  )  פית איזומור(  אם  היא  שקולה  בת  מנייה  תקרא  Aקבוצה  . הגדרה
 

 . | A| = א0  היא  בת  מניה  נסמן  Aאת  העובדה  שהקבוצה  
 

2}4,2,...,2{...,קבוצת  כל  המספרים  הטבעיים  הזוגיים  . 1. דוגמאות nN  . היא  קבוצה  בת  מנייה =
)(2,:2  הוא  הבא  N  לבין   2N                 איזומורפיזם  בין  Nfnnf →= N.  

 
 . | Z| = א0א  ''ז,    כל  המספרים  השלמים  היא  בת  מנייה Zקבוצה  . 2             

 :  הוא  הבאN  לבין   Z                 איזומורפיזם  בין  

                                         
⎩
⎨
⎧

<=
≥+=

→
0n2n,g(n)

0n1,2ng(n)
g N,Z: .  

 
 .   המספרים  הרציונליים  היא  קבוצה  בת  מנייה  כלQקבוצה  .  משפט

 

למשל  את המספר (כל מספר רציונלי  ניתן  לרשום  כצורה  מצומצמת . הוכחה
8

6
−

 נציג  כי 
4
3− .(  

  של  מספר h          נגדיר  גובה  
q
p

=α)   כאשרq>0  , (p, q) = 1  (  באופן  הבא :h = |p| + q .  

   מתאים  רק  שבר 1לגובה  ,  למשל.    הוא  סופיh         מספר  שברים  המתאימים  לגובה  מסוימת  

       
1
00   מספרים  -  2לגובה   ,  =

1
1,

1
1   מספרים  -  3לגובה    ,  −

2
1,

1
2,

2
1,

1
2  .  וכך הלאה   , −−

 :         כעט  נרשום  כל  המספרים  הרציונליים  בסדרה  הבאה  לפי  גובות  שלהם 
 

                                                 ...,
1
2,

1
2,

2
1,

2
1,

1
1,

1
10, −−−  

 

 .ייה   היא  קבוצה  בת  מנQכלומר  קבוצה  .         הצלחנו  לסדר  את  המספרים  הרציונליים 
 

 .ברנשטיין-משפט קנטור.  השוואת  עוצמות )  ג
 

  .N -נגדיר  עכשיו  יחס  סדר  לבין  העוצמות  שירחיב  את  הסדר  הרגיל  ב
 

 . קבוצות  A, Bתהינה  .  הגדרה
BA           נאמר  כי   ~

BAfע  ''  אם  ורק  אם  קיימת  פונקציה  חח> →: .  
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BA  אז  ⊇BAאם  .  טענה ~

<  
 

 .    ברורההוכחה
 

BAאם    ,  A, B, C, D  לכל  קבוצות   טענה ~
<  , A~C  , B~D    אזDC ~

<.  
 

 מההנחות  קיימות  פונקציות  .  הוכחה
                                                  ACf  ,ע  ועל ''  חח:→

                                                 BAg  ,ע ''  חח:→
                                                 DBh  , ע  ועל ''  חח:→

DCfgh            אז   →:)( DDע ''  חח. 
 

   וקיימת  α  מעוצמה  A  אם  קיימת  קבוצה  α ≤ βנאמר  כי   .     עוצמות α,  βתהינה   .  הגדרה
BA -  כך  שβ  מעוצמה  B           קבוצה   ~

< .  
 

Nmnאם   mn  -  ו,∋ N≤  2,1,...,{||}2,1,...,{|   אז{| mn ≤.  
 

|}2,1,...,{|  עם  העוצמה  nאם  נזהה  את  מספר   n  על  העוצמות  ירחיב  ≥  אז  מקבלים  שהסדר  

  . N  על   ≥Nאת  
 

 ריות  סימט-אנטי.    על  העוצמות   מתקיימים   רפלקסיביות  וטרנזיטיביות ≥ניתן  להוכיח  כי  ליחס  
 של  היחס  נובע  מהמשפט  הנקרא

 

~BAאם  ,  B -  וAלכל  שתי  קבוצות   ) .  Cantor-Bernstein (ברנשטיין-משפט  קנטור
<   

AB -                               ו ~
  . ~BA  אז  >

 ) .  לקורס  שלנומחוץ (  ארוכה  מעוד הוכחה 
 

   :ברנשטיין-משפט  קנטורניסוח  שקול  של  
 

  .β = α   אז   β ≤ α  -   וα ≤ β  אם .     עוצמות α,  βתהינה   
 

 . ולכן  הוא  יחס  סדר  חלקי ,  סימטרי -  היינו  אנטי≥יחס  ,   כלומר
 

 :   ממשייםa < b  -ל.    טענה
1. | (0, 1) | = | (a, b) |,  
2. | (a, b) | = | (a, b] | = |[a, b) | = | [a, b] |  
3. | R | = | (0, 1) |  

 
  . Rכל  שני קטעים  היינם  שווי  עוצמה  ועוצמתם  כעוצמת  :  מכן

 
 . ע  ועל''  היינה  חחf: (0, 1) → (a, b) ,  f(x) = a + x(b - a)הפונקציה  .  1. הוכחה

 
 מתקיים .  2          

                                   )1,1(],[],(),( +−⊆⊆⊆ babababa   
                                   )1,1(],[),[),( +−⊆⊆⊆ babababa  

                מכאן 
                                   |)1,1(||],[||],(||),(| +−≤≤≤ babababa   
                                   |)1,1(||],[||),[||),(| +−≤≤≤ babababa  

 



 
  2002'  סמסטר ב                  מבוא   למתמטיקה   דיסקרטית                      201-1-9661 

 )המשך(תורת  הקבוצות                                         2נושא      
        

 
 

16

 . |(a, b) |   = | (a-1, b+1) | = | (1 ,0) |.                  1פ  ''               ע
 

 . שוויונות  דלעיל  היינן  שוויונות -כל  האי,  ברנשטיין-               ממשפט  קנטור
           

)()f: (0, 1) → R ,  )5.0הפונקציה  .  3            xtgxf π=ע  ועל''  היינה  חח . 
 

 . משפט האלכסון)   ד
 

 .   |  |R =  א|  ,  |N =  א0:   סימון
 

 |  |(0,1) =  אכלומר      ,  | = |R| |(0,1)  הוכחנו  כי
 

|||]1,0(| :  (Cantor) משפט האלכסון  של  קנטור <N)     א 0 > אכלומר.( 
 

:]1,0(ע  ''קיימת  פונקציה  חח)  א.  הוכחה →Nf ) .1של  למnnf −=)(. ( 
|||]1,0(|                 לכן   ≤N .  

 

:]1,0(נראה  שאין  פונקציה   )ב →Ng  על .  
:]1,0(תהא   →Ng לא  עלנוכיח  שהיא  .   פונקציה  כלשהי .  

 

 : נרשום  בהצגות  מעוגלות
                                 ....0)1( 131211 εεε=g  ,  
                                 ....0)2( 232221 εεε=g  ,         }9...1,0{∈iε  
                                 ....0)3( 333231 εεε=g  , 
                                 …………………….  

 

ii  -  כך  שiδ∋}1,0...8{  נבחר  iלכל   εδ ≠.  
0....יהא      131211 δδδ=a  . זו  הצגה  מעוגלת. 

 
 :   נשים  לב 

               11 εδ ga)1(    ולכן   ≠ ≠  
                    22 εδ ga)2(    ולכן  ≠ ≠ 

 .....................................                      
 .   איננה  על gלפיכך   .  ∌Im(ga(  -מכאן  רואים  ש

 
 .לא  שקולותמהמשפט  האחרון  רואים  שקיימות  קבוצות  אינסופיות  

 
  . | A | < | P(A) |  מתקיים  Aלכל  קבוצה  .  משפט  קנטור

 
 f: A → P(A)  ,    f(a) = {a}ואמנם  נגדיר  פונקציה   ,  | A | ≤ | P(A) |ברור  כי  )  א.  הוכחה

bababfaf:  ע ''                היא  חח =⇒=⇒= }{}{)()(.  
 

 . על  g: A → P(A)נוכיח  כי  אין  פונקציה  )             ב
 .   אינה  על g -נראה  ש .  פונקציה  g: A → P(A) -                נניח  ש

 

}|){(                תהא   bgbAbB ∉∈=. 
  ∋Aaאזי  קיים   . ∋Im(gB(נניח  בשלילית  כי   .  ∋APB)(  -                ברור  ש
 .  ∋agB)( -                כך  ש

  . סתירה  -  ∌Ba  כלומר  ∌aga)(  אז  ∋Baאם   -
  . סתירה  -  ∋Ba  כלומר  ∋aga)(  אז  ∌Baאם   -

 .   אינה  על g  ולכן  ∌Im(gB( -מכן  שבכל  מקרה  קיבלנו  סתירה  נובע  ש


