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 סדרות
 

 : הגדרה–גבול של סדרה 

 קיים ε>0 הוא הגבול של הסדרה אם לכל Lנאמר שמספר ממשי , סדרה כלשהי} an{תהי 
0n∋  0 כך שלכלn>n מתקיים ε<L|– n|a .מוןסי : lim( )n

n
a L

→∞
=

                                                                                                                                                 
 : הגדרה–התכנסות במובן הרחב 

n 8 =lim( )n
n

a
→∞

 כך  n0∈ קיים M∈נאמר שהיא מתכנסת לאינסוף אם לכל , סדרה כלשהי} an{תהי 
na∞  )התכנסות ל(   :סימון. M>na מתקיים 0n>nשלכל  M< − ⇐−∞

 
 : הגדרה–תת סדרה 

 k∈ ,סדרה מונוטונית עולה ממש של מספרים טבעיים} nk{-סדרה נתונה ו} an{תהי 
אז כל סדרה . נגדי ר

knkb a=}bk ,{ נאמר שהיא תת סדרה של}an{. 
 
 

 :משפטים על סדרות מתכנסות

 .דיהגבול הוא יח. 1

 ).לא עובד בכיוון ההפוך (כל סדרה מתכנסת היא חסומה. 2

 ).לא עובד בכיוון ההפוך (|L|- מתכנסת ל|an|אז , L- מתכנסת לanאם . 3

4 .lim(an)=A ,lim(bn)=B ,cקבוע כלשהו  

 lim(chan)=chA 

 lim(bn+an)=A+B 

 lim(anhbn)=AhB 

 lim(an/bn)=A/B)  0B n(  0nbלכל  ,≠ ≠

 .0-מתכנסת ל} anhbn{אז , 0-מתכנסת ל} an{-ו) לאו דוקא מתכנסת(חסומה } bn{אם . 5

6 .}na {מתכנסת ל-L ,b0אם קיים . ר ממשי כלשהו מספn∋ , 0כך שלכלn>n ,b>na 

 .b>Lאז 

 .nb(lim > )na(lim(אז , n כמעט לכל nb>na -מתכנסות ו} nb{-ו} na{אם . 7

 ואם lim(an)=lim(cn)=L  אם.סדרות מתכנסות} cn{-ו} an} ,{bn {-'משפט הסנדוויץ. 8

 . L=)nb(mli -מתכנסת ו} nb{ אז 0n>n ,na>nb>ncכך שלכל , ∈0nקיים 

 . שואפת לאינסוףan|/1|אז הסדרה , 0- אבל שונה מ0-שואפת ל} an{אם . 9
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 .כל סדרה מונוטונית וחסומה מתכנסת לגבול סופי. 10

 .כל סדרה מונוטונית מתכנסת במובן הרחב. 11

ומתקיים , סדרה מונוטונית יורדת} bn, {סדרה מונוטונית עולה} an {-הלמה של קנטור. 12

an<bn לכל n ו- lim(bn-an)=0 ,אז שתי הסדרות מתכנסות לאותו גבול. 

היא סדרה של קטעים סגורים כך שכל קטע } [an,bn]{: של המשפט" גיאומטרי"ניסוח 

אז קיימת , )0-המרחק בין קצוות הקטעים שואף ל (lim(bn-an)=0 -מוכל ממש בקודם ו

 .n לכל c∈[an,bn] - כך שcנקודה אחת 

אז כל תת סדרה שלה מתכנסת לאותו , )גם במובן הרחב(סת מתכנ} an{אם הסדרה . 13

אז היא לא ,  לסדרה יש שתי תת סדרות שלא מתכנסות לאותו גבולאם: מסקנה. גבול

 .מתכנסת

יש תת ) גם אם היא מתבדרת( לכל סדרה חסומה -Bolzano-Weierstrassמשפט . 14

 .סדרה מתכנסת
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 :חישובי גבולות

 ).שים בדרך כלל בתרגילים של סכום אינסופימשתמ(' לפי כלל הסנדוויץ. 1

 0-שואפת ל q<1⇐ an :אז )qlim=(אם . סדרה חיובית} an {-מבחן המנה. 2

 q>1  ⇐an  שואפת ל-

   q=1

∞

  אי אפשר לדעת⇐

1n na a+

 )משתמשים בדרך כלל בחזקות ועצרות(

 0-שואפת ל  c<1⇐an  :אז)c)= limאם . סדרה חיובית} an {-בחן השורש

   c>1⇐an  שואפת ל-

   c=1אי אפשר לדעת  

n
na

∞

⇐

 } {אז הסדרה )lim (אם קיים . סדרה חיובית} an {-רהי של סד-nורש 

 . )lim(=)lim (תכנסת ומתקיים 

 .1-י של פולינום מתכנסת תמיד ל-nסדרה שהיא שורש , פרט

1n

n

a
a
+n

na

1n

n

a
a
+ n

na

∞−∞  או  הגבול הוא–אם חזקת המונה גדולה מחזקת המכנה  -נת פולינומים
 0 הגבול הוא –אם חזקת המונה קטנה מחזקת המכנה  

 הגבול הוא מנת המקדמים של –אם חזקת המונה שווה לחזקת המכנה  

 .החזקות הגבוהות

lim  . שואפת לאינסוףan-בתנאי ש,  -eגבול  1
na

k

n

k e
a

 
+ = 

 

 .הרמוני של הסדרה שווה לגבול הסדרה/הנדסי/בול של ממוצע חשבוני
מ. 3

ש. 4

מ

ב

מ. 5

 

ה. 6

ג. 7
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 פונקציות
 :הגדרה

E,  מןfפונקציה , )( שתי קבוצות של מספרים ממשיים E, Dתהיינה  D ⊆ \
מספר  D∋x  מספרכללל מוגדר הייטב על פיו מתאימים ל היא כE לקבוצה Dהקבוצה 

 . E∋yיחיד
 E  , f(x)=y →    f: D: סימון

 
 .f נקראת תחום ההגדרה של פונקציה Dהקבוצה   :מונחים

 .f של פונקציה הטווח נקראת Eהקבוצה   
 .f נקרא המשתנה הבלתי תלוי של פונקציה xהמשתנה   
 .fונקציה  נקרא המשתנה התלוי של פyהמשתנה   
 המקור הוא. x נקרא התמונה של y-ו, y נקרא המקור של f(x)=y ,xאם   

 .לא בהכרח יחיד        
 

תחום ההגדרה . ות/נוסחאי " פונקציה הנתונה עf(x) תהי -תחום ההגדרה של הפונקציה
  . מוגדרf(x)הטבעי שלה הוא קבוצת המספרים הממשיים הגדולה ביותר עבורה הביטוי 

 
 .Dי קבוצת כל התמונות של איברי "אז התמונה מוגדרת ע, פונקציהE  f: D אם-תמונה
 )image( :סימון

→
{ }Im( ) ( ) |f f x x D= ∈

 
 אם קיים מספר D היא חסומה מעל התחום y=f(x) נאמר שפונקציה -פונקציה חסומה

) ש  כךMממשי  )f  לכל. x M<x D∈
 

 :היא פונקציה המקיימתE  f: Dע" פונקציה חח-)ע"חח(ערכית -חד-פונקציה חד
x

→
⇔ 1=x2  f(x1)=f(x2)) מקורה xלכל  יחיד  הואy.( 

 
  כלאם ל, Im(f)=Eכאשר , )E( פונקציה נקראת על -פונקציה על
 .-יש מקור ב

y E∈
x D∈

 
 ).ע וגם על"היא גם חח (D → I: D ,I(x)=x -פונקציית הזהות

 

fההרכבה gD:
)

( )
( ) ( ( )

:

( ) f x

f g C E

f g x g

→

=

D

D
 D  f: C -הרכבה של פונקציות

E g: D 
 

→
→

כך C g: Dאם קיימת פונקציה D  .f: C-פונקציה הפוכה →→Cg f I - וש
 .היא הפונקציה ההפוכה שלהg(x) -היא פונקציה הפיכה ושf(x) -אז נאמר ש 

=D

Df g I=D
 f -1(x)=g(x): וןסימ. ע וגם על יכולה להיות הפיכה"רק פונקיצה שהיא חח
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, a=x פונקציה שמוגדרת בסביבת הנקודה x(f( תהי -Heineהגדרת גבול של פונקציה לפי 
 שואף x כאשר f(x) יקרא הגבול של Lאז מספר ממשי , ) עצמהx=aלנקודה , אולי, פרט(
 a- שואף לxnעבורה , n לכל xn ,{xna{אם לכל סדרה . : מוןסי. a-ל

 . שואף לאינסוףn כאשר L-שואפת ל} f(xn){מתקיים שהסדרה ,  שואף לאינסוףnכאשר 

( )lim ( )
x a

f x L
→

=≠

 
 פונקציה שמוגדרת בסביבת הנקודה x(f( תהי -Cauchyהגדרת גבול של פונקציה לפי 

x=a ,)לנקודה , אולי, פרטx=aאז מספר ממשי , ) עצמהL יקרא הגבול של f(x) כאשר x 
 .f(x)-L|<ε| מתקיים x-a|<δ|>0 כך שלכל δ>0 קיים ε>0אם לכל מספר ממשי , a-שואף ל

 
 פונקציה שמוגדרת בסביבת הנקודה x(f(תהי  - הגדרה– שואף לאינסוף x-גבול סופי כש

x=a, נאמר שמספר ממשי L הוא הגבול של f(x) כאשר xאם לכל מספר , שואף לאינסוף 
 .f(x)-L|<ε| מתקיים x>E  כך שלכלE קיים מספר ε>0ממשי 

 
 פונקציה שמוגדרת בסביבת הנקודה x(f(תהי  - הגדרה– a - שואף לx-סופי כשאינגבול 
x=a, שהגבול של  נאמרf(x)כאשר  הוא אינסוף x ל שואף- a,  אם לכל מספר ממשיM>0 

 .f(x)>M מתקיים x-a|<δ|>0 כך שלכל δ>0קיים 
 

 פונקציה שמוגדרת על החצי הימני x(f(תהי  -ה הגדר– שואף לאינסוף x-סופי כשאינגבול 
)של הצי  אם לכל ,אינסוףל שואף xכאשר   הוא אינסוףf(x)שהגבול של נאמר , (

 .f(x)>Mמתקיים  x>D כך שלכל Dמספר  קיים M>0מספר ממשי 
∞,0 =ר

 
ת של הנקודה  פונקציה שמוגדרת בסביבה הימניf(x) תהי - הגדרה–גבולות חד צדדיים 

x=a)  כלומר בקטע פתוח(a,a+δ)( , נאמר שמספר ממשיL הוא הגבול הימני של f(x) 
  כך שלכלδ>0 קיים ε>0אם לכל מספר ממשי , )מצד ימין (+a- שואף לxכאשר 

(a,a+δ)∋xמתקיים  |f(x)-L|<ε. 
 

מר נא, x=x0 פונקציה שמוגדרת בסביבת הנקודה f(x)תהי  - הגדרה–רציפות של פונקציה 
 : אם מתקיימים התנאים הבאיםx=x0 רציפה בנקודה f(x)-ש
 .x=x0קיים הגבול בנקודה . 1
 .)x=x0 )f(x0)בנקודה   הפונקציה שווה לערךx=x0 בנקודה ערך הגבול. 2
 

 f(x)-שנאמר , x=x0 פונקציה שמוגדרת בנקודה f(x) תהי - הגדרה– חד צדדיתרציפות 
 :ם הבאיםאם מתקיימים התנאיx0 -רציפה מימין ל

 .x=x0קיים הגבול הימני בנקודה . 1
 ).x=x0) f(x0)בנקודה   שווה לערך הפונקציהx=x0ערך הגבול הימני בנקודה . 2
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 :סוגי נקודות אי רציפות
נאמר , x=x0 פונקציה שמוגדרת בסביבת הנקודה f(x) תהי - הגדרה– אי רציפות סליקה. 1

 :היא נקודת אי רציפות סליקה אםx0 -ש
 .x=x0יים הגבול בנקודה ק) א 
 לאf(x) -ש או, x=x0בנקודה   לא שווה לערך הפונקציהx=x0ערך הגבול בנקודה ) ב

 .x=x0מוגדרת בנקודה     
 פונקציה שמוגדרת בסביבת f(x) תהי - הגדרה– )קפיצה(אי רציפות ממין ראשון . 2

ת החד צדדיים  הגבולומין ראשון אםמהיא נקודת אי רציפות x0 -שנאמר , x=x0הנקודה 
 .אבל לא שווים,  קיימים וסופייםx=x0בנקודה 

 פונקציה שמוגדרת בסביבת הנקודה f(x) תהי - הגדרה– )עיקרית(אי רציפות ממין שני . 3
x=x0 , שנאמר- x0 מין שני אם לפחות אחד מהגבולות החד מהיא נקודת אי רציפות

 ).לא סופי, כלומר( לא קיים x=x0צדדיים בנקודה 
 
 

 :יםמשפט
 .ע ועל" היא חחם"אםפונקציה היא הפיכה . 1

x a x a ( )( )g x B= 2.( )lim ( )
x a

f x A
→

= , ,cקבוע ממשי כלשהו  lim
x a→

 lim(chf(x))=chA 

 lim(f(x)+g(x))=A+B 

 lim(f(x)hg(x))=AhB 

 lim(f(x)/g(x))=A/B)  0 ≠,B  וקיימת סביבה כלשהי שלa 0כך ש  g(x)( ≠

נניח כי . x=a פונקציות המוגדרות בסביבת הנקודה h(x) ,g(x) ,f(x) -'משפט הסנוויץ. 3

 אם קיימים הגבולות. x(g>)x(f>)x(h( בסביבה זו מתקיים xלכל 

lim(h(x))=lim(g(x))=L, אז lim(f(x))=L. 

 : אזa → x - כש0 הוא g(x)ל של והגבו, a חסומה בסביבת הנקודה f(x)אם . 4

lim(f(x)hg(x))=0  

 )זה עובד רק ברדיאנים(  .5
0

sin( )lim 1
x

x
x→

  = 
 

( )lim ( )
x a

 ,בול וקיים הג, x=a פונקציה המוגדרת בסביבת הנקודה f(x)אם . 6

 . חסומהf(x) אשר בה aאז קיימת סביבה של 

f x L
→

=
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 וקיים הגבול , x=aסביבת הנקודה  פונקציה המוגדרת בf(x)אם . 7

 :אז, L 0 -כך ש

( )lim ( )
x a

f x L
→

=

≠

⇐

⇐

≠

 L>0   בסביבה הזאתf(x)>0 לכל x. 

 L<0   בסביבה הזאתf(x)<0 לכל x. 

 ורק אם קיימים ושווים שני הגבולות החד  אםx=a קיים גבול בנקודה f(x)לפונקציה . 8

 .x=a-צדדיים ב

, חילוק, כפל, פונקציה המתקבלת מפעולות הרכבה, כלומר(כל פונקציה אלמנטרית . 9

) f(x)=c, f(x)=x, f(x)=ax (a>0), f(x)=sinx: חיבור וחיסור על הפונקציות הבסיסיות

 .היא רציפה בתחום ההגדרה הטבעי שלה

10 .f(x) , g(x) – פונקציות רציפות ב-x0 ,cכלשהו  קבוע 

  chf(x) –פונקציה רציפה ב -x0 

  f(x)+g(x) –פונקציה רציפה ב -x0 

  f(x)hg(x) –פונקציה רציפה ב -x0 

 0 f(x)/g(x) ,g(x0)–פונקציה רציפה ב -x0 

11 .f(x) רציפה ב-x0 רציפה מימין ומשמאל ב אם ורק אם היא-x0. 

12. f(x) רציפה בקטע סגור [a,b].  אםf(a)hf(b)<0 ,ה אחת דאז קיימת לפחות נקו

a<c<b ,כך ש-f(c)=0. 

13 .f: [a,b]     [a,b]  היא פונקציה רציפה בקטע הסגור [a,b] . קיימת לפחות נקודה אחת

a<c<b ,כך ש-f(c)=c ) נקודת שבת.( 

 הוא מספר y0, [a,b]ור  רציפה בקטע סגCauchy- f(x)משפט ערך הביניים של . 14

 .f(c)= y0 -כך ש, a<c<bאז קיימת לפחות נקודה אחת . f(b)- לf(a)ממשי בין 

והיא ,  חסומהf(x)אז , [a,b] רציפה בקטע סגור f(x) אם -Weierstrassמשפט . 15

 .מקבלת מקסימום ומינימום בקטע הזה
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 נגזרות

  :הגדרה
h
hxfxf

h

)(lim)('
0

− xf )(+
=

→
 או 

0

0
0

0

( ) ('( ) lim
x x

) f x f xf x
x x→

−
=

−
 

 :כללים בסיסיים

0

 

( )

( )

( )

2

( ) ( ) '( ) '( )

( ) '( )

( ) ( ) '( ) ( ) ( ) '( )

( ) '( ) ( ) ( ) '( ) , ( )
( ) ( )

f x g x f x g x

c f x c f x

f x g x f x g x f x g x

f x f x g x f x g x g x
g x g x

′± = ±

′⋅ = ⋅

′⋅ = ⋅ + ⋅

′  −
= ≠ 

 

( )0 0( ) '( ) '( )f g x f x g t′= =  

 

⋅0: שרת :  או  כלל השר ( )h t′
dt
dx

dx
dy

dt
dy

⋅= 

 
 :נגזרות בסיסיות

 

( )
( )

( )

( )

( )

1

2

2

2

2

2

' 0
' 1

( ) '
( ) '
sin( ) ' cos( )

cos( ) ' sin( )
1tan( )

cos ( )
1cot( )

sin ( )
1ln( )

( ) ' ln( )
( ) '

1arcsin( ) '
1

1arccos( ) '
1

1arctan( ) '
1

n n

x x

x x

c
x
ax a
x nx
x x

x x

x
x

x
x

x
x

a a a
e e

x
x

x
x

x
x

−

=
=

=

=

=

= −

=

= −

=

=

=

=
−

= −
−

=
+

 
 . היא שיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה הנגזרת * 
: משוואת הישר המשיק לגרף היא, לכן   

)(' 0xf0x
)()(' 00 xxxfy 0y =− −⋅
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 :יםמשפט

אזי , x0- אינה רציפה בf(x)אם : מסקנה .אזי היא רציפה שם, x0'  גזירה בנקf(x)אם . 1

 .היא אינה גזירה שם

וגזירה בנקודה פנימית , (a,b) מוגדרת בקטע פתוח f(x) תהי -Fermatמשפט . 2

(a,b)∋x0 . אםf(x)ת בנקודה  מקבלx0את ערכה הגדול ביותר או הקטן ביותר ב -(a,b) ,

 .f l(x0)=0אז 

 :ומקיימת את התנאים הבאים, [a,b] מוגדרת בקטע סגור f(x) תהי -Rolleמשפט . 3

• f(x) רציפה בקטע הסגור [a,b]. 

• f(x) גזירה בקטע הפתוח (a,b). 

• f(a)=f(b) 

 .f l(c)=0 - כך שc∈(a,b)נקודה אז קיימת 

ומקיימת את , [a,b] מוגדרת בקטע סגור f(x) תהי -Lagrange ערך הביניים של משפט. 4

 :התנאים הבאים

• f(x) רציפה בקטע הסגור [a,b]. 

• f(x) גזירה בקטע הפתוח (a,b). 

 .f l(c)=[f(b)-f(a)]/(b-a) עבורה c∈(a,b)נקודה אז קיימת 

דרות בקטע סגור  מוגf(x) ,g(x) תהיינה -Cauchyמשפט ערך הביניים המוכלל של . 5

[a,b] ,ומקיימת את התנאים הבאים: 

• f(x) ,g(x) רציפות בקטע הסגור [a,b]. 

• f(x) ,g(x) גזירות בקטע הפתוח (a,b). 

≠ .x∈(a,b) לכל g l(x) 0 -נניח ש

 .f l(c)/g l(c)=[f(b)-f(a)]/ [g(b)-g(a)] עבורה a<c<bנקודה אז קיימת 

 :אז, (a,b) גזירה בקטע פתוח f(x) תהי - משפט–ה וירידה תחומי עליי. 6

 )x(f מונוטונית עולה בקטע )a,b(⇔ 0>)x( lf לכל )a,b( 

 )x(f מונוטונית יורדת בקטע )a,b( ⇔ 0<)x( lf לכל )a,b( 

f[ יורדת ממש רק הכיוון/במקרה שהפונקציה עולה( ⇒ l(x)>0 [עובד .( 
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0"מקרה של  -כלל לופיטל. 7
0

 ": 

f(x) ,g(x) גזירות בסביבת הנקודה x=a ,ל, אולי, פרט-aומקיימת את התנאים ,  עצמה
 :הבאים

•  ( ) ( )lim ( ) lim ( ) 0
x a x a

f x g x
→ →

= =

 קיים •
( )lim
( )x a

f x
g x→

′ 
 ′ 

אז הגבול 
( )lim
( )x a

f x
g x→

 
 
 

-יים ו  ק
x 



 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f
g x g x→ →

′  
=   ′  

 :אנלוגיות
x .  או→xהמשפט נכון גם כאשר a−→ a+

∞−→x . או ∞→xהמשפט נכון גם כאשר 
f(x) ,g(x)(  ומקיימת את אותם התנאים כאשר ,)- גזירות ב,a ∞x→∞

אז 
x 



 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x x

f x f
g x g x→∞ →∞

′  
=   ′  

∞"מקרה של  
∞

": 

f(x) ,g(x) גזירות בסביבת x=a ,ל, אולי, פרט-aומקיימת את התנאים הבאים,  עצמה: 
•  ( ) ( )lim ( ) lim ( ) 0

x a x a
f x g x

→ →
= =

 קיים •
( )lim
( )x a

f x
g x→

′ 
 ′ 

( )g x′ ≠  a  0≠ x לכל •

אז 
x 



 
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f
g x g x→ →

′  
=   ′  

 :אנלוגיות
x . או →xהמשפט נכון גם כאשר a−→ a+

∞−→x . או ∞→xהמשפט נכון גם כאשר 
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 :משפט טיילור. 8

( ) ( ) ( )
( )

2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1! 2! !

n
n

n
f a f a f af x f a x a x a x a R

n
′ ′′

= + − + − + + − +… x 

( )
( 1)

1( )( )
( 1)!

n
n

n
f cR x x a
n

+
+= −

+
 

 : ידועיםמקלורןטורי 

( )

2 3 4

3 5 7

2 4 6

3 5 7

2 3 4

2 3

1

1
2! 3! 4!

sin( )
3! 5! 7!

cos( ) 1
2! 4! 6!

arctan( )
3 5 7

ln( 1)
2 3 4

1 1
1

( 1) ( 1)1 1
!

x

m k

k

x x xe x

x x xx x

x x xx

x x xx x

x x xx x

x x x
x

m m m kx x
k

∞

=

= + + + + +

= − + − +

= − + − +

= − + − +

+ = − + − +

= + + + +
−

− ⋅ ⋅ − +
+ = +∑

…

…

…

…

…

…

…
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 יםיממסוי לא יםאינטגרל
 

 :אינטגרלים מיידיים

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫
∫
∫

∫

+=

+=
−

+=
+

+=

+−=

+=

+=

=

+−=

+
+

=

+=
+

c
a

adxxya

c
a
xydx

xya
xy

c
a
xy

a
dx

xya
xy

cxydx
xy
xy

cxydx
xy
xy

cedxe

cxy
xy
dxxy

xydxxyxy

cxydxxyxy

c
n
xdxx

cxdx

xy
xy

xx

n
n

)ln(
)('

))(arcsin(
)(

)('

))(arctan(1
)(

)('

))(tan(
))((cos

)('

))(cot(
))((sin

)('

|)(|ln
)(

)('

))(sin()('))(cos(

))(cos()('))(sin(
1

)(
)(

22

22

2

2

1

 

 
 :כללים בסיסיים

x
 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) '( ) ( ) ( ) '( ) ( )

' ( ) '( ) ( )

f x g x dx f x dx g x dx

a f x dx a f x dx

f x g x dx f x g x f x g x d

f g x g x dx f g x c

± = ±

⋅ = ⋅

⋅ = ⋅ − ⋅

⋅ = +

∫ ∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫
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 מיםאינטגרלים מסויי

 i: סכום רימן

 .כאשר , [a,b]בקטע , x-נותן קירוב לשטח הסגור בין גרף הפונקציה לציר ה

T a 1n nx x b− < =

ix= ∆

 .[a,b] היא חלוקה של הקטע 

ixטע אורך הק x x− −− =ic[ x , 1[ ש נקודות שרירותיות כך, ix−i ic x∈ 

{ }1 2 , , nx x∆ ∆…( ) max∆ = ,T x∆הוא פרמטר החלוקה . 

1 2
1

( , , , ) ( )
n

T n i
i

c c c f c xσ
=

= ⋅∆∑…

n→∞

0 1 2: x x x= < < < <…

[ ]1 1,i i i

 

 : הגדרה–פונקציה אינטגרבילית 

  אם קיים הגבול[a,b]ה נקראת אינטגרבילית בקטע סגור פנקצי

1 2( ) 0 ( ) 0 1

lim ( , , , ) lim ( )
n

T n iT T i

I c c c f cσ
∆ → ∆ →

=
ix∆ 

}- וTאם הוא בלתי תלוי בבחירת ( }ic

0

 )0-כל עוד פרמטר החלוקה שואף ל, 

= = ⋅∑…

εלכל  >n  ונקודות ביניי, ם ע, [a,b] של Tחלוקה ,  קיים 

כך ש  

ם 

 
1

( )
n

i

I f i ic x⋅ ∆ <∑ 

∈N( )T δ∆ <{ }ic

ε
=

−

 
 :משפטים

: ויותר מזה,  היא אינטגרבילית[a,b]פונקציה רציפה בקטע . 1

1

( )( ) lim
b n

n ia

i b a b af x dx f a
n n→∞

=

− − = + 
 

∑∫

( )
b

a

c dx c b a

⋅ 

=  :ועהבמקרה של פונקציה קב −∫

( )
a

a

f x dx =∫

( ) ( )
a b

b a

 :תכונות של פונקציה אינטגרבילית. 2
 ).לא עובד הפוך ([a,b]- בהכרח חסומה ב[a,b]-פונקציה אינטגרבילית ב 
כל פונקציה אלמנטרית היא , טבפר. פונקציה רציפה למקוטעין היא אינטגרבילית 

 .אינטגרבילית בקטע סגור בו היא מוגדרת

  0

  f x dx f x dx= −∫ ∫
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 b

a

x

x∫
 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

b b

a a

c f x dx c f x d

f x g x dx f x dx g x d

⋅ = ⋅

± = ±

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( )
c b c

a a b
  f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫

( )x≤ ≤[ Mm -ש לכל נניח , [a,b]-אינטגרבילית ב'  פונקf(x)תהי . 3 f אז 

m b − 

],x a b∈

( ) ( )( )
b

a

a f x dx M b a− ≤ ≤∫

( ) ( ) f  שתי פונקציות אינטגרביליות אז xם א. 4 x g≤( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx≤∫ ∫
[  bה אז קיימת נקוד, [a,b]- רציפה בf(x)  אם:משפט ערך הביניים האינטגרלי. 5

 כך ש 

],c a∈

( )( ) ( )
b

a

f x dx f c b a= −∫

[
- אינטגרבילית בf(x)  אז,[a,b]-באינטגרבילית  f(x): א"המשפט היסודי של החדו. 6

a,t][. c a אפשר להגדיר פונקציה על , דה כלשהינקו[a,b] , b

( )f t dt

: חה

 .[a,b]-  בf(x)וזו הפונקציה הקדומה של , 

 נוס

],∈

:[ , ] ( )
x

c

F a b F x→ = ∫R

( )
( )

( ) ( ) ( )
g x

a

f t dt f g x g x
′ 

′= ⋅  
 
∫

( ) ( ) (
b

a

הפונקציה הקדומה  F(x)ותהי , [a,b]-רציפה ב'  פונקf(x) תהי :לייבניץ-משפט ניוטון. 7

|  : לאגף הימיני סימון(: אז, f(x)של  f x dx F b F a= −∫( )
b

a
F x

( )( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

m g x dx f x g x dx M g x d⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅∫ ∫ ∫

 בקטע מתקיים xולכל , [a,b]-אינטגרביליות בפונקציות g(x) - וf(x)  תהיינה.8

) , ו , )x≤ ≤( )g x xאז ≤ m f-0 M
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 :אינטגרלים מוכללים
) ( -ברציפה '  פונקf(x)אם  , ) /( , ] /[ ,a a−∞ ∞ −∞ ∞

( ) lim ( )
b

b
a a

f x dx f x dx
∞

→∞
=∫  .-ל ל" כנ,)כנסתהאינטגרל מ ⇐ ופיסהגבול קיים ו (∫

 

−∞

( ) ( ) ( )
c

c

f x dx f x dx f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

= +∫ ∫ ∫

( )
b

a

 : אינטגרל של פונקציה לא חסומה
 אינטגרבילית בכל קטע f(x)-ונניח ש, b-ולא חסומה ב, (a,b]- מוגדרת בf(x)-נניח ש

 ם הגבול א,  מתכנסהאינטגרל ).  קטןε>0 ([a,b-ε]מהצורה 

: [a,b)-במוגדרת '  עבור פונקxבצורה דומה ניתן להגדיר . קיים וסופי

f x dx f x dx
ε

ε
+→

+

=∫ ∫

( )
b

a

. 

f x dx∫0
lim ( )

b

a

f x dx
ε

ε +

−

→ ∫

( )
b

a

f x d∫

0
( ) lim ( )

b b

a a

 וגם  מתכנס אם קיים  אז c לא חסומה בנקודה פנימית f(x)אם 

( )
c

a

f x dx∫ז : )וא,  ) ( )
c

a

( )
b b

a c

f x dx= +∫ ∫. 

f x dx∫( )
b

c

f x dx∫

f x dx f x dx∫
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 :מבחני השוואה

 מתבדר עבור ,  מתכנס עבור :  אינטגרלים ידועים

                           
2 l

p p

du
u

∞ ∞

=
n 2ln

dx
x x

1p מתבדר עבור ,  מתכנס עבור  >

1

dx
xα

∞

∫1α >1α ≤

( )∫ ∫1p ≤

a ]שתי פונקציות לא שליליות בg(x) - וf(x) אם .1 , ] ואינטגרביליות ב∞(- , ,
ומתקיי

-]a b
( ) ( ) f :אז, xם  x g≤

( )
a

g x dx
∞

) . גם מתכנס ⇐  מתכנס ∫ )
a

f x dx
∞

∫

( )
a

) ⇐ מתבדר   )
a

g x dx
∞

f . גם מתבדר∫ x dx
∞

∫

 וקיים הגבול , שתי פונקציות לא שליליותg(x) - וf(x)אם : מבחן המנה. 2
( )lim
( )x

f x L
g x→∞

=

0 L  ∞( )
a

f x d
∞

∫- x( )
a

g x dx
∞

∫

0( )g x dx( )
a

⇐ .מתכנסים ומתבדרים יחד  ו < <

⇐L  , מתכנסאם  = 
a

∞

 . גם מתכנס∫

∞

f x dx
∞

∫

( ) אם    ∞L⇐ =
a
f . גם מתכנס,מתכנס  ∫ x dx( )

a

g x dx
∞

∫

אז ,  מתכנס אם.  נקודה קבועהaכאשר , [a,b] אינטגרבילית בכל f(x)תהי . 3

 .נס בתנאיאומרים שהוא מתכ, אחרת, )מתכנס (= בהחלט מתכנס

 )לא עובד הפוך(

( )
a

f x dx
∞

∫

( )
a

f x dx
∞

∫

( )
a

מונוטונית g(x) - מתכנס ואם . אינטגרביליותg(x) - וAbel: f(x)מבחן . 4

 . מתכנסxחסומה אז ו

f x dx
∞

∫

( )( ) ( )
a

f x g x d
∞

⋅∫
[ ,b a  כך ש (, Mאם קיים . אינטגרביליותg(x) - וf(x): מבחן דיריכלה. 5

 ,g(x)ו,  מונוטונית-lim
x→∞

( ) 0g x  . מתכנסdxאז , =

∈ ∞

( )
b

a

f x dx M≤∫( )( ) ( )
a

f x g x
∞

⋅∫
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 טורים
 :הגדרה

{ : י-n-ניתן להגדיר את הסכום החלקי ה.  סדרה של מספרים ממשיים{

1 2
1

n

n k
k

S a a a
=

na . דרה של הסכומים החלקים סנקבל{ } :

אם קיים הגבול .  שהיא סדרה של מספרים ממשיים,

נאמר שהטור , במובן ה( : ון .סימ. S- מתכנס ל∑ )צר

1n
na

=

∞

= = + + +∑ …
1n

nS
=

∞

1 1 2 1 2 3, ,a a a a a a+ + + …

lim nn
S S

→∞
=

1
n

n
a

∞

=1
n

n
a S

∞

=

=∑
    

 :סוגי טורים

טור חיובי . 1
1

n
n

a
∞

=
0na . מסוייםn- החל מ, ∑ >

( 1)n na ) סימנים מתחלפים(טור לייבניץ . 2
1n

∞

=

− ⋅0na >

1

n
n

n

a x
∞

=

∑ ,. 

 .טור כללי. 3

 .הטור מתכנס עבור , כלומר, Rעם רדיוס התכנסות   טור חזקות. 4

R או  ייתכן( = בקצוות יש לבדוק כל ,  תחום ההתכנסות הוא .)=∞
 .מקרה בנפרד

⋅∑x R<

0R( ),R R−

 
 :משפטים

כך שלכל ,  טבעיN קיים ε>0ם לכל " מתכנס אםהטור : Cauchyקריטריון . 1

n>N ולכל kטבעי מתקיים  :. 
1

n
n

a
∞

=
∑

n k nS S ε+ − <

n
1

n
n
b

∞

=
2 . ,

1n
a

∞

=
 :אז גם הטורים הבאים מתכנסים.  מספר ממשיc,  שני טורים מתכנסים∑∑

1
n

n

c a
∞

=

⋅∑  ,( )
1

n n
n

a b
∞

=

±∑

lim 0nn
a

→∞

. 

 .=תנאי הכרחי להתכנסות של טור הוא . 3

 ).מתכנס(= מתכנס בהחלט אז הטור,  מתכנסאם הטור . 4
1

n
n
a

∞

=
∑

1
n

n
a

∞

=
∑
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nalim .- מונוטונית יורדת וטור לייבניץ מתכנס אם . 5 0nn
a

→∞
=

 )Cauchy - וD'Alembert: (מציאת רדיוס התכנסות של טור חזקות. 6

1lim n

n
n

a +

→∞
=

1
a R  ,  

1lim n
nn
a

R→∞
=

אם קיים , -גזירה אינסוף פעמים בו מוגדרת f(x) תהי: שימוש לטורי חזקות. 7

) - כך שM>0קבוע  ) (0)kf M< לכל k , אז
( ) (0)( )

!
k

1

k

k

f∞

=
∑ 

 ) שואף לאינסוףn- כש0-כאשר השארית שואפת ל, מבוסס על טורי טיילור(

( ),R R−

f x x
k

= ⋅

 
 :מבחני השוואה

  מתכנס עבור הטור ההנדסי  :טורים ידועים
∞

1

n

n

a q
∞

=

⋅∑1q <

( )
 βמתבדר לכל , עבור  .βמתכנס לכל ,   עבור 

1

1
lnn n n βα

=
∑11α < α >

1β  מתבדר לכל נס לכל מתכ,  עבור                     >1 1α =β ≤

n na b

 :עבור טורים חיוביים

 : אז≥יים אם החל ממקום מסו. 1

 מתכנס  
1

n
n

b
∞

=
 . גם מתכנס ⇐∑

1
n

n

a
∞

=
∑

ר  מתבד 
1

n
n

a
∞

=
 . גם מתבדר ⇐∑

1
n

n

b
∞

=
∑

limאם קיים הגבול . 2 n

n
n

b
a→∞

) : אז  )0nb ≠ L=

 ∞
1n

∞

=
 .מתכנסים ומתבדרים יחד - ו∑

1
n

n

b
∞

=
∑ 0 L⇐ < <na

אם   . גם מתכנס , מתכנס 
1

n
n
a

∞

=
∑ 0L⇐ =

1
n

n
b

∞

=
∑

אם    . גם מתכנס ,מתכנס ∞ 
1

n
n

b
∞

=
∑ L⇐ =

1
n

n

a
∞

=
∑
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1lim : אזאם קיים הגבול . 3 n

n
n

a L
a
+

→∞
=

 ⇐ ≤ <
1L
1L

0 . הטור מתכנס 1L
⇐   .הטור מתבדר <
⇐   .אין לדעת =

lim : אזבול אם קיים הג: מבחן השורש. 4 n
nn
a L

→∞
=

 ⇐ ≤ <
1L
1L

na

)( ) n

0 . הטור מתכנס 1L
⇐   .הטור מתבדר <
⇐   .אין לדעת =

-ומונוטונית יורדת ב, רציפה,  מוגדרתf(x) ,מונוטונית יורדת  :מבחן האינטגרל. 5

עבו, 1] fר ∞, n a= מתכנסים ומתבדרים יחד והטור  האינטגרל . 
1

( )f x dx
∞

∫
1

n
n

a
∞

=
∑

lim nn
n a

→∞
⋅ =

1
n

n

a
∞

=
אז הטור , . 6  . מתבדר∑∞אם 

אז גם ,  מתבדרא. 7 ) . מתבדרם  )2

1
n

n

a
∞

=
∑

1
n

n

a
∞

=
∑


