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 פונקציות מרוכבות
 צחי אבנור

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 . il.co.livedns.underwar://httpמסמך זה הורד מהאתר 
 .ללא אישור מפורש מאת המחבר, אין להפיץ מסמך זה במדיה כלשהי
וכן לנכונות , רם עקב השימוש במידע המופיע במסמךשיג, ישיר או עקיף, מחבר המסמך איננו אחראי לכל נזק

המחבר עשה את מירב המאמצים כדי לספק את המידע , עם זאת. התוכן של הנושאים המופיעים במסמך
 .המדויק והמלא ביותר

 
 
 
 

 צחי אבנורכל הזכויות שמורות ל
 

Zachi Evenor 
Email: z-evenor@lycos.com 
Home Page: http://www.tau.ac.il/~bahatgal 
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 פונקציות מרוכבות
 )דוד אנדלמן' י צחי אבנור לפי הרצאות של פרופ"סוכם ע( 

 
 )אנליטיות( מושגי יסוד וגזירות –פונקציות מרוכבות 

 
, :הגדרה , : ( ) ( ) ( , ) ( , )x iy z x y f z f x yi u x y i v x y+ = ∈ ∈ = + = + ⋅^ \. 

 :הגדרת הנגזרת
0

0
0

0

( ) ( )'( ) lim
z z

f z f zf z
z z→

−
=

−
 .נאמר שהיא אנליטית בתחום,  גזירה בתחום מסויםfאם . 

   ):R-C(  לגזירות Riemann-Cauchyרימן -שיתנאי קו

 
u v u v
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

 )1( 

0z פונקציה מרוכבת גזירה בנקודה :משפט  דיפרנציאביליות שם ומתקיימים בנקודה v ו u אם  אם ורק^∋
 ).1' מש(רימן -זו תנאי קושי

*מתקיימות אם ורק אם ) 1' מש(רימן - משוואות קושי:משפט

( ) 0f z
z

∂
=

∂
z* כאשר  z x iy= = −. 

 :רימן בקואורדינטות פולאריות-תנאי קושי
1 1u v v u

r r r rθ θ
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

.  

 ):ואנליטיות(ר פונקציות אלמנטריות יסודיות מספ

( )
( )cos sin

sin( ) sin( )cosh( ) cos( )sinh( )
cos( ) cos( )cosh( ) sin( )sinh( )

nn i n in

z x iy x

z re r e

e e e y i y
z x y i x y
z x y i x y

θ θ

+

= =

= = +

= +
= −
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 :זהויות טריגונומטריות

2

sin( ) sin( )cos( ) cos( )sin( )sin( ) sin( ) 2sin cos
2 2 cos( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )

cos( ) cos( ) 2cos cos 2cos ( )
2 2

cos( ) cos( ) 2sin sin
2 2

z w z w z w z w z wz w
z w z w z w

z w z wz w w

z w z wz w

±    ± = ±± =    
    ± =

+ −   + =    
   

+ −   − = −    
   

∓

∓

2

1 cos(2 )
2sin ( ) 1 cos(2 )
2sin( )cos( ) sin(2 )

w
w w
w w w

= +

= −
=
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) תהי :משפט הפונקציות ההרמוניות ) ( ) ( , ) ( , )f z f x iy u x y iv x y= + = .  אנליטית במישור המרוכב+
,2אזי  הפונקציות  :u v →R Rהן מקיימות את משוואת לפלס לשני –כלומר , יות הרמוניות  הן פונקצ 

: מימדים
2 2 2 2

2 2
2 2 2 20 0xx yy xx yy
u u v vu u u v v v
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

∇ = + = + = ∇ = + = + =
∂ ∂ ∂ ∂

. 

) אם :טענה ) ( ) ( , ) ( , )f z f x iy u x y iv x y= + = ) אנליטית אזי + ) ( ) 0u u∇ ∇ =
G G
i. 
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 אינטגרלים מרוכבים

 
: אינטגרל מרוכב על מסילה :הגדרה ( ) ( ) ( )z t x t iy tγ = )י "ע נתון + )( ) ( ) '( )

b

a

f z dz f z t z t dt
γ

=∫ ∫>. 

i, נבצע פרמטריזיציה באופן הבא :a סביב rאינטגרל על מעגל ברדיוס  iz a re dz ire dθ θ θ= + =. 
) תחום בו הפונקציה R יהי :משפט קושי לפונקציות אנליטיות ) :f z →^  לולאה C אנליטית ותהי ^
 : אזי. Rשהיא והפנים שלה מוכלים ממש ב 

 ( ) 0
C

f z dz =∫v )2( 

 . אינטגרל על פונקציה אנליטית בתחום לא תלוי במסלול אלא רק בנקודות הקצה:מסקנה
) אם :משפט מוריירה ) 0

C

f z dz =∫v על כל מסילה בתחום  R אזי f אנליטית ב R. 

) תהי הפונקציה :משפט אינטגרל קושי ) :f z →^  לולאה שהיא והפנים C ותהי R אנליטית בתחום ^
0zתהי , כמו כן. Rשלה מוכלים ממש ב  R∈  : אזי, C נקודה שכלואה בתוך של הלולאה ^⊇

 0
0

( ) 2 ( )
( )C

f z dz i f z
z z

π= ⋅
−∫v )3( 

)0 הערך של :1מסקנה  )f zשווה לממוצע של הפונקציה על הלולאה שמקיפה אותו . 
) אם :2מסקנה  )f z0אזי לכל ,  קבועה על לולאהz0, י הלולאה" שכלוא ע( )f zשווה לאותו קבוע  .
 . קבועה על מסילה אזי היא גם קבועה על הפנים שלהfאם , כלומר

ך קליפה מוליכה קבוע ושווה לערך הפוטנציאל בתו.   זהו בעצם חוק גאוס של פוטנציאל חשמלי:3מסקנה 
 .הפוטנציאל על פני הקליפה

) תהי הפונקציה :הכללת משפט אינטגרל קושי ) :f z →^  לולאה שהיא C ותהי R אנליטית בתחום ^
,...,1תהיינה . Rוהפנים שלה מוכלים ממש ב  n Rα α ∈  : אזי, C נקודות שכלואות בתוך של הלולאה ^⊇

 
1

1

( )( ) 2
( )( )

n
i

n
i i jC

i j i
i

f zf z dz i
z

π
α αα =

≠
=

 
 =  − −  

∑∫ ∏∏
v )4( 

) : משתנים2מקרה פרטי עבור  ) ( ) ( ) ( ) ( )2
( )( )C

f z f f f fdz i i
z z

α β α βπ π
α β α β β α α β

  −
= + = 2 − − − − − 

∫v. 

 .יא קבועה בכל המישור אם פונקציה אנליטית חסומה בכל המישור אזי ה:משפט ליוביל
f: תהי :משפט הנגזרת של קושי R ⊂ →^  :אזי,   פונקציה אנליטית^

 
0

( )
0 1

0

! ( )( )
2 ( )

n
n

n n
z

d f n f zf z dz
dz i z zπ +

   
  = =    −  

∫v )5( 
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  טיילור ולורןפיתוחי

 
) כך ש 0z מרחק נקודת הסינגולרית הקרובה ביותר ל Rיהי ,  0z סביב :פיתוח טיילור )f z אנליטית 

0zבעיגול  z R− ): אזי ניתן לפתח אותה  לטור טיילור. > )0 1
0 0

1 ( ')( ) '
2 ( ' )

n
n

n

f zf z z z dz
i z zπ

∞

+
=

 
= −  − 
∑ ∫v. 

)שבה ) לא חלק מקו או חתך( נקודה בודדת : נקודה סינגולרית מבודדת-קוטב  )f zלא אנליטית . 
)מרחקים מנקודות סינגולריות  כך ש r  ו Rיהיו , 0z סביב :פיתוח לורן )f zאנליטית בטבעת  

0r z z R< − ) נקודה סינגולרית בודדת של 0zנניח ש . > )f zי " אזי פיתוח לורן שלה נתון ע 

 
( ) 1 2

0 0
0 0 0 0

1
0

( ) ( ) ... ...
( ) ( )

1 ( ')0, 1, 2, 3,... : '
2 ( ' )

n n n
n n n

n n

n n

aa af z a z z a z z
z z z z z z

f zn a dz
i z zπ

+∞ ∞
−− −

=−∞ =

+

= − = − + + + + +
− − −

= ± ± ± =
−

∑ ∑

∫v
 )6( 

) בפיתוח לורן של −1a המקדם ):Residue(שארית  )f z 0 סביבzומסומן " שארית" נקרא ה
00 1,( ) zRes z a−=. 

  :סי ההתכנסות שלהםמספר פיתוחי טיילור חשובים סביב האפס ורדיו

 
( ) ( )

( ) ( )

2 1

0 0

2

0 0

( 1)sin( )
! (2 1)!

1 ( 1)1 cos( )
1 (2 )!

n n n
z

n n

n n
n

n n

z ze z z z
n n

zz z z z
z n

+∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

−
= < ∞ = < ∞

+

−
= < = < ∞

−

∑ ∑

∑ ∑
 )7( 

  :מספר פיתוחי לורן חשובים סביב האפס וטבעות ההתכנסות שלהם

 
( )

( )

2

1

1 2 3
1 1

1 1 1 .... 0 1
(1 )
1 1 1 1 1 11 ... 1

1 1

n

n

n

n n

z z z z
z z z

z zzz z z z z z

∞

=−

∞ ∞
−

−
= =

= = + + + + < <
−

 = = = = + + + < < ∞ − − 

∑

∑ ∑
 )8( 

 
 

 Calculus of Residuesחשבון שאריות 
 

} נקודות סינגולריות בודדות N מסילה סגורה שמקיפה מספר סופי של C תהי :משפט השארית }1,..., Nz z 
)של  )f z , אזי האינטגרל המסלולי על מסילה זו שווה ל 

 ( ) 1,
1 1

( ) 2 2
n

N N

n z
n nC

f z dz i Res z i aπ π −
= =

= = ⋅∑ ∑∫v )9( 

) אם לפונקציה :טענה שימושית )f z 0ב ) מסדר ראשון, כלומר( יש קוטב פשוטz אזי  
 ( )

0
0

0 1, 0( ) lim ( )z z z
Res z a z z f z− →

= = − )10( 

) תהי :משפט )f z פונקציה עם קוטב מסדר m 0 בz 0 אזי אם נסמן( ) ( ) ( )mp z z z f z= −  :  נקבל ש⋅
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( )

( 1)
0 0

0

1 1 ( ) 1( ) ( ) ( )
2 2 ( ) 1 !

m
m

p z dzRes z f z dz p z
i i z z mπ π

−= = =
− −∫ ∫v v )11( 

) תהי :משפט )( )
( )
p zf z
q z

0 וכן 0z אנליטיות ב q ו p כאשר = 0 0( ) 0 , ( ) 0 , '( ) 0p z q z q z≠ =  : אזי. ≠

 
0 0

0 0 0
0

0

( ) ( ) ( ) '( )( ) ( )( ) lim lim
( ) '( ) '( )f z z z z

z z p z p z p z z z p zRes z
q z q z q z→ →

− + −
= = = )12( 

 
 


