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 . il.co.livedns.underwar://httpמסמך זה הורד מהאתר 
 .ללא אישור מפורש מאת המחבר, אין להפיץ מסמך זה במדיה כלשהי
וכן , שיגרם עקב השימוש במידע המופיע במסמך, או עקיףישיר , מחבר המסמך איננו אחראי לכל נזק

המחבר עשה את מירב המאמצים כדי לספק את , עם זאת. לנכונות התוכן של הנושאים המופיעים במסמך
 .המידע המדויק והמלא ביותר

 
 ניר אדרכל הזכויות שמורות ל

 
Nir Adar 
Email: underwar@hotmail.com  
Home Page: http://underwar.livedns.co.il 
 
 

 .אנא שלחו תיקונים והערות אל המחבר
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 תחשיב הפסוקים
 

 יסודות
 

 הגדרה פורמלית לתחשיב הפסוקים

}אותיות השפה הינן }, , , , (, ), ,T F∧ ∨ → } וכן ¬ }|ip i∈` . באינדוקציהקבוצת הפסוקיםנגדיר את . 

}: בסיס } { }| ,iB p i T F= ∈` }כאשר , ∪ }|ip i∈`הינה קבוצת הפסוקים האטומיים . 

}: קבוצת הפעולות הינה }, , ,F f f f f∨ ∧ ¬  : והפעולות מוגדרות בצורה הבאה=→

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,f f f fα β α β α β α β α β α β α α∧ ∨ → ¬= ∧ = ∨ = → = ¬  

B, הפסוקים הינה קבוצת FX עבור ,B Fל" הנ. 

 

}הקבוצה  :הגדרה },FWFF  :  תוגדר בצורה הבאהWFF שהיא תת קבוצה של →

}: בסיס } { }|iB p i F= ∈` }: סגור. ∪ }F f→= 

 

 עץ יצירה

 :כל צומת של העץ. עץ יצירהעץ שמתאר איך נבנה הפסוק מהאטומים על ידי הפעולות ייקרא 

 .אם הצומת הוא עלה הוא מסומן באטום •

}-אם הצומת מסומן ב • }, ,∈ ∧ ∨ →Dאז יש לו שני בנים . 

 . אזי יש לו בן אחד¬-אם הצומת מסומן ב •

 

 αוריתם לבניית עץ יצירה עבור פסוק אלג

1. αהוא השורש של העץ . 

 :מבצעים,  צומת שאינו אטוםלכל .2

 ). האלגוריתם נכשלñאם אין כאלו (וחקים את הסוגריים החיצוניים מ. א

 מתוזהו הקשר הראשי והסיפא שאחריו הוא הבן היחיד של הצ ¬ הסימן הראשון הוא אם. ב

 . הנוכחי   

 בפעם. תוך ספירת יתרון הסוגריים השמאליים על הימניים, ל לימיןסורקים משמא: אחרת. ג

 : עוצריםñ) מלבד בנקודת ההתחלה(הראשונה בה מגיעים לשוויון    

 .נכשל האלגוריתם, מקומי- הסימן שמייד אחרי נקודת העצירה אינו קשר דואם •
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 :אחרת •

i. הסימן שמייד אחרי נקודת העצירה הוא הקשר המרכזי. 

ii.  מת הנוכחיולנקודת העצירה הוא הבן השמאלי של הצהביטוי שמשמאל. 

iii. מת הנוכחיוהביטוי שמימין לקשר המרכזי הוא הבן הימני של הצ. 

 

 .האלגוריתם עוצר כאשר כל הצמתים שטרם טופלו מכילים סימן אטום יחיד

 

 ערך האמת של פסוק

}בהינתן השמה  } { }: | 0,1iz p i∈  : מחושב באופן הבאδ של הפסוק ערך האמת `→

) פסוק אטומי אזי δאם  ) ( )z zδ δ= . אםTδ ) אזי = ) 1z δ 0δאם . = ) אזי = ) 0z δ =. 

)אם  )δ α β= D עבור { }, ,∈ ∨ ∧ →D אזי ( ) ( ) ( )( ),z TT z zδ α β= D אחרת אם ( )δ α=  אזי ¬

( ) ( )( )z TT zδ α¬=. 

 
TT¬ :  α   ( )α¬  

0  1 
1  0  

  TT∨ :  α   β   ( )α β∨  
0  0  0 
0  1  1 
1  0  1 
1  1  1  

         
TT∧ :  α   β   ( )α β∧

0  0  0 
0  1  0 
1  0  0 
1  1  1  

  TT→ :  α   β   ( )α β→  
0  0  1 
0  1  1 
1  0  0 
1  1  1  

 

zמסמנים : סימון α אם ( ) 1z α  .α את מספקת z ואומרים =

 

 משפט הקריאה היחידה

1אם קיימים פסוקים .  פסוקαיהי  .א 2,β βו מקומי  וקשר דa כך שמתקיים ( )1 2aα β β= וכן 

1קיימים פסוקים  2,γ γ וקשר דו מקומי b כך שמתקיים ( )1 2bα γ γ= 1 אז 1β γ= ,2 2β γ= 

aוגם  b=. 

)- כך שβאם קיים פסוק .  פסוקαיהי  .ב )Bα = β אז לכל פסוק ¬ ) המקיים ′ )α β ′= ¬ 

βמתקיים  β γ,וכן לא קיימים פסוקים , =′ δ וקשר דו מקומי aכך שמתקיים ( )aα γ δ=. 

 . מתאים עץ יצירה יחידαלכל פסוק חוקי : נוסח שני למשפט
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 .זאת לכל פסוק יכולות להיות סדרות יצירה רבותלעומת . עץ היצירה הוא יחיד לכל פסוק: הערה

 

 משפט הגדרת ערך האמת

 . הוא יחידz לפי ההשמה αערך האמת של ,  לאטומיםz והשמה αבהינתן פסוק 

 

 ריםסדר קדימויות בין קש

1 (¬  2 (,∧  .נשמיט סוגרים בכל מקום שזה לא פוגע במשמעות  →) 3 ∨

 

 מערכת קשרים שלמה

 . אם לכל טבלת אמת יש פסוק בקשרים אלו המממש אותהשמערכת קשרים היא שלמה נאמר: הגדרה

 .שרים של תחשיב הפסוקים הינה שלמהמערכת הק: משפט

 .התבססות על מערכת שלמה ידועה. 2 . ישירהההוכח. 1: הוכחת מערכת קשרים שלמים

}: מערכות שלמות ידועות } { } { }, , , , ,F¬ ∨ ¬ ∧ → 

 

 תכונות תחשיב הפסוקים

)בין כל סוגרים מהצורה .  פסוקαיהי  .1  . יש לפחות קשר אחד...(

 .בין כל שני אטומים קיים קשר .2

 

 משפט

1 ולכל שתי השמות αלכל פסוק  2,z z אם לכל אטום ipשמופיע ב -α מתקיים ( ) ( )1 2i iz p z p= 

)אזי  ) ( )1 2z zα α=. 

 

 מושגי יסוד

z- כך שz אם קיימת השמה ספיק ייקרא αפסוק : ספיקות .1 α. 

z מתקיים z אם לכל השמה טאוטולוגיה ייקרא αפסוק : טאוטולוגיה .2 α. 

z מתקיים z אם לכל השמה סתירה ייקרא αפסוק : סתירה .3 α/. 

 

 .טולוגיה טאו¬αמ " סתירה אמα: טענה

 

 :לא נכון/ נכון 

αאם  .1 β∨ טאוטולוגיה אזי α טאוטולוגיה או β לא נכון– טאוטולוגיה . 

αאם  .2 β∨ סתירה אז α סתירה וגם β נכון– סתירה . 
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 הוכחת טאוטולוגיה

 : הוא טאוטולוגיהαדרכים להוכיח שפסוק 

עוברים על כל ההשמות האפשריות עבור האטומים בפסוק ורואים שעבור כל אחת : טבלת אמת .1

 .1מהן הוא מקבל 

 . ומוכיחים שלא קיימת השמה כזוαמחפשים מה ההשמה צריכה לקיים על מנת שלא תספק את  .2

 

α ונסמן βאת גורר לוגית  α-נאמר ש: הגדרה β אם כל השמה שמספקת את α מספקת את β. 

): דוגמא )0 1 0p p p∧. 

α: טענה βמ " אמα β→היא טאוטולוגיה . 

 :אבחנות

α- טאוטולוגיה αאם  .1 β אזי βטאוטולוגיה . 

α- סתירה וβאם  .2 β אזי αסתירה . 

α מתקיים βאזי לכל ,  סתירהαאם  .3 β. 

 

 הרחבת המושגים לקבוצת פסוקים

Xαלכל . X- מספקת את כל הפסוקים בz אם X מספקת קבוצת פסוקים zהשמה  .1 ∈ ,

z α .מסמנים :z X. 

 מתקיים X שמספקת את z אם לכל השמה X נובע לוגית מקבוצת פסוקים αפסוק  .2

z α .דוגמא :{ }0 1 1 0,p p p p¬ →¬. 

 .X אם קיימת השמה המספקת את  היא ספיקהX קבוצת פסוקים .3

 

 :לא נכון/נכון

}: למשל. לא נכון.  ספיקהΣאז ,  ספיקΣ-אם כל פסוק ב .1 }0 0,p pΣ = ¬. 

β אז לכל αΣאם  .2 ∈Σ מתקיים β α .לא נכון. 

}אם , α ופסוק Σבהינתן קבוצת פסוקים  .3 }αΣ∪ ספיקה אז { }αΣ  . לא ספיקה∪¬

φΣ: לדוגמא, לא נכון 0pα- ו= =. 

 

α,נאמר שפסוקים : הגדרה β ונסמן שקולים לוגית α β≡ אם לכל השמה z מתקיים 

( ) ( )z zα β= .כלומר ,a β⇔ ≡α β וגם β α. 

α: טענה β≡מ " אמ( ) ( )α β β α→ ∧ → 
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 . גורר לוגית–עבור פסוקים  ,  מספק–עבור השמה : ╞הסימון 

 

 דוגמאות לשימושים בנביעה לוגית

,לכל פסוקים  .1 ,α β γ , אם{ },γ α β¬ וגם { },γ α β¬ γ אזי ¬ α. 

α,לכל זוג פסוקים  .2 γ אם { },γ α α¬ אזי γ α. 

α, ופסוקים Xלכל קבוצת פסוקים  .3 β , אם{ }X α β∪ וגם { }X α β¬∪ 

Xאזי  β. 

1לכל שתי קבוצות  .4 2,Σ Σ , 1אם 2Σ ⊆ Σ אזי לכל פסוק α , 1אם αΣ 2 אזי αΣ. 

 

 תכונות של פסוקים

 .'('- ונגמר ב')'-או שהוא מתחיל ב, כל פסוק בשפה מורכב מאטום בודד .1

 . מספר הסוגריים הימניים שווה למספר הסוגריים השמאלייםαבכל פסוק  .2

 

α, אם βשל ) prefix( ייקרא רישא αפסוק : רישאהגדרת  β1- סדרות סימנים כך ש... nα α α=  

...1 -ו kβ β β= וגם n k≤ 1 וגם לכל i n≤ i מתקיים ≥ ia b= .α של רישא ממש הוא β אם α 

n וגם βהוא רישא של  k<. 

 

 α-אז מספר הסוגרים השמאליים ב, β הוא רישא ממש לא ריקה של αאם , βלכל פסוק  .3

 .α-גדול ממש ממספר הסוגרים הימניים ב

 

 הצבות

 . בפסוק כלשהוα- אטומי ב ואנו מעוניינים להחליף כל פסוקαנתון פסוק : הרעיון

}בהינתן פונקצית הצבה  }: |is p i WFF∈ ) נגדיר באינדוקציה את הפסוק `→ ),sub sα שהוא 

)- בip על ידי החלפת כל מופע של α-הפסוק המתקבל מ )is p. 

): בסיס ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,i ip sub s s p F sub s F T sub s Tα α α α α α= = = = = =. 

}עבור : סגור }, ,∈ ∧ ∨ →D , מתקיים( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , ,sub s sub s sub sα α α α=D D. 

): כמו כן ) ( )( ), ,sub s sub sα α¬ = ¬. 
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- פונקציות הצבה שמזדהות על כל הפסוקים האטומיים שמופיעים ב2s- ו1sאם , αלכל פסוק : טענה

α , אזי( ) ( )1 2, ,sub s sub sα α=. 

 

): ′zנגדיר השמה חדשה , z והשמה sפונקצית הצבה , αבהינתן פסוק : טענה ) ( )( )i iz p z s p′ = .

): מתקיים ) ( )( ),z z sub sα α′ =. 

) מתקיים s טאוטולוגיה אזי לכל הצבה αאם : טענה ),sub sαוכך גם לסתירה(וגיה  היא טאוטול.( 

)נראה כי .  השמהzתהי : הוכחה ),z sub sα . קיימת השמהz′ עבורה ( ) ( )( ),z z sub sα α′ = .

α טאוטולוגיה ולכן ( ) 1z α′ )גם  כלומר = )( ), 1z sub sα =. 

 

 צורות נורמליות

 .נצמצם את אוסף הפסוקים לפסוקים עם צורה מוגבלת ונראה שעדיין ניתן לבטא כל טבלת אמת: הרעיון

 :קבוצה המוגדרת באינדוקציה: NFFהקבוצה 

}: בסיס } { } { }, | |i iT F p i p i∈ ¬ ∈∪ ` ∪ }: סגור. ` },F F∧ ∨. 

): קיחו: דוגמאות )5 8p p¬ ∨ ,( )( )7 4 5p p p¬ ∨¬ ): לא חוקי. ∧ )( )8p¬ ¬ ,( )( )1 2p p¬ ∨. 

α) 1:  כך שNFF- מצורת ה′α קיים פסוק α לכל פסוק :NFF-משפט ה α′≡ .2 (αו -α′ מכילים 

 . את אותם האטומים

}- ב′′α לפסוק αנתרגם את , αבהינתן פסוק  }, ,¬ ∨ " ¬"-נדחוף את ה.  עץ יצירה′′α-נשרטט ל: ∧

: כלפי מטה בעזרת השקילויות הבאות

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,T F F T δ δ α α α α α α α α¬ = ¬ = ¬¬ = ¬ ∧ = ¬ ∨¬ ¬ ∨ = ¬ ∧¬. 

 

 

 מערכות הוכחה פורמלית
 

 :וכחה היא מבנה שמוגדר באינדוקציהמערכת ה

 . תמיד ניתן להשתמש בהן– טענות שתמיד נכונות – אקסיומות .1

 . כללים בעזרתם מסיקים טענות חדשות מטענות קודמות– קכללי הס .2

 :הקבוצה האינדוקטיבית המוגדרת על ידי: קבוצת המשפטים הפורמליים .3

 .כללי ההסק: פעולות. האקסיומות: בסיס
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 היא סידרה αכלומר סדרת הוכחה עבור .  עבור טענה היא סדרת יצירה במבנה זהסדרת הוכחה .4

,...,1פית סו nα αכך ש -nα α= 1 ולכל i n≤  התקבל על iα אקסיומה או 1α מתקיים כי ≥

 .ידי אחד מכללי ההיסק מטענות קודמות

 .בתחשיב הפסוקים  סדרת הוכחהα- את הטענה שקיימת ל,יכיח αאומרים כי  ו,αמסמנים  .5

 

 מערכת הוכחה לתחשיב הפסוקים

 :אקסיומות

, עבורו קיימים פסוקים δכל פסוק  ,α β γכך ש -δהוא אקסיומה,  הוא אחד מהתבניות הבאות: 

1. ( )( )α β α→ → 

2. ( )( ) ( ) ( )( )( )α β γ α β α γ→ → → → → → 

3. ( )( )( )F Fα α→ → → 

): דוגמא ) ( )( )( )0 0p F F p F→ → → )כאשר , 1 אקסיומה מסוג - → )0 ,p F Fα β= → =. 

 

MP :,α: כלל היסק α β
β
→. 

 

 . נקרא גם כלל הניתוקMP. מתקיים' הרי שב, מתקיים' וגם א', גורר את ב' אם א: הסבר

}בדיון במערכת ההוכחה בתחשיב הפסוקים נשתמש רק בקשרים : הערה },F→)  קשרים אלו כאמור

 ).מערכת שלמהמהווים 

 .MPיבית המוגדרת על ידי האקסיומות וכלל  היא הקבוצה האינדוקטקבוצת המשפטים הפורמליים

 מהפסוקים MP היא סדרה סופית שבה כל פסוק הוא אקסיומה או מתקבל על ידי הפעלת סדרת ההוכחה

 .הקודמים

 

): טענה )α α→. 

 

 DNFפסוקים מצורת 

}: בסיס – conjהגדרת  .1 } { } { }| | ,i ip i p i T F∈ ¬ ∈` ∪ ` }: סגור. ∪ }f∧. 

1: דוגמא 2 5 1,p p p p T F∧¬ ∧ ∧ ∧. 

}: סגור. conj:  בסיס– DNFהגדרת  .2 }F∨. 

): דוגמא ) ( )1 2 3p p p T∧¬ ∨ ): דוגמא לא נכונה. ∧ ) ( )1 2 3p p p F∨ ∧ ∨. 
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 :הערות

בלת אמת פסוק מצורת בהוכחת השלמות של מערכת הקשרים של תחשיב הפסוקים בנינו לכל ט •

DNFהמממש אותה . 

 ′α טבלת אמת ואז לממש את  טבלת האמת באמצעות פסוק α-ניתן לבנות ל, αבהינתן פסוק  •

 .DNFמצורת 

 

 .DNF מצורת ′αפסוק שקול  קיים α לכל פסוק :DNF-משפט ה

 

 

 CNFפסוקים מצורת 

}:  בסיס– Disjהגדרת  .1 } { } { }| | ,i ip i p i T F∈ ¬ ∈` ∪ ` }: סגור. ∪ }f∨. 

}: סגור. Disj:  בסיס– CNFהגדרת  .2 }f∧. 

 

 .CNF מצורת ′α קיים פסוק שקול α לכל פסוק :CNF-משפט ה

 

 הוכחה מתוך הנחות

)המסומנת בתור , Σאזי קבוצת המסקנות של , )Σקבוצת פסוקים  (Σבהינתן קבוצת הנחות  )Ded Σ 

}והסגור שלה הוא , ∪Σהינה הקבוצה האינדוקטיבית שבסיסה הוא אקסיומות }MP. 

 .Σ יכיח מתוך α-ונאמר ש, Σ שייך לקבוצת המסקנות של α- את הטענה שαΣ -נסמן ב

,...,1 היא סדרה סופית Σ מתוך קבוצת הנחות αסדרת הוכחה לפסוק  nα αך ש -nα α= ולכל 

1 i n≤  . על פסוקים קודמים בסדרהMP הוא או אקסיומה או הנחה או התקבל על ידי iα מתקיים כי ≥

 

 תכונות של מערכת הוכחה

Xαאם "): מה שרוצים להוכיח הוא אחת ההנחות("הנחת המבוקש  .1 X אז ∋ α. 

1 קבוצות פסוקים 2לכל  .2 2,Σ Σ , 1אם 2Σ ⊆ Σ אז לכל פסוק α , 1אם αΣ 2 אזי αΣ. 

): זוהי מונוטוניות מערכת ההוכחה ) ( )1 2 1 2Ded DedΣ ⊆ Σ ⇐Σ ⊆ Σ. 

 .αΣ מתקיים Σ אזי לכל קבוצה α אם :מסקנה

1לכל שתי קבוצות פסוקים : טענות עזר .3 2,Σ Σ , 1אם לכלα ∈Σ 2 מתקיים αΣכל  אזי ל

1 אם βפסוק  βΣ 2 אזי βΣ . אם( )1 2DedΣ ⊆ Σ אז ( ) ( )1 2Ded DedΣ ⊆ Σ. 
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)אם  .4 )( )α β γΣ → ) וגם → )α βΣ ) אזי → )α γΣ →. 

}: sלכל פונקצית הצבה  .5 }: |is p i WFF∈  אז αΣ מתקיים כי אם `→

( ) ( ){ } ( ), , | ,sub s sub s sub sγ γ αΣ = ∈Σ. 

α, ולכל זוג פסוקים Σ לכל קבוצת פסוקים :משפט הדדוקציה .6 β  מתקיים כי

{ } ( )α β α βΣ ⇔ Σ →∪. 

 

 שימושים למשפט הדדוקציה

)מתקיים , αנראה כי לכל פסוק  .1 )α α→ :    על פי משפט הדדוקציה מספיק שנוכיח כי

{ }α α .(1)        הנחה( : סדרת ההוכחה α. 

}נראה  .2 } ( )( )F Fα α → פ משפט הדדוקציה מספיק שנוכיח כי "ע. →

{ }, F Fα α  :סדרת ההוכחה. →

1) α        )הנחה(  

2)  Fα →      )הנחה(  

3) F      (MP 1, 2) 

}:נראה .3 } { } { }F Fα β β α→ → → על פי הדדוקציה מספיק שנוכיח כי . →

{ }, ,F Fα β β α→  :סדרת ההוכחה. →

1) α        )הנחה(  

2) α β→      )הנחה(  

3) β       (MP 1, 2) 

4)  Fβ →      (הנחה)

5) F      (MP 3, 4) 

 

 

 שפט הדיכוטומיהמ

α, ולכל Σלכל קבוצת פסוקים  βאם :  מתקיים{ }α βΣ∪ וגם { }Fα βΣ  .βΣ אזי ∪→
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 עקביות
 

 הגדרה

Xאם עקבית  תקרא X) קבוצת הנחות (קבוצת פסוקים F/. 

 

 משפט

 . היא עקביתXמ כל תת קבוצה סופית של " עקבית אמXמתקיים כי , Xלכל קבוצת פסוקים 

 

 משפט

X:  כך שαמ לא קיים פסוק " היא עקבית אמXקבוצת פסוקים  α וגם X α¬. 

 

 משפט

X- כך שαמ קיים פסוק " היא עקבית אמXקבוצת פסוקים  α/. 

 

 :הוכחה

⇐ X עקבית ⇐ X F/⇐ קיים Fα X- כך ש= α/. 

Xמתקיים כי , αלכל : יחנוכ.  איננה עקביתX- נניח ש⇒ α .X אינה עקבית X F  αיהי . ⇐

Xנראה כי . פסוק כלשהו α: 

 

n.   F   Xקיימת סדרת הוכחה כי  F

n+1.   ( )( )F F Fα→ → →   1אקסיומה 

n+2.  ( )F Fα → →   MP(n, n+1) 

n+3.  ( )( )F Fα α→ → →   3אקסיומה   

n+4.  α   MP(n + 2, n + 3) 

 

Xמתקיים , α לכל ⇐ α. 

 

 

  לא עקביתXמתי 

1. X לא עקבית אם קיים פסוק αכך ש  :X αוגם X α¬. 

2. Xלא עקבית אם לכל β ,מתקייםX β. 
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 טענה

( )F Ded X X F/∉ ⇔. 

 

 משפט הנאותות הצר

 ).כל פסוק יכיח הוא טאוטולוגיה, כלומר. (α אזי αאם , αלכל פסוק 

 .סינטקס לסמנטיקהמשפט זה נותן לנו קשר בין  •

 

 משפט הנאותות הרחב

Xאם : α ולכל פסוק Xלכל קבוצת פסוקים  α אזי X α. 

 

 עקביות האקסיומות של תחשיב הפסוקים

כי הקבוצה הריקה מוכלת (ם הקבוצה הריקה היא עקבית הא: שאלה שקולה? האם קיימת קבוצה עקבית

)כלומר ,  עקביתφנראה כי ). בכל קבוצה )F Ded φ∉. 

 . עקביתφמכאן . כי הוא לא טאוטולוגיה,  אינו יכיחF. נשתמש במשפט הנאותות הצר

 

על . משפט הנאותות הוא הכלי שבאמצעותו מוכיחים אי יכיחות ואי עקביות: שימושים למשפט הנאותות

Xמנת להוכיח כי  α/ נראה X α/. 

 

 . עקביתXאז ,  ספיקהX אם :משפט שקול למשפט הנאותות

Xאזי ,  לא עקביתXנניח בשלילה כי : הוכחה F . לפי משפט הנאותותX X F⇐ לא ספיקה 

 .סתירה לנתון).  קיימת כזואך לא, F מספקת את Xכל השמה שמספקת את (

 

 דוגמא

}תהי הקבוצה  }1 |i ip p i+Σ = →  .נוכיח שקבוצה זו הינה עקבית. `∋

 zצריך להראות השמה : כלומר. F/Σלפי משפט הנאותות מספיק להראות כי . F/Σ: ל"צ

) וגם מקיימת Σאת המספקת  ) 0z F ניתן ).  לכל האטומים0השמה הנותנת  (Fzנבחר את ההשמה . =

αלראות בקלות שלכל  ∈Σ מתקיים ( ) 1z α = .Fz ) אבל Σמספקת את  ⇐ ) 0Fz F =. 

F FΣ אך לא את Σקיימת השמה המספקת את : ומכאן ≠ ⇐. 
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 הגדרה

X- כך שαבית ולכל פסוק  עקX אם עקבית מקסימלית היא Xשקבוצת פסוקים נאמר : 1ניסוח  α/ 

}מתקיים כי  }X α∪לא עקבית . 

X עקבית ולכל פסוק X עקבית מקסימלית אם X: 2ניסוח  α או X Fα →. 

 

 עקבית לא עקבית
  סימליתעקבית מק 

X
X F

α
α →

 X
X F

α
α/ →

 X
X F

α
α

/
→

 X
X F

α
α

/
/ →

 

 

 משפט

X-כך ש, Yאזי קיימת קבוצה עקבית מקסימלית ,  קבוצה עקביתXתהי  Y⊆. 

 . תהיה דעה על כל פסוקX-לנרצה לעבור על כל הפסוקים ולדאוג ש: הרעיון

 

β,מ לכל זוג פסוקים " עקבית מקסימלית אמX.  קבוצה עקביתXתהי : טענה γ מתקיים 

X Xβ β γ¬ ⇔ X או→ γ. 

 

 . ספיקהXאז ,  היא קבוצה עקבית מקסימליתXאם : טענה

 

 משפט

 . ספיקהXמ " עקבית אמX ,Xלכל קבוצת פסוקים 

X- כך שYאזי קיימת קבוצה עקבית מקסימלית .  עקביתXנניח כי ): כיוון אחד בלבד: (הוכחה Y⊆ 

⇐Yהשמהכלומר קיימת .  ספיקה YZ המספקת את Y .YZ Y . מאחר ומתקיים כיX Y⊆הרי ש -

YZ X .ראינו שכל קבוצה עקבית היא ספיקה. 

 

 משפט השלמות לתחשיב הפסוקים

Xאם , α ולכל פסוק Xלכל קבוצת פסוקים  αי  אזX α. 

 

  משפט הקומפקטיות–מסקנה ממשפט השלמות והנאותות 

 .מ כל תת קבוצה סופית שלה היא ספיקה" ספיקה אמX.  קבוצהXתהא 

 .במשפט זה נשתמש פעמים רבות כדי להפוך בעיות אינסופיות לבעיות סופיות: שימוש
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 :קשר בין סינטקס לסמנטיקה

 
αα

X αX α

X α/X α/

 
 

 הגדרה

 .Σ של מודל תיקרא Σהשמה המספקת קבוצה 

): נסמן ) { } { }all models of  |M M z ZΣΣ = = Σ = Σ. 

 

 משפט

 .אז היא עקבית,  יש מודלΣאם לקבוצה 

 

 משפט

 .Xמ קיימת בדיוק השמה אחת המספקת את " היא עקבית מקסימלית אמXקבוצת פסוקים 

)מ " עקבית מקסימלית אמX: ניסוח שקול ) 1M X =. 

 

 דוגמאות

 :קבוצות מקסימליות ולא מקסימליות

 ?עקבי מקסימלי :הקבוצה
{ }|ip iΣ = ). מקסימלי `∋ ) { }TM zΣ = 

{ }|ip iΣ = ¬ ). מקסימלי `∋ ) { }FM zΣ = 

{ }2 2 1 |i ip p i+→  .תספק את הקבוצה" השמת מדרגה"כל . לא מקסימלי `∋

{ }1 |i ip p i+∨  לא מקסימלי `∋

( ){ }1 |i ip p i+¬ ∨  מקסימלי `∋

{ }1 |i ip p i+¬ ∨¬  לא מקסימלי `∋
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 יעה של גרפיםצב

) עם Gבהינתן גרף  ),V E בשני צבעים היא צביעה בה כל צומת נצבע באחד הצבעיםצביעה חוקית  ,

 . אם קיימת לו צביעה חוקית בשני צבעיםצביע-2גרף הוא . ולשני צמתים שכנים צמתים שונים

)בהינתן גרף  ),G V Eשאלה בפסוקים נתרגם את השאלה ל: 

 .לכל צומת נתאים אטום •

iלכל קשת  • je v v=נתאים פסוק  :ij i jp pα = ) כאשר ⊕ ) ( )ij i j i jp p p pα ≡ ∧¬ ∨ ¬ ∧. 

): נגדיר • ){ }| ,G ijX i j Eα= ∈. 

 

 . ספיקהGXמ "צביע אמ-2 הוא גרף G: 1 טענה

 

 .צביע-2מ כל תת גרף סופי שלו הוא "צביע אמ-2הוא  Gגרף : 2 טענה

 :ההוכח

 . הצביעה הינה צביעה חוקית עבור כל תת גרף⇐צביע -2הגרף הוא :  נתון⇐

על פי .  ספיקהGXמספיק שנוכיח כי . צביע-2 הוא Gנוכיח כי . צביע-2כל תת גרף סופי הוא :  נתון⇒

GDתהי .  ספיקהGXהקומפקטיות מספיק שנראה שכל תת קבוצה סופית של  X⊆סופית . 

 הוא DV .DG- את תת הגרף המתאים לDG-נסמן ב. D- את קבוצת הצמתים המופיעים בDV-נסמן ב

G,צביע ולכן -2 הוא DG).  סופיתD-מכיוון ש(תת גרף סופי  DXספיקה . ,G DD X⊆ כי D מתארת 

 . ספיקהD ולכן גם DV-חלק מהקשתות בין הצמתים ב

 

 )רףגהוכחות כגון צביעת (תבנית 

 . מקיימת את התכונהGמ " ספיקה אמGX- כך שGXנחפש . תרגום הבעיה לפסוקים .1

 .משתמשים בזהירות במשפט הקומפקטיות .2
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 גדירות
 

, Σ עבור קבוצת פסוקים . את קבוצת ההשמות המספקות אותהמגדירה Σ ,Σבהינתן קבוצת פסוקים 

)- מסומנת בΣקבוצת המודלים של  )Ass Σ ומוגדרת ( ) { }|Ass z zΣ = Σ. 

 

1אם : טענה 2Σ ⊆ Σ אז ( ) ( )2 1Ass AssΣ ⊆ Σ. 

 

כלומר , K שמגדירה את Σקבוצת פסוקיםהאם קיימת , Kבהינתן קבוצת השמות : שאלה

( )Ass KΣ  אם קיימת קבוצת פסוקים סופית .גדירה Kאם קיימת קבוצת פסוקים כזו נאמר כי  ?=

 .גדירה באופן סופי K- נאמר שKשמגדירה את 

022? כמה קבוצות השמות. 02ℵ? כמה קבוצת פסוקים. 0ℵ? כמה פסוקים יש
ℵ

. 

 .קולי ספירה קיימות קבוצות לא גדירותאזי משי, מאחר וכל קבוצת פסוקים מגדירה קבוצת השמות יחידה

 

 דוגמאות

1K φ= .למשל , כן? האם הקבוצה גדירה{ }1 1,p pΣ = ¬. 

2K2כל קבוצת טאוטולוגיות מגדירה את .  הינה קבוצת כל ההשמותK. 

 

 הוכחת אי גדירות

 :Kסכימת הוכחת אי גדירות של קבוצת השמות 

 .X גדירה על ידי קבוצת פסוקים Kנניח בשלילה כי  .1

) שעבורה ידוע מהו Yמפורשתנבחר קבוצת פסוקים  .2 )M Y. 

Xמראים כי  .3 Y∪על ידי,  לא ספיקה ( ) ( ) ( )M Y M X M Y K φ≡ =∩ ∩. 

Xמראים כי  .4 Y∪ספיקה באמצעות משפט הקומפקטיות : 

Dמראים שכל תת קבוצה סופית X Y⊆  כך K-השייכת ל Dzמראים השמה .  היא ספיקה∪

Dz: ש D.)  מסתמכים בבנייתDzעל האינדקס המקסימלי המופיע גם ב -Dוגם ב -Y. 

 .גדירהלא  Kולכן ,  לא קיימתX:  אנו מקבלים סתירה4- ומ3-מ .5
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 הגדרה

} תלויה בקבוצת משתנים Kנאמר שקבוצת השמות  }|iD p i⊆ 1 אם קיימות השמות `∋ 2,z z 

1z ומתקיים D-שמזדהות על כל האטומים מחוץ ל K∈2- וz K∉. 

 

 הגדרה

}נאמר שקבוצת אטומים  }|iS p i⊆ 1 אם לכל שתי השמות K לקבוצת השמות תומך מהווה `∋ 2,z z 

)כלומר לכל  (Sבתוך שמזדהות על כל האטומים  ) ( )1 2 ,i i iz p z p p S= 1אז ) ∋ 2z K z K∈ ⇔ ∈. 

): דוגמא ){ }| 1iK z z p= = ,{ } { }1 1 2 1 3 4, , ,S p S p p p= =. 

 

 הגדרה

 . אם קיים תומך לקבוצה בגודל סופיתומך סופינאמר שלקבוצת השמות יש 

 

 טענה

 . גדירה באופן סופיKמ " יש תומך סופי אמKלקבוצה 

 .Σפסוקים אלו יגדירו את . שיתאר את התומך, מהתומך הסופי ניתן ליצור מספר פסוקים סופי •
 יש מספר סופי של Σ מפסוקי . סופית המגדירה אותהΣ גדירה באופן סופי אז קיימת Kאם  •

 .K-אטומם אלו מהווים תומך ל. אטומים
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 תחשיב היחסים
 

 הקדמה
 

 מרכזיהרעיון ה

 .עצמים .1

 תכונות המיוחסות לעצמים .2

 

 .היוסי גבו, דני ילד טוב: דוגמא

 .כל הילדים גבוהים: כימות. אם דני ילד טוב אז יוסי גבוה: חיבור

 

 סימונים

x∀ - לכל x .x∃ - קיים x. דוגמאות: 

xy מתקיים y ולכל xלכל " • yx= "ייכתב בצורה הבאה :( )x y xy yx∀ ∀ =. 

): ייכתב" לכל מספר קיים מספר הגדול ממנו" • )x y y x∀ ∃ >. 

 .כל טענה מתמטית ניתנת לתיאור בעזרת תחשיב היחסים

 

 הגדרה פורמלית של השפה
 

 יב היחסיםהסימנים של תחש

 : קבוצות2-הסימנים מתחלקים ל

 . סימנים המשותפים לכל השפות של תחשיב היחסים–סימנים לוגיים  .1

 . סימנים המיוחדים לשפה– מילון –פרמטרים של השפה  .2

 

 הסימנים הלוגיים

 .∃קיים , ∀לכל: כמתים •

}: םקשרים של תחשיב הפסוקי • }, , ,→ ∧ ∨ ¬. 

 .סוגריים ופסיק •

 .≈ סימן שוויון •

}: משתנים • }|iv i∈`. 
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 פרמטרים של השפה: מילון

 . אינדקס מספריα כאשר Cα-סימני קבועים אישיים מסומנים ב •

nR,-מני יחס המסומנים בסי • α כאשר ,n α ∈` .nהוא מספר הארגומנטים ביחס ו -α הוא 

 .אינדקס מספרי

nF,-סימני פונקציה המסומנים ב • α .nהוא מספר הארגומנטים ביחס ו -αהוא אינדקס מספרי . 

 

כאשר לכל סימן פונקציה ולכל סימן יחס , סימני פונקציה וסימני קבועים אישיים, אוסף סימני יחס: מילון

0: דוגמא ל.τמילון מסומן לרוב באות . ידוע מספר הארגומנטים 1,0 1,1 2,0 2,3 2 3, , , , ,R R F F C Cτ =. 

 . הוא מילון המכיל רק סימני יחסמילון יחסי.  הוא מילון המכיל מספר סופי של סימניםמילון סופי

 

 הגדרת אוסף הטענות בשפה

 אינם טענות שניתן לשאול עליהם שמות עצם  .הגדרת אוסף העצמים עליהם מדברים:1שלב 

 .לא נכון/ נכון 

 . על סמך שמות העצםנוסחאותוסף הטענות בשפה שתיקראנה נגדיר את א:2שלב 

 

 הגדרת אוסף שמות העצם

 .X) קבועים∪משתנים, סימני פיסוק:  (ההגדרה הינה באינדוקציה

}סימני הקבועים מהמילון בתוספת המשתנים : קבוצת האטומים }|iv i∈`. 

nF, סימן פונקציה לכל: קבוצת הפעולות α 1 במילון נגדיר פעולה המקבלת שמות עצם,..., nt t ומוציאה 

)כפלט את  ), 1,...,n nF t tα. 

ולכן ללא , ישנן שפות ללא פונקציות. מספר הפעולות הינו כמספר הפונקציות במילון של השפה: הערה

 .מספר שמות העצם בשפות אלו זה למספר האטומים. ת עצםופעולות ליצירת שמ

 

 .נוסחאות/הגדרת אוסף הטענות

)קבוצת האטומים הינה אוסף סדרות הסימנים מהצורה  .ההגדרה הינה באינדוקציה ), 1,...,n nR t tα כאשר 

1,..., nt tו,  שמות עצם-,nR αן יחס  הינו סימn-נוסחה כל סדרת סימנים כזו תקרא . מקומי מהמילון

 .אטומית

ואחד או (בנוסחה אטומית יש רק סימן יחס אחד . בשם עצם יכולות להיות כלולות כמה פונקציות: אבחנה

 ).יותר שמות עצם

): דוגמא. יכאל סימן יחס דו מקומ"=" עבור הגדרת אוסף הנוסחאות נתייחס לסימן  ) ( ), ,F x x F x y= 

 .זוהי נוסחה אטומית



 underwar@hotmail.com  ניר אדר

20 

 

 :קבוצת אוסף הפעולות מתחלקת לשני חלקים

α,אם . הפעלת הקשרים של תחשיב הפסוקים .1 βל הם נוסחאות"אזי גם הביטויים הנ,  נוסחאות :

( ) ( ) ( ) ( ), , ,α β α β α β α∧ ∨ → ¬. 

 . הן נוסחאות∃xα- ו∀xαגם , x ומשתנה αלכל נוסחה : כמתיםהפעלת  .2

 

): מניחים קדימות לכמתים: הערה ) ( ) ( )( ) ( )i i r i i rv P v R v v P v R v∀ → ≡ ∀ → 

 

 הבדלים בין סימני יחס לפונקציות

( )( )F Fם עצם הינו ש .( )( )R Rלא מוגדר כחלק מתחשיב היחסים ! 

( )( )R Fהינה נוסחה אטומית  .( )( )F R אסור להפעיל סימני פונקציה על יחס– לא קיים . 

R R→מותר  .F F→ -לתת סימני יחס בין הקשרים והכמתיםיש .  אסור. 

xR∀מותר  .xF∀אסור . 

 

 הגדרה אינטואיטיבית - סמנטיקה לתחשיב היחסים

τ ,1בהינתן מילון  1 1,..., , ,..., , ...,m k lR R F F C Cτ  :גדר כך מוτ עבור מבנה =

1 1 1, ,..., , ,..., , ...,M M M M M M M
m k lM D R R F F C C=  

M,  הוא התחוםMDכאשר 
iR הוא הפירוש של סימן היחס iR במבנה M ,M

iF  הוא הפירוש של סימן

M ,M במבנה iFהפונקציה 
iC הוא הפירוש של סימן הקבוע iC במבנה M. 

2,0: דוגמא 1,0 0 1, , ,R F C Cτ = .( )2 1, ,completion, , , , , 1, 2,3M P A A Mφ= ⊆ = ≤ +`. 

 

 : המתאימה למשתנים ערכים מהתחוםz השמהנגדיר , τ מילון בהינתן מבנה עבור

{ }: | M
iz v i D∈ →`  

) איבר בתחום שיסומן τ מעל המילון tשתתאים לכל שם עצם , z הרחבה של ההשמהנגדיר  )z t. 

 :ר באינדוקציה על מבנה שמות העצםנגדי

) משתנהt: בסיס ) ( )z t z t= ⇐. tקבוע ( ) M
i i iz c c t c= ⇐ = ⇐. 

): סגור )( ) ( ) ( )( ), 1 , 1,..., ,...,M
n n n nz F t t F z t z tα α=. 
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 משתנים חופשיים וקשורים

1. ( )1 2,0 1 1,v R v v∀ -כל האיברים בתחום הם ביחס עם עצמם . 

2. ( )2,0 1 1,R v v - 1v 2,0 ביחסRעם עצמו . 

 1vבנוסחה הראשונה . ובנוסחה השניה כן,  בהשמה1vמא הראשונה אין צורך לדעת מה הערך של גבדו

ורך לדעת את צלכן הוא אינו מופיע בתרגום הנוסחה למילים ואין , )תחת השפעת הכמת(מופיע קשור 

 . חופשי1vבנוסחה השניה . הערך שההשמה נתנה לו

 

 המזדהות על M- השמות ב2z- ו1zאם . τ מבנה עבור M- וτ נוסחה מעל מילון αתהי : טענה

 . זהה2z ותחת1z תחת αאז ערך האמת של , α-המשתנים החופשיים ב

 .ה אינו תלוי בהשמαאז ערך האמת של ,  נוסחה ללא משתנים חופשייםαאם : מסקנה

 .פסוק בלי משתנים חופשיים נקראת αנוסחה : הגדרה

 .α- במשתנה חופשי הוא iv מתי αנגדיר באינדוקציה על מבנה הנוסחה : הגדרה פורמלית

 .α- מופיע בiv אם α- חופשי בiv: נוסחאות אטומיות: בסיס

}עבור : קשרים :סגור }, ,∈ ∧ ∨ →D ,ivחופשי ב -( )α βD אם ivחופשי ב -α או ivחופשי ב -β. 

ivחופשי ב -( )α¬ אם ivחופשי ב -α. 

jv- חופשי בiv :כמתים α∀או ב -jv α∃ אם ivחופשי ב -α וגם i j≠. 

 

 .משתנה קשורמשתנה שאינו חופשי נקרא 

 

 הגדרה פורמלית - סמנטיקה לתחשיב היחסים

τ :1בהינתן מילון : הגדרת מבנה 1 1,..., , ,..., , ,...,m k lR R F F C Cτ  : הואτ מבנה עבור =

1 1 1, ,..., , ,..., , ...,M M M M M M M
m k lM D R R F F C C=  

 . הוא התחוםMDכאשר 

1לכל  • i m≤ מקומי אזי -n הוא סימן יחס iR אם ≥
 times

...M M M
i

n

R D D⊆ × ×���	��
Mכלומר , 
iR הוא 

 .MDמקומי מעל -nיחס 

1לכל  • i k≤ מקומי אז -n סימן פונקציה iF אם ≥
 times

: ...M M M M
i

n

F D D D× × →���	��
כלומר , 

M
iF מתארת מה ההערך של iF עבור כל n-יה סדורה של איברים מ-MD. 

1לכל  • i l≤ M: מתקיים, ≥ M
iC D∈. 
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}: M- בz מגדירים השמה Mראינו כיצד בהינתן מבנה  }: | M
iz v i D∈  וראינו כיצד להרחיב `→

 .תאים ערך מהתחום לכל שם עצם כך שתzאת 

 נסמן M עבור z והשמה Mמבנה , τ מעל מילון αבהינתן נוסחה 
z

M αאת הטענה ש -α 

 .z תחת M- במסתפקת

 מתי αנגדיר באינדוקציה על מבנה : הגדרת ערך האמת
z

M α. 

):  נוסחה אטומיתα: בסיס )1 2t tα = 1 עבור ≈ 2,t tשמות עצם  ,( ) ( )1 2z
M z t z tα ⇔ =. 

)כמו כן כאשר  )1,..., nR t tα ,...,1עבור , = nt tשמות עצם  ,( ) ( )( )1 ,...,
M

nz
M z t z t Rα ⇔ ∈. 

 :סגור

, z והשמה Mמבנה , αוסחה לכל נ. מחשבים את ערך האמת בעזר טבלאות האמת: קשרים .1

מתקיים כי 
z

M α או 
z

M α¬אבל לא שניהם . 

Mנניח שלכל מבנה : כמתים .2  אנו יודעים האם ′z והשמה ′
z

M α
′

נרצה לדעת האם . ′

iz
M vα∀ ,iz

M vα∃בהינתן השמה .  למבנה והשמה מסויימיםz , משתנהiv ואיבר 

Md D∈ , נגדיר השמה מתוקנת[ ]iz v d←:  

[ ]( ) ( )j
i j

z v i j
z v d v

d i j

 ≠← = 
=

 

Mdלכל : נגדיר D∈ מתקיים 
[ ]i

iz z v d
M v Mα α

←
∀ ⇔. 

Mdקיים  D∈ עבורו 
[ ]i

iz z v d
M v Mα α

←
∃ ⇔. 

 

 :דוגמא
2,0 2,0 1,0, ,

, , , 2

R F F

M

τ =

= < + +`
 

4v 3v 2v 1v z 
80 6 5 2   

 

ם הא
z

M α ?( ) ( )( )1 2,0 1,0 1 2,0 1 2, ,v R F v F v vα = ∃. 

Mdקיים  D∈ש כך -
[ ]

( ) ( )( )
1

2,0 1,0 1 2,0 1 2, ,
z

z z v d
M M R F v F v vα

′≡
←

⇔ 

Md קיים ⇔ D∈כך ש -( )( ) ( )( )( )1,0 1 2,0 1 2 2,0, , Mz F v z F v v R′ ′ ∈ 

Md קיים ⇔ D∈כך ש -( )( ) ( ) ( )( )( )1,0 1 2,0 1 2 2,0, ,M M MF z v F z v z v R′ ′ ′ ∈ 

Md קיים ⇔ D∈כך ש -( ) ( )( )1,0 2,0 2,0, ,5M M MF d F d R∈. 



 underwar@hotmail.com  ניר אדר

23 

Md קיים ⇔ D∈כך ש -( )2, 5d d+ + ∈< 

 .ולכן התשובה היא כן

 

 מושגי יסוד סמנטיים

, M- בz ולכל השמה τ עבור M אם לכל מבנה אמת לוגית נקראת τ מעל מילון αנוסחה : הגדרה

מתקיים 
z

M α. 

 .בנה והשמה שאינם מספקים אותהעל מנת להראות שנוסחה אינה אמת לוגית יש להראות מ

 

 טענות

1. ( ) ( )1 2 1 2 2 1 1 2, ,v v R v v v v R v v∃ ∀ →∀  . אמת לוגית∃

2. ( ) ( )1 2 1 2 2 1 1 2, ,v v R v v v v R v v∀ ∃ →∃  . לא אמת לוגית∀

 

 הגדרות

 M- בz ולכל השמה α עבור המילון של M אם לכל מבנה סתירה היא αנאמר שנוסחה  •

מתקיים כי 
z

M α/. 

- כך שz וקיימת השמה M אם קיים מבנה ספיקה היא αנוסחה  •
z

M α. 

M-נאמר ש • α אם לכל השמה zב -M , מתקיים
z

M α. 

M-נאמר ש • α/ אם קיימת השמה zב -M , עבורה
z

M α/. 

 . הוא אמת לוגיתα אם αנסמן  •

-נאמר ש •
z

M Σ  עבור קבוצת נוסחאותΣ,  אם לכלα ∈Σ ,
z

M α. 

α ונסמן βנוסחה גוררת לוגית  αנוסחה נאמר ש • β אם לכל מבנה M והשמה z , אם

z
M α אז גם 

z
M β. 

אם , z והשמה M אם לכל מבנה αΣ-נאמר ש •
z

M Σ אז 
z

M α. 

 

 דוגמא

1נראה כי  1v vα α∃ ≡ ¬∀ ¬. 

1z:  השמהz- מבנה וMיהי 
M vα⇔ Mdקיים ∃ D∈כך ש -

[ ]1z v d
M α

←
 

TT¬
Mdקיים  ⇔ D∈ כך 

-ש
[ ]1z v d

M α
←
/ Mdלא לכל ⇔¬ D∈ מתקיים 

( )1
1 1z z z v dTT

M v M v dα α
¬ ←

/¬∀ ¬ ⇔ ∀ ¬ ⇔Μ ¬. 
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 הצבות

)נגדיר את , s:משתנים→שמות העצם : בהינתן פונקצית הצבה ),sub sϕ עבור נוסחה ϕ. 

) את tנגדיר עבור שם עצם  ),sub t s: 

)⇐ משתנהt : בסיס ) ( ),i isub v s s v= . tקבוע ⇐( ),sub c s c=. 

)⇐Fסימן פונקציה  :סגור )( ) ( ) ( )( )1 1,..., , , ,..., ,n nsub F t t s F sub t s sub t s=. 

 

) את ϕנגדיר עבור נוסחה  ),sub sϕ: 

): נוסחה אטומית : בסיס )( ) ( ) ( )( )1 1,..., , , ,..., ,n nsub R t t s R sub t s sub t s=. 

): דוגמא: נציג לכל צד בנפרד: קשרים :סגור ) ( ) ( ), , ,sub s sub s sub sα β α β→ = →. 

 :כמתים

• ( ) ( ), ,i isub v s v sub sα α ′∀ = iלכל :  מוגדרת כך′sכאשר , ∀ j≠ ( ) ( )j js v s v′ = .

( )i is v v′  .את המשתה הקשור לא משנים, כלומר, =

) , ל" כנ′sעבור  • ) ( ), ,i isub v s v sub sα α ′∃ = ∃. 

 

Renamingשל משתנים קשורים  

)נניח נתון : מוטיבציה )1 1 1,v R v v∀ ,אם היינו משנים ל-( )8 8 8,v R v v∀לעומת .  לא היה משתנה כלום

)אם נתון , זאת )1 1 2,v R v v∀ ,אזי שינוי ל-( )2 2 2,v R v v∀משנה את המשמעות . 

 

i פונקצית הצבה מהמשתנים למשתנים עבורה לכל sתהי  j≠ מתקיים ( )j js v v=) s משנה את iv 

)אם ). בלבד )is vלא מופיע ב -ϕאז  :( ) ( ),i iv s v sub sϕ ϕ∀ ≡ )- ו∀ ) ( ),i iv s v sub sϕ ϕ∃ ≡ ∃. 

 

Pronex Normal Form 

) מסומן - τהגדרת נוסחאות חסרות כמתים מעל מילון  : 1שלב  )QF τ. 

 .קשרים: סגור . אטומיותנוסחאות : בסיס 

)הגדרת  :2שלב  )PNF τ : בסיס :( )QF τ. כמתים: סגור. 
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 PNF-משפט ה

α- כך שPNF מצורת ′α קיימת נוסחה αלכל נוסחה  α′ ≡. 

 

 . באינדוקציית מבנה על מבנה הנוסחהההוכחה

α נוסחה אטומית α : בסיס  .PNF מצורת ⇐

α,-נניח של : סגור β קיימים שקולים ,α β′  .PNF מצורת ′

 .∃- וכך גם ל∀′ivα: צא נוסחהנמ, ∀ivα: כמתים 

)נניח : קשרים  )α β→ ,ואז: 

1. ( )α β′ ′→ 

}-מתרגמים ל .2 }, ,¬ ∧ ∨ :( )α β′ ′¬ ∨ 

β- כך שלא יופיע ב′α- למשתנים הקשורים בrenamingעושים  .3  . ולהיפך′

 :משתמשים בשקילויות הבאות .4

• i iv vϕ ϕ¬∀ ≡ ∃ ¬ 

• i iv vϕ ϕ¬∃ ≡ ∀ ¬ 

• ( )i i iv v vϕ ψ ϕ ψ∀ ∧ ≡ ∀ ∧∀ 

• ( )i i iv v vϕ ψ ϕ ψ∃ ∨ ≡ ∃ ∨ ∃ 

):  אזψ- לא חופשי בivאם  • ) ( )i iv vϕ ψ ϕ ψ∀ ∨ ≡ ∀ ∨ 

):  אזψ- לא חופשי בivאם  • ) ( )i iv vϕ ψ ϕ ψ∀ ∧ ≡ ∀ ∧ 

):  אזψ- לא חופשי בivאם  • ) ( )i iv vϕ ψ ϕ ψ∃ ∨ ≡ ∃ ∨ 

 

 גדירות של יחסים במבנה

 הגדרות

)בהינתן נוסחה  )1,...,i inv vϕ) 1,...,i inv v הם המשתנים החופשיים של ϕ( ,τמילון ו -Mנגדיר,  מבנה: 

i,...,1 - שאם ההשמה תתן אותם לMD-ם ביות של איברי-nקבוצת ה • inv v אז ϕ תסתפק 

)תכונה  )Mϕ. 

• ( ) ( )( ) ( )1 ,...,i inz
M z v z v Mϕ ϕ⇔ ∈. 

) עבורה zכל השמה {  • ) ( )1 1,...,i in nz v a z v a= )|ϕספקת את  מ= )1,..., na a { =( )Mϕ. 
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)את מגדירה  ϕ- נאמר שϕבהינתן נוסחה  )Mϕ. 

 

 דוגמא

2,0נתון מילון  1,0,F Fτ , ומבנה = ,M = + ⋅`. 

) יחס נבנה ) ( )( )1 2 3 2,1 1 3 2, ,div v v v F v v vα = ∃ =. 

) : קבוע אפסנבנה ) ( )( )0 1 2 2,0 1 2 2,v v F v v vα = ∀ =. 

) : קבוע אחדנבנה ) ( )( )0 1 2 2,0 1 2 2,v v F v v vα = ∀ =. 

): נגדיר יחס של ראשונים ) ( ) ( ) ( )( )( )prime 1 2 2 1 2 1 1 2,divv v v v v v vα α α= ∀ → = ∨. 

)| וני  ראשn{ : מתקיים ) ( )prime 1 1 {
z

M v z v nα ⇐ ): כמו כן. ∋ ) ( ){ }, | /div M n m n mα =. 

} מתקיים כי M-הראנו כי ב } { }0 ,  .הם גדירים} n| ראשוניn{- ו1

 

 גדירות של מבנים

) נגדיר ϕבהינתן פסוק  )Mod ϕ להיות אוסף המבנים המספקים את ϕ :

( ) { }|Mod M Mϕ ϕ=. 

) נגדיר Σבהינתן קבוצת פסוקים  )Mod Σ את  להיות אוסף המבנים המספקיםΣ: 

( ) { }|Mod M MΣ = Σ  

) את מגדירה Σקבוצת פסוקים  )Mod Σ) ( )M Σ.( 

)- כך שΣם האם קיימת קבוצת פסוקי, Kבהינתן קבוצת מבנים : השאלה שנשאל היא )K Mod= Σ? 

2,0Rτ:  לדוגמא.גדירה Kנאמר כי , אם קיימת =},MR יחס סימטרי { |K M= . 

)הפסוק  ) ( )( )0 1 2,0 0 1 2,0 1 0, ,v v R v v R v v∀ ∀  .K מגדיר את →
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