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  מושגי יסוד בתורת הקבוצות .2

  

  

  בוצההגדרת ק .2.1

  

אין חשיבות לסדר בין האלמנטים  .איברי הקבוצההיא ישות המורכבת מאוסף אלמנטים המכונים קבוצה 

  .כלומר כל אלמנט מופיע פעם אחת לכל היותר, וכמו כן אין חזרות, בקבוצה

  .חלקם יכולים להיות מספרים וחלקם אותיות, למשל, האלמנטים של קבוצה לא חייבים להיות מאותו סוג

  .אלמנטים של קבוצות יכולים להיות קבוצות בעצמם, ןכמו כ

על מנת להגדיר קבוצה יש להגדיר במפורש אילו . שבה קבוצה מוגדרת באופן חד ערכי על ידי האלמנטים

  .אלמנטים נמצאים בקבוצה

  :ותדוגמא

{ }
{ }

{ } { }{ }

1,2,5

0.5, ,  אבג 

1,3, 1 , 1,3

A

B a

C

=

=

=

 

  

  ?כיצד ניתן להגדיר קבוצה

  

  .סולסלותמניית איברי הקבוצה בין סוגריים מ •

  ,100000-ל 0קבוצת המספרים בין עבור לדוגמא , שיטה זו לפעמים איננה מעשית

 .קבוצת המספרים השלמים, לדוגמא, ולעתים גם איננה אפשרית

}: דוגמא "...".ניתן לפרט את איברי הקבוצה תוך כדי שימוש ב • }1, 2,...,100 

  .ינת את כל איברי הקבוצה ורק אותםשמאפי) פרדיקט(הגדרת הקבוצה על ידי תכונה  •

 :ותדוגמא

o }integer  is X also and 103|{ 6≤≤= XXA. 

o � טבעיים ,{ }| 0 and  is integerx x x= ≥� 

o � רציונליים ,| ,  are integers and also 0
m

m n n
n

 = ≠ 
 

�. 
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  הקבוצה הריקה .2.2

 

  ).0ר איבריה הוא מספ(קבוצה ריקה היא קבוצה שלא מכילה אלמנטים 

  .,{}φ: סימונים לקבוצה ריקה

  .שקית בתוך שקית φ}{, שקית ריקה φ. לא שוות φ}{והקבוצה  φהקבוצה : הערה חשובה

  

  

  גודל של קבוצה .2.3

  

  .nכך שמספר איבריה היא  nי קבוצה היא סופית אם קיים מספר טבע

  .כזה nכלומר כאשר לא קיים , קבוצה היא אינסופית אחרת

  ).קבוצה אחרת! (קבוצה זו בעלת איבר אחד. { { ... ,2 ,1 ,0 } }: נשים לב לקבוצה הבאה

  .הגודל שלה= את מספר איבריה  |A|- נסמן ב ,Aעבור קבוצה סופית 

0

{ } 1

{ | 5 20 and also X is integer} 16

{1,3,{1,3}} | 3

X X

φ

φ

=

=

≤ ≤ =

=

 

  

  מ"גרירה לוגית ואמ .2.4

  

  .טענות β-ו αתהיינה 

βαכשמסמנים  • מתקיימת  αהטענההכוונה שאם " βגורר את  α"ואומרים  ⇒

 .חייבת להתקייםβהטענה אזי גם 

βαכשמסמנים  • βαהכוונה היא " βמ "אמ α"ואומרים  ⇔ αβוגם  ⇒ ⇒ .

 .שתי הטענות או מתקיימות או לא מתקיימות ביחד
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  שייכות .2.5

  

  ".A-שייך ל a"ואומרים  ∋Aaמסמנים , Aאיבר בקבוצה  aאם 

  ".A-לא שייך ל a"ואומרים  ∌Aaמסמנים  A-אינו איבר ב aאם 

  

  דוגמא

A

A

A

A

A

A

A

A

∈

=

∉

∈

∉

∈

∉

=

φ

φ

}}5,4{,3{},,1{

}}3{,1{

}2{

}3{

3

}}}3{,1{},5,2{},3{,1{

 

  

  

  שוויון קבוצות .2.6

  

S,קבוצות  שתי S   .יוק אותן איבריםהן שוות אם יש להן בד ′

Sהשוויון , באופן פורמלי S′= לכלמ "מתקיים אמ a ,a S a S ′∈ ⇔ ∈.  
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  תתי קבוצות .2.7

  

  , B-הוא גם איבר ב A-מ כל איבר ב"אמ Bשל  תת קבוצהנקראת  A. קבוצות B-ו Aתהיינה 

x:כלומר B x A∈ ⇐ ∈  

  .⊇BA: לתת קבוצה מוןסי

  .B-ל קבוצה חלקיתהיא  Aוכי , B-ב מוכלת Aנאמר כי 

  

  תכונות של הכלה

  

 .A ,A⊆φלכל קבוצה  .1

  )תרפלקסיביו. (⊇A ,AAלכל קבוצה  .2

,לכל  .3 ,A B C , אםA B⊆  וגםB C⊆  אזיA C⊆ )טרנזיטיביות.( 

  

  .⊅BAומסמנים  B-ב לא מוכלת Aאז  B-קיים לפחות איבר אחד שאינו שייך ל A-אם ב

  

  

  טענה

  

ABוגם  ⊇BAמ "אמ A=B: מתקיים B-ו Aקבוצות  2לכל  ⊆.  

  

  וכחהה

  

ABוגם  ⊇BA: ל"צ. A=Bנתון : 1כיוון  ⊆.  

A=B⇐י ההגדרה"עפ :AxBx ∈⇔∈⇐AxBx AxBxוגם  ∋←∋ ) הגדרת הכלה( ∋→∋

ABוגם ⊇BA: ומכאן ⊆.  

ABוגם  ⊇BAנתון : 2כיוון    .אותה הוכחה בדיוק בכיוון ההפוך. A=Bל "צ. ⊇

  

  הכלה ממש -הגדרה 

  

A ב מוכלת ממש-B מ "אמBA⊆ אבלBA ≠ .A של  תת קבוצה אמיתיתB.  

  ⊃BA: סימון
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  ת וןדיאגרמ .2.8

  

  : מסמנים קבוצה על ידי תחום סגור במישור

  

 

  

  

 

  : שתי קבוצות ללא איברים משותפים

 

  

  

 

  :שתי קבוצות עם איברים משותפים

 

  

  

 

BA⊆:  
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  פעולות על קבוצות .3

  

  בוצותאיחוד ק .3.1

  

  : הוא הקבוצה הבאה B-ו Aשתי קבוצות  איחוד

}or  |{ AxBxXBA ∈∈=∪  

  .או שניהם ∋Bxאו  ∋Axבהגדרה הוא " or"משמעות המילה 

  

  

  חיתוך קבוצות .3.2

  

  : הוא הקבוצה הבאה B-ו Aשתי קבוצות חיתוך 

} and |{ AxBxXBA ∈∈=∩  

  .קבוצות זרותנקראות  קבוצות ללא איברים משותפים

  

  :מתכונות החיתוך

• A A A=∩ 

• A φ φ=∩ 

  

  .פעולת החיתוך היא קומוטטיבית ואסוציטיבית, כפי שנראה בדף הבא
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  תכונות של חיתוך ואיחוד קבוצות .3.3

  

A,יהיו  B אזי, קבוצות:  

  

1. A B⊆  גורר כיA B B=∪. 

2. A B⊆  גורר כיA B A=∩. 

3. A B B A=∩ ∩. 

4. A B B A=∪ ∪. 

5. ( ) ( )A B C A B C=∩ ∩ ∩ ∩. 

6. ( ) ( )A B C A B C=∪ ∪ ∪ ∪. 

7. ( ) ( ) ( )A B C A B A C=∩ ∪ ∩ ∪ ∩. 

8. ( ) ( ) ( )A B C A B A C=∪ ∩ ∪ ∩ ∪. 

  

  

  לא נכון/ נכון  .3.4

  

  1טענה 

Aאם  B A C=∩ Bאזי  ∩ C=.  

  

  . הטענה אינה נכונה

Aנבחר  φ= , וגם שתי קבוצותB C≠ , ונקבלA B A C φ= =∩ Bוגם  ∩ C≠.  

  

  2טענה 

Aאם  B A C=∪ Bאזי  ∪ C=.  

  

  .הטענה אינה נכונה

Aנבחר  C φ= Bוגם  ≠ φ=  ונקבלA C A A A= =∪ Aוגם  ∪ B A Aφ= =∪ ∪.  

  



 nir@underwar.co.il    ניר אדר

UnderWarrior Project  http://www.underwr.co.il 

 

- 13  -  

  

  3טענה 

  

Aאם  B A C=∪ Aוגם  ∪ B A C=∩ Bאזי  ∩ C=.  

  

  .הטענה נכונה

B: צריך להוכיח הכלה דו כיוונית C⊆  וגםC B⊆.  

Bמספיק להוכיח כי  C⊆ טריתמכיוון שההוכחה תהיה סימ.  

xיהי  B∈ . על פי הגדרת האיחודX A B∈ xולפי הנתון  ∪ A C∈ ∪.  

x A C∈ xאם : ∪ C∈ אחרת . אז סיימנוx A∈  ולפי הגדרת החיתוך מתקייםx A B∈ ∩.  

xעל פי הנתון  A C∈ xולכן לפי הגדרת החיתוך מתקיים ∩ C∈.  

  

  

  זרות הדדית .3.5

  

nAAAבהינתן אוסף של קבוצות  ,...,, jiאם לכל  זרות הדדיתנאמר שהקבוצות  21 מתקיים  ≠

φ=ji AA   . אין אלמנט הנמצא ביותר מקבוצה אחתכלומר , ∩

  

2}: את הקבוצה הבאה נגדיר iלכל מספר טבעי : לדוגמא , 2 1}
i

A i i=   : ואז יתקיים +

0 1{0,1} {2,3} ...A A= =  

  .ל זרות הדדית"כל הקבוצות הנ

  

  

  תרגיל

: נתון
1

n

i

i

A φ
=

  ?אם בהכרח הקבוצות זרות הדדיתה. ∩=

  

  תשובה

}: למשל, לא בהכרח } { } { }1 2 21,2 , 2,3 , 3, 4A A A= = =  

1 2 3A A A φ=∩  .אולם הקבוצות אינן זרות הדדית ∩
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  בין קבוצות הפרש .3.6

  

A: יסומן באופן הבא B-ל Aבין  ההפרש. קבוצות B-ו Aתהיינה  B−  או\A B ויוגדר להיות:  

  

} and |{\ bxAxXBA ∉∈=  

  

בכל זוג סימנו את הקטע המייצג את ההפרש בין . השרטוטים הבאים מדגימים שלושה זוגות של קבוצות

A ל-B בצבע אפור:  

  

 

  

  !תאסוציאטיביפעולה פעולת ההפרש היא איננה : דגש
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  הפרש סימטרי .3.7

  

  :היא הקבוצה B-ו Aשל  ההפרש הסימטרי .קבוצות B- ו Aתהינה 

  

} B andA  not tobut  or  { BxAxBA ∈∈=⊕  

  

  

 

 

  

  :ניתן לכתוב את ההפרש הסימטרי גם בצורה הבאה

BA-BA ∩∪=⊕ BA  

  

  

  משלים .3.8

  

  ).םהעול( Uנניח כי כל אבריי הקבוצות עליהן מדובר הן תתי קבוצות של קבוצה אוניברסלית 

U הוא הקבוצה Uביחס לקבוצה האוניברסלית  Aשל  המשלים A−  

 Aאו  cA: סימון למשלים

  

  דוגמא

U = �  

A={n | n זוגי } 

cA ={n | n זוגי- אי  } 
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  תכונות פעולת המשלים

  

φ=

=

=∪

∈⇔∉

c

cc

C

c

AA

AA

UAA

AXAX

∩

)(
 

 

  קשר בין הפרש למשלים

  

c
BABA ∩=−  

 

  :אמצעות טבלת שייכותנוכיח את הקשר ב

  

 A B A-B CB c
BA∩ 

BxAx ∈∈ , T T F F F 

BxAx ∉∈ , T F T T T 

BxAx ∈∉ , F T F F F 

BxAx ∉∉ , F F F T F 

  

  :שיטת השימוש בטבלת השייכות

 .מקדישים עמודה עבור כל תת ביטוי הנמצא בזהות .1

 .מקדישים שורה עבור כל מקרי השייכות של האיבר לקבוצות הבסיסיות .2

 .משלים, חיתוך, פ הגדרת איחוד"ממלאים את הטבלה ע .3

 .הזהות נכונה, אם העמודות זהות. וים בין העמודות המתאימות לשני צדי הזהותמשו .4
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  חוקי דה מורגן .3.9

  

1. ( )C C cA B A B=∩ ∪  

2. ( )C C cA B A B=∪ ∩  

  :ל"צ .על ידי הכלה דו כיוונית 1נוכיח את חוק 

  

cCC. א BABA ∪∩ ⊆)(   

cCC. ב BABA ∪∩ ⊇)(   

  

  .א

⇒∈ cBAx )( ∩ ⇒∌⇒הגדרת המשלים BAx הגדרת ∩

ccccחיתוך
BAxBxAxBxAx ∪∈⇒∈∈⇒∉∉⇒ or  or   

  

  .נעשה בדרך זהה על ידי הפיכת כיוון החציםהכיוון השני 

  

3. A B⊆  implies that ( )\ \B B A A= . 

4. A B⊆  and B C⊆  implies that \ \C B C A⊆ . 

5. ( ) ( ) ( )\ \ \C A B C A C B=∪ ∩ . 

6. ( ) ( ) ( )\ \ \C A B C A C B=∩ ∪  

  

  חוקי דיסטריבוטיביות .3.10

)()()(  )2

)()()(  )1

CABACBA

CABACBA

∪∩∪∩∪

∩∪∩∪∩

=

=
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  חוקי ספיגה .3.11

AB)(AA  )2

)(  )1

=

=

∪∩

∩∪ ABAA
 

  .את חוקי הספיגה ניתן להוכיח על ידי חוקי דיסטריבוטיביות

  ) :1ר עבו, לדוגמא

( ) ( ) ( )A A B A A A B A= =∪ ∩ ∪ ∩ ∪  

 

  איחוד על קבוצות .3.12

  

, Xאת הקבוצה המכילה את כל האלמנטים של כל האלמנטים של  ∪X-נסמן ב. קבוצה לא ריקה Xתהי 

yכלומר  X∈∪ מ קיים "אמY X∈ כך ש-y Y∈ .X∪  האיחוד מעל נקראתX.  

}אם  },X A B=  אזי האיחוד מעלX  יהיהX A B=∪ ∪.  

Xעבור  φ=  נגדירX φ=∪.  

  :דוגמאות

1. { } { }{ }{ } { }{ }, , ,φ φ φ φ φ=∪  

2. { } { }{ } { }, , ,A A B A B=∪  

  

  חיתוך על קבוצות .3.13

  

שהם אלמנטים של איבר האלמנטים את הקבוצה המכילה את כל  ∩X-נסמן ב. קבוצה לא ריקה  Xתהי 

y, כלומר, Xשל  X∈∩ מ לכל "אמY X∈  מתקיים כיy Y∈. X∩  החיתוך על מכונהX.  

}אם  },X A B=  אזי החיתוך עלX  יהיהX A B=∪ ∩.  

Xעבור  φ= החיתוך איננו מוגדר.  

  

  :דוגמאות

1. { } { }{ }{ }, ,φ φ φ φ=∩  

2. { } { }{ } { }, ,A A B A=∩
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  כונות של איחוד וחיתוך על קבוצותת .3.14

  

,יהיו  ,A B C קבוצות ו-,X Y אזי. קבוצות לא ריקות של קבוצות:  

  

1. 

( ) ( )
( ){ }
( ){ }

: ,

: ,

X Y

A B X A X B Y

A B Y A X B Y

=

⊆ ∈ ∈ =

⊆ ∈ ∈

∪ ∩ ∪

∪ ∩ ∪

∪ ∩ ∪

 

 

2. 

( ) ( )
( ){ }
( ){ }

: ,

: ,

X Y

A B X A X B Y

A B Y A X B Y

=

⊆ ∈ ∈ =

⊆ ∈ ∈

∩ ∪ ∩

∩ ∪ ∪

∩ ∪ ∪

 

  

  חוקי דה מורגן לגבי איחוד וחיתוך על קבוצות .3.15

  

,יהיו  ,A B C קבוצות ו-,X Y אזי. קבוצות לא ריקות של קבוצות:  

1. 

( ) { }\ \ :C X C A C A X= ⊆ ∈∪ ∩  

 

2. 

( ) { }\ \ :C X C A C A X= ⊆ ∈∩ ∪  
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  קבוצת החזקה .3.16

  

  :קבוצההיא ה A2או על ידי  P(A)המסומנת על ידי  Aשל  קבוצת החזקה. קבוצה Aתהא 

}|{)( ABBAP ⊆=  

  .Aאת כל תתי הקבוצות של ) כאיברים(מכילה  P(A)כלומר 

  

  דוגמא

{ }
( ) { } { } { }{ }

1,2

, 1 , 2 , 1, 2

A

P A φ

=

=
 

  

 הינו Aעבור קבוצה סופית  P(A)של גודלה 
A

2.  

  

  

  טענה

  

)()()( :מתקיים B-ו Aקבוצות  2לכל  BPAPBAP ∩∩ = 

 

  :הוכחה

  

  :וניתנראה הכלה דו כיו

)()()(. א BPAPBAP ∩∩ ⊆  

)()()(. ב BPAPBAP ∩∩ ⊇  

  

  .א

⇒⊆⊆⇒⊆⇒∈ BCACBACBAPC  and )( ∩∩ הגדרת 

⇒∋∋⇒חזקה )( and )( BPCAPCהגדרת חיתוך)()( BPAPC ∩∈⇒  

  .על ידי היפוך כיוון' מתקבל מא. ב
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  תכונות של קבוצת החזקה

  

A,יהיו  B  קבוצות ותהיX אזי, קבוצה לא ריקה של קבוצות:  

  

1 .A B⊆  גורר כי( ) ( )P A P B⊆.  

2 .( ) ( ) ( )P A P B P A B⊆∪ ∪  

3 .( ) ( ) ( )P A B P A P B⊆∩ ∩  

4 .{ } ( )( ) ( ( )) :P A P P A A X P X∈ ∈ ⊆∪ ∪  

5 .( ) { }( ) ( ( )) :P X P A P P A A X⊆ ∈ ∈∩ ∩  

  

  

  בוצותבניה פורמלית לק .3.17

  

  .נציג כעת כיצד מגדירים קבוצות וכיצד יוצרים למעשה את הקבוצות בהן אנו עוסקים

  

  .קיימת הקבוצה הריקה: 1הנחה 

  .הקבוצה הריקה הינה יחידה: אבחנה

  

A,לכל שתי קבוצות  :2הנחה  B  קיימת קבוצהC ש -,A B כלומר מתקיים , הם האיברים היחידים שלה

{ },C A B= .C  של  הזוג הלא סדורנקרא,A B.  

}: כעת ניתן להרכיב קבוצות חדשות } { },φ φ φ= ובעזרתה את הקבוצות :{ }{ },φ φ ו-{ }{ }φ.  

  

}האם ניתן לקבל את הקבוצה  } { }{ }{ }, ,φ φ φ   ?תחת ההנחות הקיימות, כרגע לא.  

  

A,לכל שתי קבוצות  :כלל האיחוד: 3הנחה  B קיימת קבוצה שאיבריה הם כל האיברים הנמצאים ב -A 

Cכלומר , B-או ב A B= ∪.  

,...,1לכל , כרגע n
A A  ניתן לקבל את הקבוצה{ }1,..., nA A.  
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המכילה  Bקיימת קבוצה , A-של האיברים ב ϕולכל תכונה  Aלכל קבוצה : עקרון התכונה: 4הנחה 

  ).ובדיוק אותם( ϕאת איברי את המקיימים את 

  

  :דוגמאות

aונבחר את התכונה  Aתהי הקבוצה  C∈ . להגדיר את הקבוצה נוכל{ }|B a A a C= ∈ ∈,  

Bואז מתקיים  A C= ∩.  

aונבחר את התכונה  Aתהי הקבוצה  C∉ . נוכל להגדיר את הקבוצה{ }|B a A a C= ∈ ∉,  

Bואז מתקיים  A C= −.  

  

  

)קיימת קבוצה , Aקבוצה  לכל: החזקהכלל : 5הנחה  )P A  המכילה את כל תתי הקבוצות שלA.  

  

ולא  Aכי מדובר בקבוצה של כל תתי הקבוצות של , 4חשוב לשים לב שזהו איננו מקרה פרטי של הנחה 

  .Aבקבוצה של איברי 

  

  

  דוגמא

  

}הוכיחו שקיימת הקבוצה , Aבהנתן קבוצה  }|B S S A=   .ישנם שלושה איברים S-וגם ב ⊇

  

)קיימת , 5על פי הנחה , Aבהינתן קבוצה : פתרון )P A .3עם , נשתמש בעקרון התכונהS על  =

)הקבוצה  )P A ונקבל :( ){ }3B S P A S= ∈ =.  
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  תהקבוצה האוניברסאלי .3.18

  

Aמתקיים כי , Aכך שעבור כל קבוצה   Uהאם קיימת קבוצה אוניברסאלית : נשאלת השאלה U∈?  

}: ונביט בקבוצה הבאה, נניח שקיימת קבוצה כזו }0 :U X U X X= ∈ ∉.  

0אם  0U U∈  0אזי 0U U∉  0לפי הגדרתU ואנו מקבלים סתירה.  

0אבל אם  0U U∉  0אזי לפי הגדרה 0U U∈ ושוב אנו מקבלים סתירה.  

  .המכילה את כל שאר הקבוצות תלא קיימת קבוצה אוניברסאלי: מכאן אנו מגיעים למסקנה

  

  : ניסיון נוסף להגדיר קבוצה אוניברסאלית

}מתקיים כי , Aכל שעבור כל קבוצה  Vיברסאלית האם קיימת קבוצה אונ }A V∈?  

}: ונביט בקבוצה הבאה, נניח שכן }{ }0 :V X V X X= ∈ ∉.  

}אם  }0 0V V∈  אזי{ }0 0V V∉  0לפי הגדרתV וקיבלנו סתירה.  

}אולם אם }0 0V V∉  אזי{ }0 0V V∈  0לפי הגדרתV ושוב קיבלנו סתירה.  

  .ל"לא קיימת קבוצה אוניברסאלית כנ: מסקנה

  

  

  זוג סדור .3.19

  

של חשיבות לסדר  ו נותניםכלומר אנ. איברים שהאחד נקבע כראשון והאחר כשני כשניזוג סדור נגדיר 

A,זהים יהיו יתכן שבזוג סדור האיברים . איננו מגבילים את תוכן האיברים .זוגבהאיברים  A.  

  :השוני בין זוג סדור לקבוצה

}: בקבוצה אין משמעות לסדר • },A B. 

}: בקבוצה אין משמעות לחזרות • } { },A A A=. 

  

A,הגדרה של זוג סדור  B צריכה לקיים:  

Aאם  • B≠  אזי, ,A B B A≠. 

• , ,A B A B′ A,מ "אמ =′ A B B′ ′= =. 
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  הצעה ראשונה להגדרה

  

}: נגדיר }{ }, ,A B A B=.  

  

  .נראה כי ההגדרה אינה מספקת

}יהיו  } { }1 , 2A B= }אזי לפי ההגדרה שהצענו , = } { }{ }{ }, 1 , 2A B =.  

}כעת נבחר  }{ } { }2 , 1A B′ ′= }: אז יתקייםו = } { }{ }{ }, 1 , 2A B′ ′ =.  

,ונקבל  ,A B A B′ ′ A,אבל  = A B B′ ′≠ ≠.  

  

  

  הצעה שניה להגדרה

  

A,נבנה בעזרת ההנחות את  B ונראה כי ההגדרה עונה על הדרישות.  

A,בהינתן : טענה B  ניתן לבנות את,A B.  

  :הוכחה

A,-מ • B  ה לבנות את הקבוצ 2ניתן על פי הנחה{ },A B. 

}לבנות את הקבוצה  2ניתן על פי הנחה  A-מ • } { }{ }, ,A A B. 

  

  

}הזוג : נטען } { }{ }, , ,A B A A B= כלומר , עונה על הדרישה, ,A B A B′ מ "אמ =′

,A A B B′ ′= =.  

  

  :הוכחה

  .טריויאלי: ⇒כיוון 

,נניח כי : ⇐כיוון  ,A B A B′ A,ונראה  =′ A B B′ ′= =.  

  

{ } { }{ } { } { }{ }, , , ,A A B A A B′ ′ ′=  
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  :אפשרות אחת

{ } { }
{ } { }, , '

A A A A

A B A B B B

′ ′= ⇒ =

′ ′= ⇒ =
 

  

  :אפשרות שניה

{ } { }
{ } { }

,

,

A A B A A

A B A

′ ′ ′= ⇒ =

′=
 

  ).יש איבר אחד Aבקבוצה שמכילה את (

  

Aולכן  A′= .באותו אופן מאחר ו-{ } { },A B A′=  נקבלA B=  ומכאן,A A B B′ ′= =.  

  

  

  נתנותכונות נלוות לזוג הסדור לפי ההגדרה ש

  

Aאם . בזוג סדור ישנם לכל היותר שני איברים • B= אזי ב-,A B יש איבר אחד. 

• , , ,A A B B A B∉ ∉. 

  

  

  שלשה סדורה

  

,: בצורה הבאה שלשה סדורהנגדיר  , , ,a b c a b c=.  

  .רים לכל היותרבשלשה הסדורה שני איב, לפי הגדרה זו

  

n-יה סדורה  

  

1 יה סדורה-nאופן דומה ניתן להגדיר ב 2 3, , ,..., na a a a.  

  

1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ... ,
n n

a a a a a a a a=  
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  מכפלה קרטזית .3.20

  

A המכפלה הקרטזית. קבוצות B-ו Aתהיינה  B× היא הקבוצה:  

{ }, | ,A B A B a A b B× = ∈ ∈  

  

Aכלומר  B× יא קבוצת כל הזוגות הסדורים בהם האיבר הראשון שייך לה-A והשני ל-B.  

Aי זא B-שונה מ Aאם . פעולה זו איננה קומוטטיבית B× שונה מ-B A×.  

  

  

  :מתכונות המכפלה הקרטזית

  

1. A Aφ φ φ× = × =.  

2. ( ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×∪ ∪.  

3. ( ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×∩ ∩. 

4. ( )( ) ( )( )A B C A B C× × ≠ × )כי . (× )( ) ( )( ), , , ,a b c a b c≠. 

  

:מתקיים עבור קבוצה סופית BAAxB ⋅= 

  

  

  סימון

  

Aהמכפלה הקרטזית  A×  2תסומןA.  

  

  

  קבוצות nהרחבת ההגדרה עבור 

  

1בוצות יהיו הק 2, ,...,
n

A A A .נגדיר את המכפלה הקרטזית שלהם בצורה הבאה:  

{ }1 2 1 2 1 1 2 2... , ,..., | , ,...,
n n n n

A A A a a a a A a A a A× × × = ∈ ∈ ∈  
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  סימון

  

המכפלה הקרטזית 
 times

...
n

A A×   .nA- תסומן ב �����×

  

  

  טענה

  

Aקיימת הקבוצה , B-ו Aבהינתן  B×.  

{ } { } { }{ }{ }, | , , , | ,A B a b a A b B a a b a A b B× = ∈ ∈ = ∈ ∈  

 

  :הוכחה

  

{ } { } ( ) { } ( )
{ } { } ( )

, ,

, , ,

a A a P A a P A B

a b A B a b P A B

⊆ ∈ ⊆

⊆ ∈

∪

∪ ∪
 

  

): נסמן ) { } { }, , ,P A B C a x a b y≡ ≡ ≡∪.  

}אנו מחפשים את  },x y .,x C y C∈ }ולכן  ∋ } ( ),x y P C∈.  

}: מרכלו } { }{ } ( )( ), ,a a b P P A B∈ ∪.  

  :וכעת נגדיר אותם, מצאנו היכן נמצאים כל האיברים

A,בהינתן  • B נבנה בעזרת כלל האיחוד אתA B∪. 

)ע ידי הפעלת כלל החזקה נקבל את הקבוצה  • )( )P P A B∪. 

)מתוך  בעזרת כלל הגזירה נגזור • )( )P P A B∪  את כל הקבוצות שהן זוגות סדורים שבהם

  .B-והאיבר השני הוא מ A-האיבר הראשון הוא מ

  

  

  טענה

  

A,יהיו שתי קבוצות לא ריקות  B ,אזי מתקיים כי :( )A B A B× =∪∪ ∪.  
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  רלציות .4

  

  ות בסיסיותהגדר .4.1

  

A,יהיו  B קבוצות.  

Aשל ) כלשהי(תת קבוצה  B× מ תבינארירלציה  נקראת-A ל-B.  

Aתת קבוצה של  B C×   .רלציה טרנריתת אנקר ×

1תת קבוצה של  2 ...
n

A A A× ×   .ארית-nיה רלצ נקראת ×

  

  דוגמא

  

}הקבוצה  Aתהי  }1,2,3, 4A }הקבוצה  Bותהי  = }, ,B a b c= .רלציה מדוגמא ל-B ל-A:  

 

{ }, 4 , ,1 , ,1R b c b=  

  

  ):דו צדדי(נציג את הרלציה על ידי גרף 

  

  

  

יתכנו צמתים כמו כן . יתכנו צמתים שאין מהם חצים יוצאים או אין חצים נכנסים אליהם -במקרה הכללי 

  .שיש להם יותר מחץ אחד נכנס או יוצא מהם
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  ייצוג על ידי מטריצה בינרית

  

B/A 1 2 3 4 

a 0 0 0 0 

b 1 0 0 1 

c 1 0 0 0 

 

a,אם : סימון b R∈ נסמן aRb . אם,a b R∉ נסמן a Rb.  

  

  

  שאלה

  

  ?סופיותהינן קבוצות  B-ו Aכאשר  B-ל A-כמה רלציות קיימות מ

Aכמספר תתי הקבוצות של B× ,שכן כל תת קבוצה שלA B× היא רלציה מ-A ל-B .BAAxB ⋅=  

מספר תתי הקבוצות הוא 
BA ⋅

2.  

  

  

  הגדרות

  

Rתחום של רלציה  - תחום של רלציה  A B⊆   היא הקבוצה  ×

domain(R) ={x∈A| כך שמתקיים∋Byקיים   xRy} 

  .קבוצת הצמתים שיש מהן חצים יוצאיםלומר תחום של רלציה הינו כ

 

  :מוצג בצורה הבאהה Rעבור  :לדוגמא
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  .domain(R)={a, b} מתקיים כי

 

Rטווח של רלציה  - טווח של רלציה A B⊆   היא הקבוצה ×

range(R) ={Y∈b| כך שמתקיים∋Axקיים   xRy} 

  

  .שיש אליהם חצים נכנסים B-קבוצת האיברים בהינה טווח של רלציה 

  

  

Rרלציה הופכית של רלציה  - רלציה הופכית A B⊆   :הבאה A-ל B- היא הרלציה מ ×

{ }1 , | ,R b a a b R− = ∈  

aRbAbR: כלומר ⇔−1.  

  

  

Rרלציה משלימה לרלציה  - רלציה משלימה A B⊆ cRיה צהיא הרל × A B R= × − 

a,לכל  b A B∈ Rc: מתקיים ×
aR b a b⇔ /.  
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  הרכב רלציות .4.2

  

A היא תת קבוצה של B-ל A-רלציה מ, כזכור B× . בהינתן רלציהR מ-A ל-B )R A B⊆ ורלציה ) ×

S מ-B ל-C )S B C⊆ SRהמסומן על ידי , Sעם  Rשל  ההרכב) ×   :יהצהיא הרל, 	

  

{ }, | , , , ,R S x z x y R y z S y B= ∈ ∈ ∀ ∈	  

 

  דוגמא

A={1,2,3,4} 

B={a,b,c} 

C={T,F} 

 

BA→  { }R= 1,a , 1,b , 3,c  

CB →  { }S= a,T , b,T , c,T , c,F  

  

  

 

  

{ }1, , 3, , 3,R S T T F=	  

  

SR-זוג נמצא ב   .בין איבריו 2אם קיים מסלול באורך  	
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  תכונות של פעולת ההרכב

  

321לכל : אסוציאטיביות. 1 ,, RRR  1המקיימות 2 3, ,R A B R B C R C D⊆ × ⊆ × ⊆   :כימתקיים  ×

)()( 321321 RRRRRR 				 =  

 

1 ,לכל שתי רלציות. 2 2,R A B R BxC⊆ × : מתקיים, ⊇
1

1

1

2

1

21 )(
−−− = RRRR 		  

  

  :הוכחה

( ) 1

1 2,x z R R
−

∈ ⇔	  הגדרת רלציה הופכית

1 2,z x R R∈ ⇔	  הגדרת הרכב

1 1

1 2 1 2, , , , , , , ,y B z y R y x R y B y z R x y R
− −∃ ∈ ∈ ∈ ⇔ ∃ ∈ ∈ ∈  

  

1ומכאן 1

2 1,x z R R
− −∈ 	  

  

  

  תכונות של יחסים .4.3

  

a,מתקיים , ∋Aaלכל : רפלקסיביות .1 a R∈. 

)אם : סימטריות .2 ),a b R∈ , מתקיים( ),b a R∈. 

,אם : אנטי סימטריות .3 , ,a b b a R∈ י בהכרח אזba =. 

a,אם : סימטריה-א .4 b R∈ , מתקיים,b a R∉. 

,אם : טרנזיטיביות .5 , ,a b b c R∈ י אז,a c R∈. 
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  דוגמא

  

}תהי הקבוצה  }, ,A a b c= . נגדיר יחסR  מעלA ( )R A A⊆ ×:  

{ }, , , , , , , , ,R a b b b c c b c a c=  

  

a,כי , לא? האם היחס רפלקסיבי a R∉  אבלAa∈.  

a,כי , לא? האם היחס סימטרי b R∈  אבל,b a R∉ 

,הזוגות היחידים שמקיימים . כן? סימטרי האם היחס הוא אנטי , ,a b b a R∈ הם ,b b ו-,c c 

  .לכן היחס הוא אנטי סימטרי

b,כי , לא? סימטרי- האם היחס הוא א b ו-,c c נמצאים ביחס.  

  .כן? חס טרנזיטיביהאם הי

  

  

  רפלקסיביות באופן ריק

  

  .ריקה Rרפלקסיביות נכונה באופן ריק רק כאשר  .φ≠Rאזי בהכרח , רפלקסיבי R-ו φ≠Aאם 

  

  

  טרנזיטיביות באופן ריק

  

}: דוגמא }, , ,R a b a c=. רלציה זו טרנזיטיבית באופן ריק.  

  

  

  דוגמא

  

,הקבוצות  נתונות ,A B C מתקיים כך ש, ,A B A Bφ φ φ= ≠ A,וגם  ∩≠ C B C⊆ ⊆. 

  :Cמעל  Rנגדיר יחס 

R A B C C= × ⊆ ×  
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  ?האם היחס רפלקסיבי

a,מכאן . ∋Bbומכאן קיים , Aa∈ .φ≠Bומכאן קיים , φ≠A. לא b R∈  

  .הוא קבוצה ריקה B-ל Aבסתירה לכך שהחיתוך בין  ∋Abי אז b=aאם 

  

  ?האם היחס סימטרי

a,יהי . לא b R∈ )אם ). קיים כזה,b a R∈ אזי BAb   .בסתירה לנתון ∋∩

  

  ?האם היחס אנטי סימטרי

  .באופן ריק, כן

a,אם  b R∈  וגם,b a R∈ אזי BAb   .בסתירה לנתון ∋∩

a, לכן אין זוג איברים b ו-,b a הנמצאים שניהם ביחס.  

  

  ?סימטרי-האם היחס א

a,אם  .כן b R∈ , נניח בשלילה שגם,b a R∈ אזי BAb   .בסתירה לנתון ∋∩

  

  ?האם היחס טרנזיטיבי

  .באופן ריק, כן

  

  

  טענה

  

1Rמ "סימטרי אמ Rכי אזי מתקיים , יחס Rיהי  R−=.  

  

  :הוכחה

  .סימטרי Rנניח כי  ⇐

1: ואז

simetric
, , ,a b R b a R a b R

−∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈  

  

1Rנניח כי  ⇒ R−=.  

a,יהי  b R∈ . 1על פי הגדרתR− 1: נובע,b a R
1Rלפי הנתון . ∋− R−=  ולכן,b a R∈.  

  



 nir@underwar.co.il    ניר אדר

UnderWarrior Project  http://www.underwr.co.il 

 

- 35  -  

  

  פונקציות .5

  

  הגדרות .5.1

  

  כך  יחיד ∋Bbקיים  ∋Aa לכל: המקיימת B-ל A-היא רלציה מ Bלקבוצה  Aמקבוצה  פונקציה

a,-ש b f∈.  

  

  

  

  )עבור פונקציות( סימונים

  

AxBf BAf: נסמן כ ⊇ →:  

,a b f∈ נסמן כ:baf =)(  

  

  

  

  הגדרה

  

BAfפונקציה  Ayxאם לכל  חד חד ערכיתנקראת  :→ yxyfxf: מתקיים ,∋ ≠⇐≠ )()(.  

  

  סימון

BAf
1:1

: →  
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  הגדרה

  

BAfפונקציה  )-כך ש ∋Aaקיים  ∋Bbאם לכל איבר  עלנקראת  :→ )f a b=.  

  

  הגדרה

  

BAfפונקציה    .ע"התאמה חחוגם על נקראת  1:1שהיא גם  :→

 .הוא זהה Bושל  Aהגודל של , במקרה זה •

  

 

  שאלות קומבינטוריות .5.2

  

  .קבוצות סופיות B-ו Aנתונות 

  

  ?ע"שהן התאמות חח B-ל A-מהן מספר הפונקציות מ. 1





=

≠

BAB

BA

!

0
 

 

  ?B-ל A-יש מ 1:1כמה פונקציות . 2

  
















>
−

=

<

AB
AB

B

ABB

AB

)!(

!

!

0

 

 

  

  ?B-ל A-כמה פונקציות יש מ. 3

A
B  
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  ?שהן על B-ל A-כמה פונקציות יש מ. 4

  

( )















<−







−

=

>

∑
=

ABiB
i

B

ABB

AB

B

i

Ai

0

)1(

!

0

 

  

 

  הפונקציה ההופכית .5.3

  

A,יהיו  B תהי ו, קבוצות:f A B→ 1הרלציה ההופכית  .פונקציה−f היא לא בהכרח פונקציה.  

  .היא פונקציה f−1מתי נשאל  .הפונקציה ההופכיתהיא תיקרא , היא פונקציה f−1- במקרה ש

  

  

  טענה

  

f:תהי  A B→.  

 .ע"התאמה חחהינה  fמ "היא פונקציה אמf−1הרלציה ההופכית  .1

 .ע"אזי גם היא התאמה חח, היא פונקציה f−1- במקרה ש .2

  

  :הוכחה

1. 1−f מ לכל "היא פונקציה אמBb∈  קייםAa∈ 1- כך ש, יחיד,b a f
−∈.  

a,יחיד כך ש ∋Aaקיים  ∋Bbנובע כי לכל , מהגדרת הפונקציה ההופכית b f∈   וזה

 .ע"התאמה חח fמ "מתקיים אמ

2. 11 )( −−= ff. f 1מתקיים ש 1י "היא פונקציה ולכן עפ−f ע"היא התאמה חח. 
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  טענה

  

A,קבוצות סופיות שתי עבור  B , מתקייםBA   .B-ל Aע בין "מ קיימת התאמה חח"אמ =

  

  

  הגדרה

  

A היא קבוצה של A מעל קבוצה Rרלציה  A×:  

{ }
{ }
{ }

1

2

{1,2,3, 4}

1,1 , 1,3 , 2, 4

1,1 , 2,2 , 3,3

, |
a

A

R

R

I x x x A

=

=

=

= ∈

 

 

aI  רלצית הזהותזוהי .  

  .אולם ניתן לייצג רלציות גם באמצעות גרף, ניתן לייצג רלציות בעזרת גרף דו צדדי כמו שכבר ראינו

 yלצומת  xיש קשת בין הצומת . A-יבר במציירים צומת יחיד עבור כל א: את הגרף בונים בצורה הבאה

x,אם הזוג הסדור  y R∈.  

  

  דוגמא

  

{ }R= 1,1 , 1,2 , 2,3 , 3,4 , 4,3  
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  Aמעל קבוצה  תכונות של רלציה .5.4

  

a,מתקיים , ∋Aaלכל : רפלקסיביות .1 a R∈  

  .בגרף חייבת להיות קשת עצמית לכל צומת* 

 .ית הזהותזוהי חייבת להיות פונקצ, פונקציהאם זוהי * 

a,אם : סימטריות .2 b R∈ , מתקיים,b a R∈  

 .לכל קשת בגרף יש קשת הפוכה לה* 

,אם : אנטי סימטריות .3 , ,a b b a R∈ י בהכרח אזba = 

a,אם : סימטריה-א .4 b R∈ , מתקיים,b a R∉ 

,אם : טרנזיטיביות .5 , ,a b b c R∈ י אז,a c R∈  

 .בהכרח יש גם מסלול ישיר ביניהם אזי, צמתים 2בין  2מסלול באורך  אם יש* 

  

  

  רלציות מיוחדות .5.5

  

  יחסי סדר .5.5.1

  

  .סימטרי-טרנזיטיבי ואנטי, רפלקסיבי Rאם  יחס סדר חלקייקרא  Rיחס 

  

x,אם הוא יחס סדר חלקי וגם לכל  יחס סדר מלאיקרא  Rיחס  y A∈ מתקיים,x y R∈  או

,y x R∈ . יחס סדר ליניארייחס זה נקרא גם .  
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  יחס שקילות .5.5.2

  

  .סימטרי וטרנזיטיבי, א רפלקסיביואם ה שקילות יחסקרא י יחס

  .בהמשך נעמיק עוד ביחסי שקילות

  

  

  דוגמאות .5.5.3

  

  :Rנסתכל על הרלציות הבאות מעל 

  

  .טרנזיטיבית, לא סימטרית, לא רפלקסיבית: > הרלציה 

  .רלצית סדר חלקי וגם רלצית סדר מלא – טרנזיטיבית, לא סימטרית, רפלקסיבית:  ≥הרלציה 

  .וגם רלצית סדר חלקי רלצית שקילות – טרנזיטיבית, סימטרית, רפלקסיבית= : הרלציה 

  

  .סדר חלקי רלצית – טרנזיטיבית, לא סימטרית, לקסיביתרפ: מעל קבוצות ⊇הרלציה 

  .טרנזיטיבית, לא סימטרית, לא רפלקסיבית: מעל קבוצות ⊃הרלציה 

  

  

  טענה

  

=−1מ "אמ תסימטרי Rהרלציה  RR.  
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  חזקות של רלציה .5.6

  

RRאת  2R- נסמן ב, Aמעל קבוצה  Rתהיי רלציה  	.  

x,זוג ה z 2-שייך לR אם קייםy כך ש, , ,x y R y z R∈  y- ל x-כלומר אם קיימת קשת מ. ∋

  .z-ל xבין  2אם קיימת מסלול באורך  - במילים אחרות . zאל  yומאותו , כלשהו

RRR: באאת ההרכב ה iRמסמנים ב, באופן דומה 			 ...) .i פעמים.(  

jiji: של ההרכב נקבל את המסקנה האסוציאטיביותבגלל תכונת  RRR +=	.  

x,איבר  z  נמצא בגרף שלiR  אם קיים מסלול באורךi  שביןx ל-z  בגרף שלR.  

  

  

  טענה

  

R מ "טרנזיטיבית אמRR ⊆2.  

  

  :הוכחה

R  לכל ⇔טרנזיטיבית, ,x y z A∈  מתקיים כי, , , ,x z R x y R y z R∈ ⇐ ∈ ∈.  

x,לכל  ⇔ z A∈  2מתקיים כי 2, ,R R x z R x z R⊆ ⇔ ∈ ⇐ ∈  

  

  

  )ללא הוכחה( טענה

  

321רלציות  3לכל  ,, sss  323121מתקיים SSSSSS 		 ⊆⇒⊆.  
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  טענה

  

f,תהיינה הרלציות  A B g B C⊆ × ⊆ ×.  

a,: פעולת ההרכבה מוגדרת כרגיל c f g∈ bמ קיים "אמ 	 B∈ כך ש-, , ,a b f b c g∈ ∈.  

fניתן לראות כי  g A C⊆ f,אם : נטען .	× g  הינן פונקציות אזי ההרכבf g	 הינו פונקציה.  

  

  :הוכחה

  

  :על מנת להראות שרלציה היא פונקציה עלינו להראות

aלכל  –קיום  .1 A∈  קיםc C∈ כך ש-,a c f g∈ 	. 

1אם  –יחידות  .2 2, , ,a x f g a x f g∈ ∈	 1אזי בהכרח  	 2x x=.  

  

1.  

aיהי  A∈.  

f  קיים ⇐היא פונקציהb B∈ כך ש -,a b f∈.  

g  קיים ⇐היא פונקציהc C∈ כך ש -,b c g∈.  

a,תקיים על פי הגדרת ההרכב מ ⇐ c f g∈ 	.  

aלכל ⇐ A∈  קייםc C∈ כך ש-,a c f g∈ 	.  

  

2.  

1יהיו  2,x x 1-כך ש 2, , ,a x f g a x f g∈ ∈	 	.  

f היא פונקציה ולכן:  

a,1-כך ש 1bקיים  • b f∈  1וגם 1,b x g∈. 

a,2-כך ש 2bקיים  • b f∈  2וגם 2,b x g∈. 

  

f 1קציה ולכן היא פונ 2b b= ) יחידות עבורf.(  

g 2-היא פונקציה ולכן מכיוון ש 1, , ,b x g b x g∈ 1נקבל  ∋ 2x x=.  
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  תרגיל

  

2תהי  2:f →
 
): המוגדרת כך  ), ,f x y x y x y= + −.  

  .ע"היא על והאם היא חח fיש לענות האם 

  

  פתרון

  

a,2יהי  b ∈
.  

,אם  ,x y a b→ אזי נוכל לכתוב :,a x y b x y= + = −.  

  :שהפתרון לה הינו, זוהי מערכת משוואות בעלת פתרון יחיד

2, ,
2 2

a b a b
x y

+ −
= ∈
  

  

a,מכיוון שניתן להגיע לכל  b  2כרצוננו בתחום
  .הרי שהפונקציה הינה על 

  .מכיוון שפתרון מערכת המשוואות הינו יחיד הפונקציה הינה חד חד ערכית

  

  

  תרגיל

  

:נתונות פונקציות  , :f X Y g Y Z→ →.  

fאם : ל"צ g	  על וגםg ע אזי "הינה חחf היא על.  

  

  :הוכחה

yהיא על עלינו להראות כי לכל איבר  fכדי להוכיח כי  Y∈  קייםx X∈  כך שמתקיים( )f x y=.  

yיהי  Y∈.  

g  היא פונקציה ולכן קייםz Z∈ כך ש-( )g y z=.  

f g	  על ולכן קייםx X∈  כך שמתקיים( )g f x z=	 ) כלומר( )( )g f x z=.(  

): כלומר בינתיים הגענו לכך ש ) ( ), ( )g y z g f x z= =.  

g ע ולכן "הינה חח( )y f x= . הראנו בעצם כי קיים איברy Y∈ כך ש-( )f x y= ובכך סיימנו.  
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  טענה

  

R מ לכל "טרנזיטיבית אמi≤1 ,RRRRR
iii ⊆⊆⊆⊆⊆ −− 221 ....  

  

  )iבאינדוקציה על : (הוכחה

2i: בסיס 2(ראינו בטענה הקודמת  =
R R⊆.(  

iנניח את נכונות הטענה לכל  n≤  1ונוכיח עבורi n= +.  

1כי מתקיים הנחה על פי ה 2 2...n n n
R R R R R

− −⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆.  

1n: יש להוסיף n
R R

+ ⊆.  

  

1nעל פי ההנחה  n
R R

1nולכן על פי טענה העזר  ⊇− n
R R R R

−⊆	 1nכלומר , 	 n
R R

+ ⊆.  

  

  

  הסגור של רלציה ביחס לתכונה .5.7

  

המקיימת את התנאים  Sהיא הרלציה  αביחס לתכונה  Rשל הסגור . Aרלציה מעל קבוצה  Rתהיי 

  :הבאים

1. S  מקיימת אתα.  

2. SR ⊆ 

TRו, αשמקיימת את  Tלכל  .3 TSמתקיים , ⊇ ⊆ 

  

  .Rומכילה את  αהסגור היא הרלציה הקטנה ביותר שמקיימת את 

  

 .רות לאעבור תכונות מסוימות יהיה קיים סגור ועבור אח. עבור תכונה לא תמיד קיים סגור

.אם הוא קיים אזי הוא יחיד –סגור ביחס לתכונה מסויימת 
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  סגור רפלקסיבי .5.7.1

  

  דוגמא

  

}תהי הקבוצה  }1,2,3A }ותהי הרלציה  = }1, 2 , 2,2 , 3,1R =.  

}הינו  הסגור הרפלקסיבי של הרלציה }1,1 , 2,2 , 3,3 , 1, 2 , 3, 1.  

  

1,1 , 2, 2 ,   .ע מהגדרת רפלקסיביותנוב 3,3

1,2 ,   .נובע מהגדרת הסגור 3,1

  

  .זוהי הקבוצה הקטנה ביותר המקיימת את התנאי

  

,הסגור הרפלקסיבי הוא תמיד  • { , | }a aR I I a a a A= ∈∪ 

סגור של רלציה ביחס לתכונה נתונה היא הרלציה הקטנה ביותר המכילה את הרלציה ומקיימת  •

 .את התכונה

  

  

  גור סימטריס .5.7.2

  

  דוגמא

  

}תהי הקבוצה  }1,2,3, 4A } Aותהי הרלציה מעל  = }1,2 , 3,3 , 3, 4 , 4,1R =.  

}הסגור הסימטרי יהיה  }1, 2 , 3,3 , 3,4 , 4,1 , 2,1 , 4,3 , 1, 4.  

  

}הסגור הסימטרי הינו תמיד  • }1 , | ,R R R a b b a R− = ∈∪ ∪. 
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  רפלקסיבי-סגור א .5.7.3

  

x,מתקיים  ∋Ax אם לכל רפלקסיבית- אתיקרא  Rרלציה  x R∉.  

  

}תהי לדוגמא הרלציה הבאה מעל הקבוצה  }1,2,3A =:  

{ }R= 1,2 , 2,2 , 3,1 , 3,2  

,2ובפרט את הזוג הסדור , Rכי הסגור חייב להכיל את כל , במקרה זה הסגור לא קיים רלציה  וכל, 2

  .רפלקסיביות-כזו לא מקיימת את תכונת הא

  

  

  סגור טרנזיטיבי .5.7.4

  

}תהי הקבוצה  }1, 2,3,4,5A }ותהי הרלציה  = }1,2 , 2,3 , 2,4 , 4,5 , 5,1R =.  

הסגור הטרנזיטיבי יהיה 

{ }1, 2 , 2,3 , 2,4 , 4,5 , 5,1 , 1,3 , 4,1 , 1, 4 , 1,5 , 2,5 , 4, 2.  

 

 .ש לעשותםי, ניתן לעשות חיבורים נוספים, נשים לב שאם אחרי שהוספנו איברים •

  

  :באופן הבא R*נגדיר את הרלציה, Aמעל  Rבהינתן רלציה 

* 2 3 ... , {0}iR R R R R i= = = −∪ ∪ ∪ ∪ �  

x,*מתקיים כי  y R∈ 1מ קיים "אמ≥i  כך ש, i
x y R∈.  

  

  

  טענה

  

מכאן שהסגור הטרנזיטיבי . α-אז היא עצמה הסגור שלה ביחס ל, αאם רלציה מקיימת את  •

 .Rהוא  Rשל רלציה טרנזיטיבית 
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  טענה

 

  .הוא הסגור הטרנזיטיבי שלה R ,*Rלכל רלציה  •

  

 

  :הוכחה

  :ל"צ Rהיא הסגור הטרנזיטיבי של  R*-כדי להוכיח ש

1 .*
R R⊆.  

2 .*R טרנזיטיבית.  

Rהיא טרנזיטיבית וגם  Tאם , Tלכל רלציה . 3 T⊆  אזי*
R T⊆.  

  

1.  

*כי , ברור שמתקיים 2 ...R R R R= ⊇∪ ∪.  

  

2.  

,*צריך להוכיח כי אם  , ,x y x z R∈  אזי*,x z R∈.  

  

*, , ,x y x z R∈  1גורר כי קייםi ≥ ,, i
x y R∈  1וקייםj ≥ ,, j

y z R∈ כך ש  

*, , ,i j i j
y z R y z R y z R R

+∈ ⇐ ∈ ⇐ ∈ ⋅  

  

3.  

R אםנשתמש בטענה  T⊆  אזי לכלi∈�  מתקיםi i
R T⊆.  

R, טרנזיטיבית Tתהי  T⊆ . צריך להוכיח כי*
R T⊆  

x,*יהי  y R∈ . מכאן קייםk כך ש-, k
x y R∈ .ולפי טענת העזר :R T⊆.  

T מכאן קיים . טרנזיטיביתk כך ש-, k
x y T∈. , ולכן,x y T∈.  

  

  תכונה

  

*סופית אזי  Aאם  • 2 ...
A

R R R R= ∪ ∪ ∪.
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  דוגמא

  

}: ת הקבוצה הבאהנגדיר א }| , , 10B A A A Aφ= ⊆ ≠   :בצורה הבאה Bמעל  Sונגדיר יחס  �≥

{ }1 2 1 2, |S A A A A φ= ≠∩  

 

 ?הינו יחס טרנזיטיבי Sהאם  .1

*מהו  .2
S? 

  

1.  

S איננו יחס טרנזיטיבי.  

}יהיו הקבוצות : דוגמא נגדית } { } { }1 2 31,2 , 2,3 , 3,4A A A= = =.  

1: מתקיים 2 2 3, , ,A A S A A S∈ 1אולם  ∋ 3,A A S∉.  

  

2.  

2השלב הראשון בפיתרון יהיה להבין מיהו , כאשר אנו נתקלים בשאלה מסוג זה
S  על מנת לקבל תחושה

  .לגבי הפתרון

{ }2

1 3 2 2 3 1 2, : , , ,S A A A A A S A A S= ∃ ∈ ∈  

  

2: נטען
S B B= ×.  

  

2ברור כי 
S B B⊆   .Bהינו יחס מעל  S-מכיוון ש ×

2: ל"צ
B B S× ⊆.  

1תהינה  3,A A B∈ . 2צריך למצואA  1כך שמתקיים 2 2 3, , ,A A S A A S∈ ∈.  

1 1 1 1a A A A Bφ∃ ∈ ⇐ ≠ ⇐ 3כמו כן . ∋ 3 3 3a A A A Bφ∃ ∈ ⇐ ≠ ⇐ ∈.  

}נבחר  }2 1 3,A a a= . 2נוודא כיA B∈.  

1 1 2a A A φ∈ 1ומכאן  ∩≠ 2,A A S∈ .2 2 3a A A φ∈ 2כאן ומ ∩≠ 3,A A S∈.  

2: מסקנה

1 3,A A S∈.  
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  דוגמא

  

Rנתון  ⊆ ×� � ,{ },  is oddR a b a b= ,1לדוגמא , + 2 R∈.  

  .2Rמצא את . א

  .מצא את הסגור הטרנזיטיבי. ב

  

  .א

}: T-הקבוצה הבאה ב נסמן את },  is evenT a b a b= +.  

2R: נטען T= , כאשר{ }2 , , , ,R x y x z z y R= ∈.  

  

,יהיו  , ,z y x z R∈.  

  :יתכנו שני מקרים

1 .z אי זוגי ,x זוגי⇐y זוגי.  

2 .z זוגי ,x אי זוגי⇐y אי זוגי.  

  

xבשני המקרים מתקיים  y+ 2ולכן הראנו , וא זוגיה
R T⊆.  

  

a,2יהיה האיבר : כעת נראה את הכיוון השני b R∈.  

1cנבחר , זוגי aאם  ,ואז  = , ,b c a c R∈ . אםa 2נבחר , אי זוגיc ,ואז  = , ,b c a c R∈.  

2ומכאן 
T R⊆ .הראנו הכלה דו כיוונית ולכן מתקיים השוויון .  

  

  .ב

3Rניתן לראות כי מתקיים  R= ,ולכן, וכך הלאה:  

2

 is odd

 is even

i
R i

R
R i


= 


 

*כלומר  2
R R R= = ×∪ � �.  
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  ית שקילותרלצ .5.8

  

  .סימטרית וטרנזיטיבית, אם היא רפלקסיבית רלצית שקילותרלציה תקרא 

R  רפלקסיבית אם לכלx  מתקיים,x x R∈  

R  סימטרית אם לכל,x y כך ש-,x y R∈  מחייב כי,y x R∈  

R  טרנזיטיבית אם לכל, ,x y z  מתקיים, , , ,x z R x y R y z R∈ ⇐ ∈ ∈ 

 

  מחלקת שקילות .5.8.1

  

]המסומנת על ידי  xשל  מחלקת השקילותנגדיר את , ∋Axואיבר  Aמעל  Eנתן יחס יבה ]
E

x  

  :באופן הבא

[ ] { }| ,
E

x y x y E= ∈  

 

  דוגמא

  

1A - קבוצת האנשים בעולם.  

{ }1= , ,  live in the same countryE x y x y  

2A - כל המילים בעולם.  

{ }2 = , ,  starts with the same letterE x y x y  

 

3A - קבוצת המספרים הטבעיים.  

{ }3 = x,y ,  has the same module in diving by 3E x y  

 

  ?הגר בישראל xמהי מחלקת השקילות של  - 1Eעבור 

[x]= }כל תושבי ישראל } 

  ?"אבא"מהי מחלקת השקילות של המילה  - 2Eעבור 

=[אבא] '}א-כל המילים המתחילות ב  } 
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  :3Eעבור 

[0]={0,3,6,9,...} 

[1]={1,4,7,10,...} 

[2]={2,5,8,11,...} 

[3]= {0,3,6,9,...} 

[4]={1,4,7,10,...} 

  

  :ניתן לראות כי

[0]=[3]=[6]=... 

[1]=[4]=[7]=... 

[2]=[5]=[8]=... 

φ
φ
φ

=

=

=

]2[]0[

]2[]1[

]1[]0[

∩

∩

∩

 

  :מתקיים

[0] [1] [2] =∪ ∪ �  

  

  

  

  1למה  .5.8.2

  

Ayxשני איברים , קבוצה Aתהי    :אזי, Aמעל רלצית שקילות  Eתהי ו ,∋

]. א ] [ ]x y= מ "אמ,x y E∈.  

][][. ב yx ][][=φמ "אמ ≠ yx ∩.  

 )היא מתאפיינת על ידי איבר מסויים(מחלקת שקילות היא לא קבוצה ריקה  •

x,: גם כך' ניתן לכתוב את ב • y E∉ מ "אמφ=][][ yx ∩. 
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  הוכחה

  

  .א

⇐  

]: נתון ] [ ]x y=.  

x,: ל"צ y E∈.  

]: לפי הגדרה :הוכחה ]y y∈ . נתון כי[ ] [ ]x y= אן ומכ[ ]y x∈⇐,x y E∈.  

  

⇒  

x,: נתון y E∈  

]: ל"צ ] [ ]x y=  

y,ראשית נטען כי  :הוכחה x E∈ )מכיוון ש -E וכעת ).הינה סימטרית:  

[ ] [ ]
by טרנזיטיביות  הגדרת 

definition , מחלקות שקילות , ,

, ,  

y x x a

a x x a E y a E a y∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈  

]ולכן  ] [ ]x y=.  

  

  .ב

⇒  

][][=φ: נתון yx ∩.  

][][: ל"צ yx ≠.  

]הטענה נכונה באופן טריויאלי מכיוון שגם  ]x  וגם[ ]y אינן ריקות.  

  

⇐  

][][: נתון yx ≠.  

][][=φ: ל"צ yx ∩.  

]נניח בשלילה כי  ] [ ]x y φ≠∩ . כלומר קיים[ ] [ ],a x y∈ ומכאן:  

[ ] [ ]
Lemma 1

, ,
,

, ,

x a E x a E
x y E x y

y a E a y E

∈ ∈
⇒ ⇒ ∈ ⇒ =

∈ ∈
 

][][=φלומר ההנחה שגויה ולכן כ yx ∩.  
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  הצגת רלצית שקילות כגרף .5.8.3

  

כאשר ניגשתי בפעם הראשונה להבין את נושא רלצית השקילות ומחלקות השקילות נתקלתי בבעיה 

ומהן אוסף כל מחלקות , ומהי מחלקת שקילות, מהי רלצית שקילות –להבין את המשמעות שלהן בדיוק 

  .עזרה להמחיש את הנושא, לפחות עבורי, הדוגמא הבאה. וצההשקילות של קב

  

  .A-מכילה זוגות של איברים מ Aמעל הקבוצה  Rכל רלציה . Aתהי קבוצת איברים 

בין כל שני איברים בגרף תהיה . Aכאשר כל צומת בגרף ייצג את אחד מאיברי , נציג את הרלציה כגרף

  .Rמ הם נמצאים ברלציה "קשת אמ

}הקבוצה עבור , לדוגמא }1,2,3, 4A )והרלציה  = ) ( ) ( ){ }1,2 , 1,3 , 3,3 

  :נצייר את הגרף הבא

  
 

  

  

לכל צומת , רלצית שקילות תחלק את הצמתים בגרפים לקבוצות זרות כך שכל קבוצה תהווה גרף מלא

  :לדוגמא, ת השונותולא יהיו קשתות מחברות בין הקבוצו, תהיה קשת עצמית

  

  

  

  

  .שלוש מחלקות שקילות הנוצרות על ידי רלצית השקילות –קבוצות  3ישנן 
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  קבוצת המנה .5.8.4

  

  הגדרה

  

הקבוצה . Aרלצית שקילות מעל הקבוצה  Eתהא 
E

A  גדרת כךמו :  

{ }Axx
E

A ∈= |][  

  .Eלפי  Aשל  קבוצת המנהנקראת קבוצה זו 

  

 –ן או לחילופי, Eלהיות מספר מחלקות השקילות השונות של  Eשל הרלציה  אינדקסנגדיר את ה

  .Eכגודל של קבוצת המנה של 

  

  

  2למה  .5.8.5

  

לכל 
E

ABB φ=21-או ש,  ,21∋ BB 21-או ש ∩ BB =.  

  

  

  3למה  .5.8.6

  

E  רלצית שקילות מעלA . איחוד כל מחלקות השקילות ייתן את הקבוצהA:   

Ax
Ax

=
∈
∪ ][ . 
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  3הוכחת למה 

  

  .נוכיח את הטענה על ידי הכלה דו כיוונית

]ל להוכיח כי "צ: ⇐כיוון  ]
x A

x A
∈

xלכל . ∪⊇ A∈  מתקיים[ ]x A⊆  ומכאן[ ]
x A

x A
∈

⊆∪.  

  

]ל כי "צ: ⇒כיוון  ]
x A

A x
∈

xלכל . ∪⊇ A∈  מתקיים כי[ ]x x∈  ולכן[ ]
x A

A x
∈

⊆∪.  

  

  

  חלוקה .5.8.7

  

  הגדרה

  

  חלוקה נקרא  Aזרות הדדית שאיחודן הוא , לא ריקות Aתתי קבוצות של . קבוצה כלשהי Aתהא 

  .Aשל 

  

  : אם מתקיימים התנאים הבאים Aשל קבוצה  חלוקההיא  Πקבוצה : באופן פורמלי

  .A-לא ריקה בהוא תת קבוצה  Πאם כל איבר של . א

Sקיים בדיוק איבר אחד  ∋Axבעבור כל . ב ∈Π  עבורוSx∈.  

  

  

  משפט

  

 קבוצת המנה . Aרלצית שקילות מעל  Eתהי 
E

A קבוצההוקה של היא חל A.  
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  הוכחה

  

]על פי הגדרת מחלקת השקילות מתקיים כי  ]x A∈  לכלx A∈.  

  .Aכלומר האיברים בקבוצת המנה הם תתי קבוצה של 

xלכל  • A∈ ים מתקי[ ]x φ≠ ולכן האיברים ב-
E

A הם אינם קבוצות ריקות. 

-כל האיברים ב 2על פי למה  •
E

A הינם זרים הדדית. 

 .A-איחוד האיברים בקבוצת המנה שווה ל 3על פי למה  •

  

  

  מסקנה

  

כאשר הקבוצות הינן , Aלקבוצות לא ריקות זרות הדדית שאיחודן  Aמשרה חלוקה של  כל יחס שקילות

  .מחלקות השקילות של היחס

  

  

  טענה

  

  .היחס הבא הוא יחס שקילות אזי Aהיא חלוקה של קבוצה  Πאם 

( ){ }, | , ,  and E x y S S x S y S= ∃ ∈Π ∈ ∈  

=Π: ומכאן
E

A.  

  

והקבוצות הזרות בחלוקה הן מחלקות השקילות של , מגדירה באופן יחיד יחס שקילות Aכל חלוקה של 

  .היחס
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  ותדוגמא .5.8.8

  

1.  

A  100-ל 0קבוצת השלמים בין.  

{ }, | (mod10)R x y x y= ≡  

modxx)10(: כן: רפלקסיביות ≡  

10(mod(mod)10(: כן: סימטריות xyyx ≡⇒≡  

  

: כן: טרנזיטיביות
)10(mod

)10(mod),10(mod

zx

zyyx

≡

⇒≡≡
  

  

  .ונמצא את קבוצת המנה, כעת נגדיר מי הן מחלקות השקילות. לכן זוהי רלצית שקילות

  :לכן קבוצת המנה היא. 10מחלקות השקילות מאופיינות על ידי השאריות בחלוקה ב

},90|]{[]}9[],8[],7[],6[],5[],4[],3[],2[],1[],0{[ Nxxx
R

A ∈≤≤==  

  

2.  

A קבוצה ,B  תת קבוצה שלA.  

{ }, |  or ,R x y x y x y B= = ∈  

  .x=xכי : כן: רפלקסיביות

  .כי הם שווים yRxאז ברור ש x=yאם . xRy: כן: סימטריות

yxאם                        .yRxולכן  -Bשייכים ל y,xולכן גם  Bשייכים ל x,yאזיי   ≠

  אזי, לא זהים כולם x,y,zאם . xRzאם כולם זהים ברור כי . xRy,yRz: כן: טרנזיטיביות

  .xRzולכן , B-הם שייכים ל                   

  

  :מחלקות השקילות אפיון

  .מהווה מחלקת שקילות A-וכל איבר ב Bמחלקת שקילות אחת היא 

{ }
{ } 








≠∈

=∈
=

φ
φ

BBBAxx

BBAxx

R
A

}{\|][

\|][

∪
 

 

}: נשים לב לכתיבה } }{\|][ BBAxx }הכתיבה  .∋∪ } BBAxx ∪\|][   .היא טעות במקרה זה ∋
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  :הסבר בעזרת דוגמא

A = { 1, 2, 3, 4, 5 } 

B = { 1, 2 } 

{ }
{ } }2,1},5{},4{},3{{}{\|][

}}2,1{},5{},4{},3{{}{\|][

=∈

=∈

BBAxx

BBAxx

∪

∪
  

  

  !הביטוי השני הוא כבר לא חלוקה למחלקות שקילות

  

  

3.  

  ?Aמה מספר רלציות השקילות בקבוצה סופית 

  .השאלה היא למעשה כמה חלוקות אפשריות. ךהגדרת קבוצת מנה מגדירה רלציה ולהפ

מספר הרלציות הוא מספר האפשרויות לחלק את האלמנטים לתתי קבוצות כך שבכל . A|=n|נניח כי 

  . ואין אלמנט המופיע ביותר מקבוצה אחת, קבוצה אלמנט אחד לפחות

אין הגבלה על כך שאין תא ריק ו, אלמנטים שונים לתאים זהים nהבעיה שקולה לחלוקה של , כלומר

  .מספר התאים
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  עוצמות .6

  

  הקדמה לעוצמות .6.1

  

  .מטרת נושא העוצמות היא לדבר על קבוצות בעלות אותו מספר איברים

  .Aעוצמת הקבוצה היא הגודל של . Aגודל הקבוצה הינו  Aה סופית עבור קבוצ

  .גודל במקרה זה הוא מספר האיברים בקבוצה

  

  

  משפט

  

Aמתקיים כי . קבוצות סופיות B- ו Aתהינה  B= מ קיימת התאמה חד חד ערכית "אמ:f A B→.  

  

  :הוכחה

}תהינה הקבוצות  } { }1 1,..., , ,...,k nA a a B b b= =.  

nנניח כי  :⇐כיוון  k= . נגדיר:f A B→ כך :( ) ,1i if a b i n= ≤ התאמה  f- קל לראות ש. ≥

  .חד חד ערכית

)ע מתקיים כי "חח f-מאחר ו –ע "כי קיימת התאמה חח נניח: ⇒כיוון  ) ( )1 ,..., kf a f a  הםk 

nולכן , B-איברים שונים ב k≥ .מאחר ו-f ולכן , ם כל האיבריםאז אלו ה, לn k=.  

  

  

  הגדרה

  

אם קיימת ביניהם התאמה , בעלות אותה קרדינליות, בעלות עוצמה שווההן  B-ו Aשתי קבוצות נאמר ש

BAfכלומר אם קיימת פונקציה , ע"חח   .ע"וחח B על Aשהיא פונקציה של  :→

  , A~Bשקולות ונסמן  B-ו A-נאמר ש
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  דוגמאות

  

1.  

}תהי הקבוצה  }2
B n n= B~נטען כי . �∋ �.  

f:ניקח  B→� 2-כך ש( )f n n= .ע ומכאן "זוהי התאמה חחB=�.  

  

2.  

)נגדיר את הקבוצה  ) { }, | ,a b x x a x b= ∈ < <
): נטען.  )~ 0,1
.  

tanכדי להוכיח זאת נשתמש בעובדה כי  : ,
2 2

π π − → 
 


  .ע ועל"הינה חח 

  :השלבים

  

( ) ( )

( )

( )

1

2

3

1) 0,1 1.1 , 2 1

2) 1,1 , ,
2 2 2

3) , , 2 1
2 2 2

f x

f x

f x

π π π

π π π

→ − = −

 − → − = 
 

 − → = − 
 




 

  

  .ע ועל"כל הפונקציות הן חח

  

  :על ידי הרכבת פונקציות נקבל

( ) ( )0,1 , ( ) tan 2 1
2

f f x x
π → = − 
 


  

  

  טענה

  

}: דר כךהמוג Rהיחס  },R A B A B=   .הוא יחס שקילות =

  

  :הוכחה

A,כי מתקיים  Aל להוכיח לכל "צ: רפלקסיביות A R∈ , כלומרA A= . ניתן להשתמש בפונקצית

  .הזהות
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f:אם : סימטריות A R→ 1ע אזי גם "התאמה חח :f B A− A,לכן אם , ע"התאמה חח → B R∈ 

B,אזי גם  A R∈.  

A,אם : טרנזיטיביות B R∈ ו-,B C R∈  אזי גם,A C R∈ ,רכבה של שתי וזאת מכיוון שה

  .ע ועל"ע ועל הינה גם חח"פונקציות חח

  

  ).עוצמות( קרדינליםהמספרים הנקראות של היחס מחלקות השקילות 

}הוא כל הקבוצות שעוצמתן שווה לעוצמה של  �∋nהמספר הקרדינאלי  }1,...,n.  

  

  .קבוצה סופית נההי, סופי הקרדינלי שלה הוא מספר כל קבוצה שהמספר •

  

  

  לקבוצה אינסופית 1 הגדרה .6.2

  

}לבין  Aע בין "כך שקיימת התאמה חח �∋nתיקרא סופית אם קיים  Aקבוצה  }1,...,n.  

  .כזה nעבורה תיקרא אין סופית אם לא קיים  Aהקבוצה 

  

  טענה

  

  .1לפי הגדרה  היא אינסופית ,קבוצת הטבעיים, �הקבוצה

}-ל �ע בין "כך שקיימת התאמה חח �∋nל להראות שלא קיים "צ }1,...,n .נניח בשלילה ש-� 

}-כזה כך ש nסופית ושקיים  }: 1,..,f n )-נתבונן ב. ע ועל"חח �→ ) ( )1 ,...,f f n  ויהאy  הערך

1yעבור . המקסימלי מביניהם }לא קיים  + }1,...,x n∈ כך ש-( ) 1f x y= כמו כן מתקיים כי . +

1y +   .בסתירה להנחה, איננה על fולכן  �∋

  

  1 הגדרה הנגזרת מהגדרה

  

A  היא קבוצה אינסופית אם קיימת:f A→� ע"חח.  
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  לפי תכונהה הגדר –לקבוצה אינסופית  2הגדרה  .6.3

  

AAfמ קיימת "היא אינסופית אמ Aקבוצה  AAf- ע כך ש"חח :→ ⊂)(,  

  .ע אבל לא על"לעצמה שהיא חח A-קיימת פונקציה מכלומר 

  

  :2היא אינסופית לפי הגדרה  �הוכחה שקבוצת הטבעיים

f:תהי  →� )שתוגדר להיות  � ) 1f n n= )אולם , ע"פונקציה זו היא חח. + ) { }\ 0f =� �.  

  

  

  מסקנה

  

Aאם , B-ו Aקבוצות אינסופיות  2עבור  B= אזי קיימת פונקציהf ע מ"חח-A ל-Bשאיננה על.  

  

  

  )בלא הוכחה(טענה 

  

  .לקבוצה אין סופית שקולותכל ההגדרות 

 

  

  משפט

  

  :אזי מתקיימות הטענות הבאות, היא קבוצה אינסופית Aאם 

 .היא קבוצה אינסופית ⊇BAהמקיימת  Bכל קבוצה  .1

BAfע "שעבורה קיימת פונקציה חח Bכל קבוצה  .2  .היא אינסופית :→

f:שעבורה קיימת פונקציה על  Bכל קבוצה  .3 B A→ היא אינסופית. 

)הקבוצה .4 )P A היא אינסופית. 

Aהקבוצה, Bלכל קבוצה לא ריקה .5 B× היא אינסופית. 

 .היא אינסופית ∪BAהקבוצה , Bעבור כל קבוצה .6

 .היא אינסופית A)-ל B-קבוצת הפונקציות מ( BAהקבוצה , Bלכל קבוצה לא ריקה  .7
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  הוכחות

  

1.  

f:היא אינסופית ומכאן שקיימת  A-ש נתון A A→ נשתמש ב. ע ולא על"חח-f  כדי להגדיר פונקציה

  .ע ולא על"שהיא חח Bאל  B-מ

  

6.  

A-מכיוון ש A B⊆ Aמתקיים כי  1על פי טענה  ∪ B∪ היא אינסופית.  

  

4.  

)ע "נוכיח שקיימת פונקציה חח ):f A P A→  יתקיים ש 2ואז על פי טענה-( )P A היא אינסופית.  

): נבחר. Aלתת קבוצה שונה של  A-צריך להתאים כל איבר ב ) { },a A f a a∀ ∈ ע "פונקציה חח - =

)-ל A-מ )P A.  

  

5.  

f:ע "נוכיח שקיימת פונקציה חח A A B→ A- נסיק ש 2ועל פי  × B× יבר נבחר א. הינה אינסופית

,, )קיים כזה( B- השייך ל bכלשהו  ( ) ( , )a A f a f a b∀ ∈ =.  

  

7.  

   ).Aאל  B-לקבוצת הפונקציות מ( BA-ל A-ע מ"נוכיח שקיימת פונקציה חח

  .A-ל B-פונקציה שונה מ A-צריך להתאים לכל איבר ב .הינה אינסופית BA- נקבל ש 2לפי 

,נבחר  ( )
a

a A f a g∀ ∈ כאשר  =
a

g מוגדרת כך :, ( ) , :
a a

b B g b a g B A∀ ∈ = →.  

  

  משפט

  

φΣאם . שפה Σתהי    .הינה קבוצה אינסופית  Σ*אזי  ≠

*Σ  הנבנות מאותיות מוגדרת להיות קבוצת כל המילים הסופיותΣ.  

  

f:*מספיק שנראה כי קיימת , כדי להוכיח משפט זה →Σ� ע"חח.  
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  קבוצה בת מניה .6.4

  

  סימון

  

  .�ℵ=0 העוצמה של קבוצת הטבעייםנסמן את 

  

  

  הגדרה

  

f:ע "אם קיימת פונקציה חח מניהבת היא  Aנאמר שקבוצה  A→�.  

  .0ℵאם היא סופית או שגודלה הוא  מניהבת היא  Aקבוצה : הגדרה שקולה

  

קבוצה בת מניה מוגדרת , כולל בגירסה הקודמת של מסמך זה, במקומות רבים בספרות: הערה חשובה

 .עניין זה הוא עניין של מוסכמה בלבד .0ℵכקבוצה אינסופית בלבד שגודלה 

  

  .0ℵ=Aאם  מניהבת תיקרא אינסופית  Aקבוצה 

  

  

  ?היא בת מניהאינסופית  Aכיצד מוכיחים שקבוצה 

  

 .לקבוצה שידוע שהיא בת מניהAע בין "מציגים התאמה חח .1

ע מקבוצה בת מניה כלשהי "לקבוצה כלשהי בת מניה ופונקציה חח A-ע מ"מציגים פונקציה חח .2

 ).יוצג בהמשך( CSBומשתמשים במשפט  Aל

  :שמקיימת Aמציגים מניה של אברי  .3

  .לפני כל איבר נמצא מספר סופי של איברים. א

 .)כל איבר נספר( כל איבר נמצא במקום כלשהו במניה. ב
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  דוגמא

  

  .מניהבת  הינה �: נטען

  ....,3-,2-,1-,...,0,1,2: נסיון ראשון .מניהננסה למצוא 

  :נסיון שני .עומדים אינסוף איברים −1כי לפני המספר , סדר זה איננו ספירה טובה

0 1 1 2 2 3 3

0 1 2 3 4 5 6

− − −�

�
 

  

  .−kואת  kשל המניה סופרים את  k-הבשלב  .נשים לב שזוהי למעשה התאמה חד חד ערכית

יע בסידרה מופ �∋xלכן כל מספר , 2וכל שלב אורכו לכל היותר  x-נספר בשלב ה xכל איבר 

  .כשלפניו מספר סופי של איברים

בלי  מניהעבורה גם קיימת איננו נמצאים בבעיה כי  עם חזרות מניהעבור קבוצה אם קיימת גם 

. מתקדמים לפי הסדר שקבענו: ניה בלי חזרות בצורה פשוטהיעם חזרות למ מניהמעבר מ. חזרות

 . פור אותואחרת נס. לא נספור אותו שוב, אם האיבר הנוכחי כבר נספר

  

  

  משפט

  

,...,1תהינה  k
A A אזי , קבוצות בנות מניה

1

k

i

i

A
=
איחוד של מספר סופי של קבוצות בנות . הינו בן מניה ∪

  .מניה הוא בן מניה

  

  .ראינו שאיחוד סופי של קבוצות סופיות הוא סופי, אם כל הקבוצות סופיות: הוכחה

  .ומכאן שהאיחוד כולו הוא אינסופי, במקרה בו לפחות אחת הקבוצות הינה אינסופיתנתעניין לכן 

  :נבנה טבלה בה בעמודה יהיו הקבוצות השונות ובתוך הטבלה יהיו האיברים השונים של הקבוצות

  

{ }
{ }

{ }

1 10

2 20

0

,...

,...

...

,...
k k

A a

A a

A a

=

=

=

 

 



 nir@underwar.co.il    ניר אדר

UnderWarrior Project  http://www.underwr.co.il 

 

- 68  -  

  

,...,1נספור את כל האיברים מהצורה  j- בשלב ה
ij

i k a=.  כל שלב הוא לכל היותר באורךk .

כל איבר יופיע בסדרה ולפניו מספר סופי של איברים ולכן 
1

i

i

A
∞

=
  .הינו בן מניה ∪

  

  )בלא הוכחה( משפט

  

  .של קבוצות בנות מניה הוא בן מניה איחוד של מספר בן מניה

  

  טענה

  

Aאזי , מניהבנות  B-ו Aאם  B×  מניהבת.  

  

  טענה

  

,. בת מניה - הרציונליים החיוביים  - �+ ,
a

a b
b

∈�  

  

  :ניצור טבלה .נוכל לספור גם את השליליים, אם נצליח לספור את החיוביים

  

 1 2 3 4 5 ... 

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5  

2 2/1 2/2 2/3 2/4 2/5  

3 3/1 3/2 3/3 3/4 3/5  

4 4/1 4/2 4/3 4/4 4/5  

5 5/1 5/2 5/3 5/4 5/5  

...       

  

  

  .כל האלכסון הראשי -למשל  - ישנם מספרים שמופיעים כמה פעמים 

k ,1k- בשלב ה ים מהצורה נספור את כל המספר, <
b

a
a- כך ש  b k+ 1kנם יש. (= מספרים  +

כל מספר מהצורה  ).כאלו
b

a
a- יספר בשלב ה  b+ זוהי ספירה עם חזרות! קיים שלב כזה.  
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  דוגמא

  

  .היא בת מניה Σקבוצת המילים הסופיות מעל . )קבוצה סופית של אותיות(שפה סופית  Σתהי

  

  :סקיצה להוכחה

  .kΣ הינו קיימותהכלשהו  kמילים באורך מספר ה

הטענה הוא סופי ולכן בספירה כל שלב . kים באורך נספור את כל המיל k- בשלב הנגדיר מניה בה 

  .נכונה

  

  

  דוגמא

  

  .היא בת מניה Σקבוצת המילים הסופיות מעל : נטען. קבוצה בת מניה של אותיות Σתהי 

  

  :פתרון

  .לאותיות לכן אי אפשר להשתמש בדרך פתרון הקודמתיש אין סוף אפשרויות במילה עבור כל תא 

  

שהאותיות בהן הן מהקבוצה  kנספור את כל המילים באורך קטן שווה , k ,1≥k-בשלב ה -

},...,,{ 110 −kaaa.  

∑? כמה מילים כאלו יש
=

k

i

i
k

1

.  

  

  .נוכיח שכל מילה נספרת בספירה זו

rkkkתהיי מילה  המילה תיספר . האינדקס sיהי . נסתכל על האות שבה האינדקס הוא מקסימלי. 21...

1s-ל rבשלב שהוא המקסימום בין  +.  
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  טענה

  

  .היא בת בניה ABאזי , בוצה סופיתק A-בת מניה ו Bאם 

  

  :נגדיר מניה

},...,{לקבוצה  A-נספור את כל הפונקציות מ k-בשלב ה 1 kbb.  יש
A

k פונקציות כאלו.  

BAfבהינתן פונקציה  ),...,()(יהיו , :→ 1 nafaf ונקציהערכי הפ. 

njafbיהיו  jj ≤≤= 1),(1  

iniiנביט על הערך המקסימלי מבין  bbb ,...,,   .r- נספרת בשלב ה fלכן . המקסימלי שבהם rיהי . 21

  

  

  טענה

  

  .מניה יש תת קבוצה בת Aלכל קבוצה אין סופית 

  

}|{: Bנבנה קבוצה  NibB i ∈=.   

Abיהי  }{ותהי  0∋ 00 bB 01יהי. = / BAb },{ותהי  ∋ 101 bbB =.  

},,...,{נניח  10 ii bbbB ABiכאשר  = iiיהי. ⊃ BAb /1 }{ותהי  +∋
111 ++ = iii bBB ∪.  

המניה היא הסדר בו . הוא אינסופי iBאיחוד כל איברי קבוצות . היא סופית iBכל אחת מהקבוצות 

  . הקבוצה הזו היא עם עוצמה שווה לזו של הטבעיים. A-בחרנו איברים מ

  

  

  משפט

  

  .A- בעלות עוצמה שווה ל) תת קבוצה ממש(ש תת קבוצות אמיתיות י Aלכל קבוצה אינסופית 

  

  

  כיוון

  



 nir@underwar.co.il    ניר אדר

UnderWarrior Project  http://www.underwr.co.il 

 

- 71  -  

פונקציה  Aולהוכיח שקיימת בינה לבין  A-הצורה היחידה שניתן להוכיח זאת היא לקחת תת קבוצה מ

  .נקבל קבוצה בעלת אותה עוצמה, ונוציא ממנה רק איבר אחד Aאם ניקח את  .ע ועל"חח

  

  הוכחה

  

ABתהיי  }בת מניה  ⊇ | }
i

B b i= }ותהי , �∋ | , 1}
i

B b i i′ = ∈ ≥� .  

 .ע"נבנה העתקה בין שתי הקבוצות שהיא התאמה חח

  .חד חד ערכית ועל gנבנה 

}/{: 0bAAg →  

}/{ 0bA  היא תת קבוצה אמיתית שלA . אם נצליח למצואg כמבוקש נראה כי ל-A ול}/{ 0bA  יש

  .אותה עוצמה

  :gנגדיר את 





∈⇒∈

∈
=

+ )(

/
)(

1 ii bxBxb

BAxx
xg  

 

  מסקנה חשובה

  

  .נשמור על עוצמת הקבוצה, אם ניקח קבוצה אינסופית ונוציא ממנה מספר סופי של איברים

  

  

  מסקנה ללא הוכחה

  

  .העוצמה תישמר, ונוציא מספר איברים מעוצמה נמוכה יותר, אם ניקח קבוצה מעוצמה גבוהה

  

  

  דוגמא

  

סכום האיברים במקומות  �∋nכך שלכל  �תהי קבוצת הווקטורים האינסופיים מעל 

, 1,..., 6n n n+   ?מהי עוצמת הקבוצה. 21הינו  +
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ולכן , האיברים שלו באופן יחיד המקומות הראשונים בווקטור מגדירה את שאר 6נשים לב שהגדרת 

העוצמה שלה הוא , ומספר איבריה, הקבוצה הינה קבוצה סופית
( )21 6 1

6 1

 + − 
 

− 
.
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  דוגמא

  

  .בפעם הראשונה Hמטילים מטבע עד שמקבלים : נניח שאנו מבצעים את הניסוי הבא

  O= } תוצאות הניסוי { :  Oנגדיר את הקבוצה 

  .ת מניההיא קבוצה ב Oנוכיח כי 

  

f:נגדיר  O→� בצורה באה:  

( ) ( ) ( )
 times

0 1 , ... ,..., ,

n

f H f T H f n T T H= = =���  

  

  :נשים לב

  .אינסופית Oע אזי "חח fאם , בנוסף). סופית או אינסופית(היא בת מניה  Oהיא על אזי  fאם 

  

,לניסוי . אולם פונקציה זו איננה על, ע"שהגדרנו היא חח ניתן לראות בנקל כי הפונקציה , ,...T T T ,

  :כדי להפוך פונקציה זו לעל נגדיר אותה מחדש. אין מקור, שהוא ניסוי חוקי

( ) ( ) ( ) ( )
 times

0 , ,... 1 2 , ... 1 ,..., ,

n

f T T f H f T H f n T T H= = = + =���  

  

ון תרגיל המל"השיטה בה השתמשו כדי להפוך את הפונקציה לעל היא שימושית ומכונה לעתים 

אולם , זוג מגיע לבית מלון בעל אינסוף חדרים: מקור השם הוא בתרגיל המחשבתי הבא". האינסופי

כל דייר שכבר נמצא : הפתרון? היכן למקם את בני הזוג –והשאלה , אומרים להם שכל החדרים תפוסים

  .עבור הזוגיהיה פנוי  1ואז חדר מספר , )'וכו 2יעבור לחדר  1דייר מחדר (במלון יעבור לחדר הבא 

  

  ?כיצד נוכיח שאיחוד של קבוצה סופית וקבוצה בת מניה הינו בן מניה: הרעיון באופן כללי

  .ואת הקבוצה האינסופית אחריה, נשים את הקבוצה הסופית בהתחלת הספירה :הפתרון
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  משפט קנטור .6.5

  

  הגדרות .6.5.1

  

  הגדרה

  

A-נאמר ש B≺  1:1אם קיימת:f A B→.  

Aנאמר כי , במילים אחרות B≺  אם העוצמה שלA  קטנה או שווה לעוצמה שלB.  

  

  

  הגדרה

  

A-נאמר ש B≺  אםA B≺  אבלA B/∼.  

  

  

  דוגמאות

  

1.  

}יהיו הקבוצות  } { }1 2 1 2, ,..., , , ,...,n mA a a a B b b b= nכך שמתקיים  = m<  אזיA B≺.  

  

2.  

≻A: מתקיים. קבוצה סופית Aתהי  �.  

f:ראינו שלא קיימת פונקציה  A→� ע ועל"חח.  

  

3.  

)מתקיים כי  Aלכל קבוצה  )A P A≺.  

:1:1קיימת הפונקציה  ( )f A P A→ והיא{ }( )f x x=.  
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  רושיטת הליכסון של קנט – מניהקבוצות שאינן בנות  .6.5.2

  

)פונקציה  fתהי  ):f A P A→ . נראה כי קיימת קבוצה( )fB P A∈  שאינה מתקבלת כתמונה של

)כלומר , Aאחד מאיברי  )
f

B f A∉ , ומכאן שכל פונקציה: ( )f A P A→ איננה על.  

  

  :בצורת הטבלה הבאה fניתן להציג את 

 

 ( )1f a ( )2f a  ( )3f a ( )4f a ... ... 

1a       

2a       

3a       

4a       

...       

...       

 

 

  ).ל"בת מניה כי אחרת לא ניתן לרשום אותה בטבלה כנ Aמניחים כי הקבוצה (

)-במקום ה )( )1 1,a f a  אם  1נרשום( )1 1a f a∈ במקום ה: באופן כללי. אחרת 0 או-( )( ),
j k

a f a 

)אם  1נרשום  )j ka f a∈ אחרת 0-ו.  

  

  

  דוגמא

  

}הקבוצה  Aתהי  }1 2 3 4, , ,A a a a a=  ותהיf שמוגדרת כך:  

  

( ) ( ) { }
( ) { } ( )

1 2 1 3

3 1 2 3 4

, ,

, ,

f a f a a a

f a a a a f a

φ

φ

= =

= =
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  : בטבלה fנכתוב את 

  

 ( )1f a ( )2f a  ( )3f a ( )4f a 

1a 0 1 1 0 

2a 0 0 1 0 

3a 0 1 1 0 

4a 0 0 0 0 

 

  

  .Aכל עמודה בטבלה מגדירה תת קבוצה של 

מציאת 
f

B A⊆  שאיננה מתקבלת על ידיf  נמצא  –מופיעה בטבלה שקולה למציאת עמודה שאיננה

  .עמודה שתהיה שונה מכל עמודה אחרת

  

  .העמודה השונה מכל העמודות טבלה היא העמודה המתקבלת על ידי היפוך העמודות באלכסון

)אם , כלומר )1 1a f a⊄  וכך הלאה 0אחרת נרשום  1נרשום:  

  

 ( )1f a ( )2f a  ( )3f a ( )4f a 

1a 0 1  1 1 0 

2a 0 0 1 1 0 

3a 0 1 1 0 0 

4a 0 0 0 0 1 

 

  

  .i-היא שונה לפחות באיבר ה i- העמודה השונה מכל עמודה אחרת בעמודה ה, באופן כללי

  

  . בעזרתה מוכיחים שקבוצות אינן בנות מניה –ית טכניקה זו שימוש
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  משפט קנטור .6.5.3

  

)מתקיים כי  Aלכל קבוצה : כלומר  .P(A)-אינה שקולה ל A , Aלכל קבוצה  )A P A≺.  

  

  הוכחה

  

)ראשית עלינו לראות כי : ההוכחה צריכה לכלול שני מרכיבים )A P A≺  ולאחר מכן אנו צריכים

  .להוכיח כי הקבוצות אינן שקולות

)ראינו קודם במסמך זה כי  )A P A≺ ולכן נותר להוכיח רק את השקילות.  

  

)לשם כך נראה שלכל פונקציה  ):f A P A→  קיימת קבוצה( )fB P A∈ תמונה שאינה מתקבלת כ

)כלומר , Aשל אחד מאיברי  )
f

B f A∉ , ומכאן שכל פונקציה: ( )f A P A→ איננה על.  

  

  ).סופית או אינסופית(נוכיח את הטענה עבור כל קבוצה בת מניה 

  

)תהי  ):f A P A→ נגדיר את . פונקציה
f

B באופן הבא:  

aלכל  A∈ , מתקיים( )
f

a f a a B∉ ⇔ ∈.  

)נראה כי  )fB f A∉ , כלומר לא קייםx A∈ כך ש-( ) ff x B=.  

  :נבחין בין שני מקרים

1 .( ) ( )f fB f x x B x f x≠ ⇐ ∉ ⇐ ∈  

2 .( ) ( )f fB f x x B x f x≠ ⇐ ∈ ⇐ ∉  

   

קיימת  fלכן לכל פונקציה 
f

B  שאיננה מתקבלת על ידיf ומכאן ש-f איננה על.  

  

  מסקנה ממשפט קנטור

  

)הקבוצה  )P   .איננה בת מניה �
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  2מסקנה 

  

): אנו יכולים לקבל סידרה אינסופית עולה של עוצמות ) ( )( ) ...P P P� ≺ � ≺ � ≺.  

  .מכאן נובע שיש מספר אינסופי של עוצמות

  

  

  עוצמת הרצף .6.6

  

  השערת הרצף .6.6.1

  

  שאלה

  

)המקיימת  Bהאם קיימת קבוצה )B P� ≺ ≺ �?  

  

)לא קיימת  Aלכל קבוצה , ייתרה מכך. כזו Bאומרת שאין קבוצה  השערת הרצף )A B P A≺ ≺.  

  .אומרים שלא ניתן להוכיח אותה בעזרת הכלים של תורת הקבוצות. רה זו אין הוכחהעלהש

  

  

  עוצמת הרצף .6.6.2

  

  חנההב

  

  .הבחנה זו נכונה לפי משפט קנטור. איננה קבוצת בת מניה �2

ניתן לזהות אותה עם קבוצת הווקטורים , כמו כן. היא קבוצת החזקה של המספרים הטבעיים �2

  .הבינאריים האינסופיים

  

  הגדרה

  

  .עוצמת רצף תכונה ,�2, עוצמת קבוצת החזקה של הטבעיים
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  חלופית הגדרה

  

היא זהה לעוצמה של קבוצת . עוצמת רצףהעוצמה של קבוצת המילים הבינריות האינסופיות נקראת 

  .יםיהמספרים הממש

  

  

  סימון

  

  A=¬: סימון לעוצמת רצף

  

  

  מספרים ממשיים

  

  .איננה בת מניהזה פרים בקטע נטען כי קבוצת המס .[0,1]נסתכל על הקטע 

0....: יכול להיות מיוצג בצורה הבאה 1-ל 0כל מספר בקטע בין  321 xxx  90כאשר ≤≤ ix.  

:]1,0[נניח שקיימת →Ng .נכתוב אותה:  

....0)(

...

....0)1(

....0)0(

210

121110

020100

iii xxxig

xxxg

xxxg

=

=

=

 

  

  :yנבנה את המספר 

0 1 20. ...

i ii

y y y y

y x

=

≠
 

  .ל.ש.מ .gעל ידי  פר הזה לא יתקבלהמס

  

  .הבעיה נובעת מהאופי של המספרים הממשיים. יש בה בעיה, ההוכחה במקרה זה לא מושלמת

0400.09399.0המספר . יש מספרים שיש להם יותר מייצוג אחד ��   .1=...0.9999, למשל. =

  .הבינריות האינסופיותזוהי בעייה שלא הייתה לנו במילים 

  .yלכן נוסיף דרישה נוספת למספר 

0 1 2..., , {0,9}
i ii i

y y y y y x y= ≠ ≠  
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  .הדרישה נובעת רק מהאופי של המספרים הממשיים

  

  טענה

  

],[),(),[: נטען bababa ==  

  

  .למספר חלקיםאת ההוכחה נפצל 

  .היא עוצמת הרצף [a,0]עוצמת הקטע : טענה

axxf

af

=

→

)(

],0[]1,0[:
 

]עוצמת הקטע  :טענה ],x x a+ היא רצף.  

yxyf

axxaf

+=

+→

)(

],[],0[:
 

  

  .עוצמת כל קטע כלשהו על המספרים הממשיים היא עוצמת רצף: מסקנה שכבר הוכחנו ברגע זה

  

  .עכשיו נרצה לעבור לקטע אינסופי

x
xf

f

1
)(

),1()1,0(:

=

∞→
 

)1,( זהה לעוצמה של הקטע (0,1)מכאן העוצמה של הקטע  ∞.  

)2,0()0,(ברור וטריויאלי כי  )2,2(),(ומכאן . =∞   שזה זהה לפי הטענה ההתחלתית  −=∞−∞

)1,0(),(-ל ∞−∞=.  

  

  

  תרגיל

  

B~: הוכח. b  { =B| אינסופי ווקטור בינארי  b{ : הקבוצה הבאה Bתהא  B B×.  

  

f:ע ועל "ל קיומה של פונקציה חח"צ B B B→ ×.  

): נבחר את הפונקציה הבאה ) ( ),f b b b′ }: כאשר, =′′ }*

0 1 2..., 0,1b b b b b=   :ירונגד ∋

0 2 4 1 3 5..., ...b b b b b b b b′ ′′= =  
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b,יהיו  :ע"נראה כי פונקציה זו הינה חח x B∈ כך ש-x b≠. ל"צ :( ) ( )f b f x≠.  

כך ש iקיים : מהנתון
i i

b x≠.  אםi  זוגי אזי/ 2 / 2i i
b x′ bואז  ≠′ x′ )ולכן  ≠′ ) ( )f b f x≠.  

)אי זוגי אזי  iאם  ) ( )1 / 2 1 / 2i i
b x− −
′′ bואז  ≠′′ x′′ )ולכן  ≠′′ ) ( )f b f x≠.  

  

)יהי  .הינה על fראה כי נ ),c d B B∈ bצריך למצוא . × B∈  כך שיתקיים( ) ( ),f b c d=.  

0: להיות הווקטור הבא bנבחר את  0 1 1...b c d c d=.  לפי הגדרתf מתקיים :( ) ( ),f b c d=.  

  

  סימון

  

}: Bאל  A-את אוסף הפונקציות מ AB- נסמן ב } and  is functionA
B f A B f= ⊆ ×.  

}את  }0,1
�

}ניתן להסתכל על . �2-נסמן לעתים ב  }0,1
�

כאוסף כל הווקטורים הבינאריים  

  .האינסופיים

  

  

  משפט

  

)מתקיים כי  Bלכל קבוצה  ) ~ 2B
P B.  

  

}אל  B-ניתן להסתכל על הטענה כהתאמת אוסף  כל הפונקציות מ }0,1.  

)-ע ועל מ"נראה פונקציה חח )P B 2-לB : עבור כל( ) ( ),A B A P B⊆ )נגדיר  ∋ ) Af A g=.  

A
g היא פונקציה מ-B  אל{ ):   המוגדרת כך 0,1{ )

1

0
A

x A
g x

else

∈
= 


.  

היא מסומנת לעתים גם . Aשל הפונקציה האופיינית פונקציה זו נקראת 
A

χ.  

 .ע ועל"הינה חח fניתן לראות בקלות כי 
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  משפט קנטור ברנשטיין .6.7

  

  מוטיבציה .6.7.1

  

שיש סיבה למעשה , אנו רוצים להראות כי יחס זה הוא יחס שימושי. בדיון על עוצמות ≻השתמשנו ביחס 

  .שהגדרנו אותו

  .ביניתן להוכיח בקלות כי הוא רפלקסיבי וטרנזיטי. נרצה לראות כי יחס זה הוא יחס סדר

  .סימטרי- משפט קנטור ברנשטיין שנראה מיד יוכיח כי הוא גם אנטי

  

  

  1ניסוח  .6.7.2

  

  :B-ו Aקבוצות  2לכל 

BAfאם קיימת פונקציה  ABgוגם קיימת פונקציה 1:1שהיא  :→ אזי קיימת , 1:1שהיא  :→

  .B-ל Aע בין "התאמה חח

  

  2ניסוח  .6.7.3

  

A,לכל שתי קבוצות  B , אם מתקיים כיA B≺  וגםB A≺  אזי מתקיים כי~A B.  
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  1 טענה .6.7.4

  

* *, | , , 0
m

m n n
n

 = = ∈ ≠ 
 

� � � �  

  

  :נוכיח על ידי משפט קנטור ברנשטיין

( )
1:1

*

1:1
* *

, , :
1

, 2 3 , :n m

n
n f n f

m m
g G

n n

∀ ∈ = →

 ∀ ∈ = ⋅ → 
 

� � �

� � �

 

  

  2טענה  .6.7.5

  

): נטען )P=
 �.  

  :ההוכחה תעשה בשני שלבים

)נראה כי . 1 ) ( )0,1 ~ P �.  

)נראה כי  . 2 )0,1 ~ 
.  

  

1.  

)מספיק למצוא  ) ( ): 0,1f P→ )- ע ו"חח � ) ( ): 0,1g P ברנשטיין -ע ולפי משפט קנטור"חח �→

)ונקציה יובטח לנו קיום פ ) ( ): 0,1h P→   .ע ועל"חח �

f : בהינתן( )1 2 30. ... 0,1r r r r= }מתקיים  ∀iכאשר , ∋ }0,...,9ir  �9ובמספר אין סדרת  ∋

): בצורה הבאה fנגדיר את , אינסופית ) { }1 2 3,10 ,100 ,...f r r r r= + +.  

rיהיו שני מספרים : ע"חח fנראה כי  s≠ . קיים
i i

r s≠ .ויתקיים :

( ) ( )1 110 ,10i i

i ir f r r f s
− −+ ∈ + ∈.  
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g : בהינתןB ⊆ ): בצורה הבאה gנגדיר את  � ) 1 2 30. ...g B b b b= ,כך ש:  

2

0
i

i B
b

else

∈
= 


 

  

g בהינתן : ע"חח,B C ⊆ b-כך ש � c≠ אין בשניהבאחת מהן יש איבר ש.  

iבלי הגבלת הכלליות נאמר כי  B∈  וגםi C∉ , 2ואז, 0
i i

b c= ואז המספר הממשי המייצג אותם  =

  .שונה

  

)לכאורה  ) 0.000 0g φ = )האם . = )0 )ולכן נגדיר עבור , לא? ∋0,1 )Pφ∈ באופן  gאת  �

)לדוגמא , מפורש ) 0.3g φ =.  

  

2.  

)-צריך להראות ש )0,1 ~ 
.  

  

  :בצורה הבאה fנגדיר פונקציה 

( )

1 1
0

2 2 1

1 1
0

2 2 1

x
x

x
f x

x
x

x

  + ≥  +  
= 

  − <  + 

 

 

  .ע ועל"יה זו הינה חחניתן לראות כי פונקצ
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  קבוצות אינדוקטיביות .7

  

 סגירות תחת פונקציות .7.1

  

  ת סגירות תחת פונקציההגדר .7.1.1

  

0A-נאמר ש • A⊆ תחת הפונקציה  סגורה:f A A→  0אם לכלa A∈  מתקיים( ) 0f a A∈.  

0A-נאמר ש • A⊆ תחת הפונקציה  סגורה: kf A A→ ) פונקציהk-אם לכל ) מקומית

1 2 0, ,...,
k

a a a A∈  מתקיים( )1 2 0, ,..., kf a a a A∈.  

  

  

  דוגמא .7.1.2

  

f:2תהי  →�   .פונקצית החיבור �

  .fוקבוצת המספרים האי זוגיים אינם סגורים תחת fהזוגיים הינם סגורים תחת קבוצת המספרים

  

  

  ת סגירות תחת קבוצת פונקציותהגדר .7.1.3

  

0A-נאמר ש. קבוצת פונקציות Fתהא  A⊆ תחת  סגורהF  אם לכלf F∈  0מתקיים כיA סגורה

  .fתחת 
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  1 טענה .7.1.4

  

1ותהיינה  Aקבוצת פונקציות מעל  Fתהי  2,A A  תת קבוצות שלA  שסגורות תחתF.  

1: אזי 2A A∩  סגורה תחתF.  

  

  הוכחה

  

1-כדי להראות ש 2A A∩  סגורה תחתF וך סגור תחת כל נראה כי החיתf F∈.  

  .מקומית kהיא פונקציה  f- נניח ש

1יהיו  2 1 2, ,...,
k

a a a A A∈ ): ל"צ. ∩ )1 2 1 2, ,..., kf a a a A A∈ ∩.  

1: מתקיים 2 1, ,...,
k

a a a A∈  1וגם 2 2, ,...,
k

a a a A∈ לפי הגדרת החיתוך.  

  

): מתקיים )1 2 1, ,..., kf a a a A∈  וגם( )1 2 2, ,..., kf a a a A∈  ולכן( )1 2 1 2, ,..., kf a a a A A∈ ∩.  

  

  2 טענה .7.1.5

  

  .Fהסגורות מעל  Aל תתי קבוצו של קבוצה ש Bותהי  Aקבוצת פונקציות מעל  Fתהי 

  .Fגם סגורה תחת  ∩Bהקבוצה : מתקיים
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  עיצוב מילים .7.2

  

  בנאים של קבוצות .7.2.1

  

  :לדוגמא. נתונותשל קבוצות הינו עקרון שלפיו בונים קבוצות מקבוצות  בנאים

}נוכל ליצור את הקבוצה  Aעבור כל קבוצה  • }A.  

}נוכל ליצור את הקבוצה  Aעבור כל קבוצה  • }A A∪.  

) הקבוצהנוכל ליצור את  Aעבור כל קבוצה  • )P A.  

A,נוכל ליצור את הקבוצה  Bוקבוצה נוספת  Aעבור כל קבוצה  • B  

  

)האם קיימת . עקרון בונה קבוצות Fיהי  ){ }|  is a groupF A A  קבוצה אוניברסלית עבורF?  

  .ההוכחה דומה להוכחה של הוכחת אי קיום קבוצת כל הקבוצות. לא: התשובה

  

  

  עקרון הסגירות .7.2.2

  

  .פעולות קבוצת בסיס ולסגור תחתיהעקרון זה מאפשר לנו לקחת 

  .קבוצה של בנאים Cתהי 

  :כך ש Bקיימת קבוצה  Aסופית ולכל קבוצה  Cמר כי לכל קבוצהעקרון הסגירות או

1 .A B⊆.  

2 .B  סגורה תחתF , לכלF C∈.  
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  אוסף מיליםהגדרת  .7.2.3

  

  .קבוצה של אותיות Σתהי 

αעבור כל  בנאיםנגדיר  ∈Σ בצורה הבאה :( ) ,S A Aα α=.  

  

αלכל  Sαסגורה תחת  Bוגם  ∋Bφעבורה  Bלפי עקרון הסגירות קיימת קבוצה  ∈Σ.  

  

}: בצורה הבאה Σמעל  אוסף כל המיליםאת נגדיר  }* :  is -closedX B XΣ = ⊆ Σ∩.  

  .Σ*המוכלת על הקבוצה  Sα היא ההגבלה של sα: נסמן

  

}מילים מעל  .7.2.4 },a b  

  

}תהי  },a bΣ   :מתקיים. =

}המילה  • }*
,a bφ∈  ומסומנת על ידי  המילה הריקהמכונהε.  

• ( )as ε  מסמל את המילה המכילה את האותa.  

• ( )bs ε  מסמל את המילה המכילה את האותb. 

), באופן דומה • )( )a bS S φ  מסמל את המילה המכילה את האותb  שלאחריה האותa.  

  

)באופן כללי  ) ( ),a bs w s w  מסמלים את המילים המכילות את המילהw  ואחריהa  אוb בהתאמה.  

): נסמן ) ( ),a bs w wa s w wb= =.  
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  Σ*תכונות של  .7.2.5

  

  :מהגדרת אוסף המילים נובעות מספר תכונות שנסכמן להלן

1. *ε ∈Σ. 

*אם  .2
w∈Σ  אזי גם*

wα ∈Σ  עבור כלα ∈Σ. 

*אם : עקרון האינדוקציה .3
W ⊆ Σ  וגםWε wוגם עבור כל  ∋ W∈ ו-α ∈Σ  מתקיים כי

w Wα *אזי  ∋
W = Σ. 

4. wα ε≠  לכל*
w∈Σ  ולכלα ∈Σ. 

הפונקציה  a∈Σלכל  .5
a

s ע"הינה פונקציה חח. 

  

  

  בניית קבוצת הטבעיים .7.2.6

  

}ב "נביט במילים מעל הא   .ב זה מכיל אות בודדת"א. 1{

}קבוצת המילים  }*
  .המילים האונריותתכונה קבוצת  1

}: נזהה קבוצה זו עם קבוצת המספרים הטבעיים }*
1

word
= =� �.  

0,1: קבוצת הטבעיים תראה כך 1,11 2,111 3,...ε = = = =.  

  .+1wבתור  1wנסמן את המילה  �∋wעבור 

בהקשר לקבוצת  Peano Axiomsהתכונות של קבוצת אותיות שהגדרנו בסעיף הקודם מכונות , כמו כן

  .המילים האונריות
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  קבוצות אינדוקטיביות .7.3

  

  הגדרה באינדוקציה –הגדרת קבוצות מורכבות  .7.3.1

  

  :ראינו דרכים להגדרת קבוצה

מסורבלת יחסית ואפשרית כתיבה זו ". רשימת מכולת" –הרכבה של הקבוצה איבר אחד איבר  •

 .רק עבור קבוצות סופיות

 .לא כל התכונות קלות או ניתנות לבדיקה –הגדרת קבוצה על ידי תכונה מאפיינת  •

  

  

  .הגדרת קבוצה באינדוקציה –נראה כעת דרך נוספת להגדיר קבוצה 

פונקציות , וקבוצת פעולות) B-המסומנת ב(לשם הגדרת קבוצה באינדוקציה יש צורך בקבוצת גרעין 

  ).F-המסומנת ב(

  

B,-המסומנת ב Fוקבוצת הפעולות  Bהקבוצה המוגדרת באינדוקציה על ידי קבוצת הגרעין  F
X  היא

  :דרישות הבאותהקבוצה העונה על שלוש ה

1. ,B F
B X⊆ )איברי הגרעין נמצאים ב- ,B F

X.( 

fמקומית -kלכל פונקציה : Fסגירות תחת  .2 F∈  1לכל ,,...,
k B F

a a X∈  גם

( )1 ,,..., k B Ff a a X∈. 

B,-כל האיברים ב .3 F
X  אין איברים מיותרים( 1,2הכרחיים לקיום הדרישות.( 

  

  

  דוגמא

{ } { } ( )0 , , 1B F f f n n= = = +  

  

  { }3 0, 2, 4,...I =  2I = �  1I = �  

  הדרישה מתקיימת  הדרישה מתקיימת  הדרישה מתקיימת  :1יום דרישה ק
  הדרישה מתקיימת  הדרישה מתקיימת  הדרישה לא מתקיימת  :2קיום דרישה 
  הדרישה לא מתקיימת  הדרישה מתקיימת  הדרישה לא מתקיימת  :3קיום דרישה 
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  ABAשפת  –דוגמא 

  

a,תהי שפה של מילים מעל האותיות  b שתוגדר כך :{ } { }1 2 3, , , ,B a b F f f f=   :כך ש =

1f  מוסיפהaba 2. מימין למילהf מחליפה את ה -aa הימני ביותר ב-b 3-וf מוחקת את ה -bbb 

  .הימני ביתר

,: המילים הבאות לדוגמא שייכות לשפה , ,ab ababa ababaaba abaa.  

  

  

  הוכחת שימושיות ההגדרה .7.3.2

  

קיימת קבוצה העונה על  Fוקבוצת פעולות  Bכלומר שבהנתן קבוצת גרעין  –נראה כי ההגדרה טובה 

  .והיא יחידה 1-3הדרישות 

  

  הוכחת קיום

  

  .X  { =A|  2 ,1עונה על דרישות  X{ : נגדיר

  .נמצאת בפנים) העולם, התחום(כי הקבוצה מעליה אנו עוברים , האיננה ריק Aהקבוצה 

  

*: נגדיר
X A= 1עונה על דרישות  X*נראה כי  .∩ 3−.  

  

*ל כי "צ: 1דרישה 
B X⊆.  

Xלכל  A∈  מתקיים כיX  ולכן , 1עונה על דרישהB X⊆  ולכן*
B A X⊆ =∩.  

  

  .Fסגירות תחת : 2דרישה 

  .Fסגורה תחת  ∩Aמתקיים שגם , Fמכילה קבוצות שסגורות תחת  Aראינו קודם שאם 

  

  :2 ,1ל שכל האיברים הכרחיים לקיום דרישות "צ: 3דרישה 

g*נניח בשלילה שקיים  X∈  קיימת קבוצה . 2 ,1שאינו הכרחי לקיום דרישותx  שעונה על דרישות

g-כך ש 1,2 x∉.  מתקייםx A∈  כיx  2 ,1עונה על דרישות. *g A X g x∉ = ⇐ בסתירה  ∩∌

g*לכך שהנחנו כי  X∈ . 1-3מכאן שקיימת קבוצה שעונה על דרישות.  
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  הוכחת יחידות

  

  .X*מכילה את  1,2המקיימת את דרישות  Xלפי ההגדרה כל קבוצה 

Xנניח בשלילה שקיימת  1שעונה על דרישות  ′ X*- כך ש, −3 X′ ≠ .  

X *ולכן  1,2עונה על דרישות  ′
X X X*-מאחר ו. ⊇′ X′ X- הרי שב ≠ . יש איברים נוספים ′

X-בסתירה לכך ש, 1,2האיברים האלו אינם הכרחיים לקיום דרישות   X*כלומר , 3מקיימת את  ′

  .והיא יחידה 1-3מקיימת את הדרישות 

  

  

  משפט ההוכחה באינדוקציה –מסקנה 

  

B,מקיימת  2 ,1שמקיימת את דרישות  Xכל קבוצה  F
X X⊆.  

B,מקיימת כי  Yה על מנת להוכיח שקבוצ, לפיכך F
X Y⊆ מספיק להראות כי:  

1 .B Y⊆.  

2 .Y סגורה ל-F.  

  

  

  סדרת יצירה .7.3.3

  

  הגדרה

  

B,תוך מ aסדרת יצירה עבור איבר  F
X  1היא סדרה סופית,..., n

a a המקיימת:  

1. 
n

a a=.  

1לכל  .2 i n≤ : מתקיים ≥
i

a B∈  או
i

a  התקבל מאיברים קודמים בסדרה על ידי אחת

 .F-ות במהפעול

  

  טענה

  

B,בהינתן  F , לכל איברa  מתקיים כי,B F
a X⇔ B,יש סדרת יצירה מתוך  a-ל ∋ F

X.  
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  דגש

  

  .ד סופית אולם איננה יחידה או מינימלית בהכרחסדרת יצירה הינה תמי

  

 

B,איך נראה כי  F
a X∉?  

  

B,כדי להוכיח כי  F
a X∉  נמצא תכונהT המקיימת:  

1 .a  לא מקיים אתT.  

B,כל איברי . 2 F
X  מקיימים אתT.  

  

,B F
X

T

a

  

  

  .הינה הוכחה באינדוקציית מבנה 2הוכחת  .הינה בדרך כלל מיידית 1הוכחת 

  

עלינו להוכיח כי . Tאת קבוצה האיברים המקיימים את  Y- נסמן ב
,B F

X Y⊆.  

  :מספיק שנוכיחעל פי משפט האינדוקציה 

• B Y⊆ , כלומר כל איברי הבסיסB  מקיימים אתT. 

• Y  סגורה תחתF ,כלומר כל הפעולות ב-F  משמרות את התכונהT.  

  

  דוגמא

  

a,תהי שפה של מילים מעל האותיות  b שתוגדר כך :{ } { }1 2 3, , , ,B a b F f f f=   :כך ש =

1
f  מוסיפהaba מימין למילה .

2
f מחליפה את ה -aa הימני ביותר ב-b ו-

3
f מוחקת את ה -bbb 

  .איננה שייכת לשפה abaנראה כי  .הימני ביתר

  

  .במילה הוא אי זוגי a- מספר ה: Tנבחר את התכונה 

)-נסמן ב, wבהינתן מילה  )# a w את מספר ה-a ב-w .כעת :  

1. aba  לא מקימת אתT.  
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)את התכונה  ABAינדוקציית מבנה על שפת נוכיח בא .2 )# a w חשוב לצין על מי . (הוא אי זוגי

 ).מוכיחים ואת איזה תכונה מוכיחים

  

):  abהמילה: בסיס )# 1a ab   .אי זוגי =

  :סגור

1
f : נניח שהמילהw  מקיימת אתT , ונראה כי( )1f w מקיימת את התכונה.  

( )( ) ( )1# # 2a f w a w= )לפי הנחת האינדוקציה . + )# a w ולכן , אי זוגי( )( )1# a f w גם אי זוגי.  

2
f : נניח שהמילהw  מקיימת אתT , ונראה כי( )2f w מקיימת את התכונה.  

( )( ) ( )2# # 2a f w a w= − ⇒  אי זוגי

3
f :נניח שהמילה w  מקיימת אתT , ונראה כי( )3f w מקיימת את התכונה.  

( )( ) ( )3# #a f w a w= ⇒  אי זוגי

  

  .לא מילה בשפה abaאי זוגי ולכן  a- מספר ה ABAניתן להסיק שבכל המילים שבשפת 

  

  

  changeדוגמת  .7.3.4

  

}הגדרת . 1 }*
,a b כקבוצה אינדוקטיבית.  

}יהי הבסיס }B ε= ונגדיר את הפעולות :{ },a bF f f= כך :( ) ( ),a bf w wa f w wb= =.  

  

  :על המבנה changeהגדרת פונקצית . 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),change change wa change w b change wb change w aε ε= = =  

  

  

  טענה

  

}לכל  }*
,w a b∈ מתקיים :( )( )change change w w=.  
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}נוכיח את הטענה באינדוקציית מבנה על  }*
,a b.  
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): בסיס )( )change change ε ε=  

  

)מקיימת  wנניח כי : הנחת האינדוקציה :סגור )( )change change w w=.  

a
f :ל כי "צ( )af w מקיימת את התכונה.  

( )( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )
a

a

change change f w change change wa change change w b

change change w a wa f w

= = =

= ⋅ = =
 

b
f :ההוכחה נעשית באופן סימטרי.  

  

  

  כרלציה changeכתיבת 

  

( ), change changeε ε ε ε∈ ⇐ =  

w,אם  u change∈ ) כלומר( )change w u=(  אזי, , ,wa ub change wb ua change∈ ∈.  

  

  

  משפט הרקורסיה .7.3.5

  

a- קבוצה ו E, בית-אלף Σיהי  E∈ ותהי הפונקציה , איבר:h E EΣ×  fאזי קיימת פונקציה , →

f:*יחידה  EΣ   :המקיימת →

1. ( )f aε =. 

*ולכל  s∈Σלכל  .2
w∈Σ  מתקיים( ) ( )( ),f ws h s f w=. 

  

  

  :changeבדוגמת 

{ } { }*
, , ,a b E a bΣ = change:*והפונקציה הינה  = EΣ →.  

( )f ε ε=  ולכןa ε=.  

): hהפונקציה  ) ( )( ) ( ),change wa h a change w change w b= =.  
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  S, Tקבוצת מחרוזות מעל  –דוגמא מסכמת  .7.3.6

  

s,יוגדר להיות כל המחרוזות הסופיות מעל  Aהעולם  t , כלומר הקבוצה{ }*
,s t.  

}הינו  Bהבסיס  }, ,st tsε , וקבוצת הפעולותF  הינה( ) ( ) ( ){ }1 2 3, , , ,F f f f= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   כאשר, ⋅

( ) ( )

( )

1 2

3

, , ,

 without the last  contains  that are not as the first 2 letters

else

f s t f t s

st st
f

α β αβ α β αβ

α α
α

α

= =


= 


 

  

): לדוגמא ) ( ) ( )3 3 3, ,f stt stt f ttts ttts f stst st= = =.  

  

B,הגדרנו כאן קבוצה אינדוקטיבית מעל  F :,s t
X  

  

  

s,- נראה עבור מילה מסויימת כי היא נמצאת ב t
X . ידי הצגת סדרת יצירה המייצרת את עושים זאת על

tststsαתהי המילה . המילה   :אחת מהן לדוגמא. למילה זו אינסוף סדרות יצירה. =

( ) ( )2 1 3, , 2f st f tsts f f
st tsts ststst tstststs tststsε ε→ → → →  

  :נשים לב

 .סדרת יחידה איננה בהכרח יחידה •

 .סדרת יצירה איננה בהכרח מינימלית •

 .סדרת יצירה תמיד מתחילה באטום •

 .יצירה היא סדרה של איברים סדרת •

  

  

B,-ש איך מראים F
Xα B,וגם כל איברי  Tלא מקיים את  αהמקיימת כי  Tנמצא תכונה  ?∌ F

X 

המקיימים את התכונה ואז נדרוש  Aשאיבריה הם כל איברי  Yנגדיר קבוצה . Tמקיימים את 

,B F
X Y⊆  אבלYα מקיימת כי  Yעל מנת להוכיח שקבוצה , לפי משפט ההוכחה באינדוקציה .∌

,B F
X Y⊆ מספיק להראות כי :B Y⊆  וכיY סגורה ל -F.  
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  טענה

  

s, : נטען t
tsst X≠  

  

  .s- אזי הוא מסתיים ב t-מתחיל ב αאם  – Tהתכונה : הוכחה

s,-נוכיח באינדוקציית מבנה של איבר ב t
X  מקיים אתT.  

  :Bנעבור על כל איברי הבסיס : בסיס

ε  מקיים אתT באופן ריק .st  מקיים אתT באופן ריק .ts  מקיים אתT.  

  .סגור לפעולות Yונראה כי  F-נעבור על כל הפעולות ב: סגור

( )1 ,f ⋅ ,אם  - ⋅ Yα β )אז  ∋ )1 ,f s t Yα β αβ= ∈.  

( )2 ,f ⋅ ,אם  - ⋅ Yα β )אזי  ∋ )2 ,f t s Yα β αβ= ∈.  

( )3f Yβנניח כי  - ⋅ )ויהי  ∋ )3fα β= .נפריד למקרים:  

αבמקרה זה . stאין כלל השמטת רצף  .1 β=  ולכןYα β= ∈. 

1: מהאמצע stהשמטת רצף  .2 2stβ β β= ( )1 2,β β ε≠  1ואז 2α β β= . ההתחלה והסוף של

β נשמרו ב -α  ולכןYα ∈. 

1 -מהסוף  stהשמטת רצף  .3 1, stα β β β= =.  

 t-ב מתחיל α- נוכיח כי לא ייתכן ש. s-אז הא מסתיים ב t-מתחיל ב αצריך להוכיח כי אם 

  .ולכן הטענה תתקים באופן ריק

t .1α- מתחיל ב αנניח בשלילה כי  β=  1ולכןβ מתחיל ב -t . 1לפי הגדרהstβ β=  ולכן גם

β מתחיל ב-t אבל גם מסתיים ב-t , בניגוד להנחת האינדוקציה כיYβ ∈. 

  

s,הראנו כי  t
X Y⊆ . נראה כעת כיα  לא מקיים אתT:  

tsst מתחיל ב-t ומסתיים ב -t ⇐ לא מקיים אתT ,s t
tsst X tsst Y∉ ⇐ ∉ ⇐.  
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  דוגמא

  

תהיינה 
1 1 2 21 , 2 ,,

B F B F
S X S X= 1-כך ש = 2S S=.  

: הוכיחו
1 2 1 2

3

, 1 2B B F F

S

X S S= =∪ ∪�����
.  

  

1נראה  3S S⊆ :1-ניתן להסתפק בכך שכל סדרת יצירה בS 3-היא גם סדרת יצירה בS  לפי הגדרת

  .האיחוד

3נראה  1S S⊆) :באינדוקציה(  

1לכל : בסיס 2b B B∈ 1bנראה כי , ∪ S∈.  

1 2b B B∈ 1:ולכן, ∪ 1b S b B∈ ⇐ 1כי  ∋ 1B S⊆.  

2או            2b S b B∈ ⇐ 2כי  ∋ 2B S⊆  1ולפי הנתון 2S S=  1ולכןb S∈.  

  

1: סגור 1,...,
n

a a S∈ . גירות של אגף ימין סנראה( )1S  לפעולות של הקבוצה באגף שמאל( )3S.  

1תהי  2f F F∈ 1fאם . ∪ F∈  אזי( )1 1,..., nf a a S∈  1כיS  1סגורה לפעולותF . 2אםf F∈  אזי

( )1 2,..., nf a a S∈  2כיS 2ה לפעולות סגורF  1ולפי הנתון 2S S=  ולכן( )1 1,..., nf a a S∈.  

  

  

  

  

  

  

  

  

EOF  


