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 . il.co.livedns.underwar://httpמסמך זה הורד מהאתר 
 .ללא אישור מפורש מאת המחבר, אין להפיץ מסמך זה במדיה כלשהי
וכן לנכונות , שיגרם עקב השימוש במידע המופיע במסמך, קיףישיר או ע, מחבר המסמך איננו אחראי לכל נזק

המחבר עשה את מירב המאמצים כדי לספק את המידע , עם זאת. התוכן של הנושאים המופיעים במסמך
 .המדויק והמלא ביותר

 
 ג"תשס, המסמך מבוסס על הרצאות של מר מרדכי אפשטיין ותרגולים של ליאור ברי
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 י צחי אבנור"סוכם ורוכז ע 2א "משפטים חשובים בחדו
 
 

 תורת הטורים המספריים
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  טענות שימושיות מהתרגול–תורת הטורים המספריים 
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 יהי ):33טמ(טורי טיילור 
( )

0
0

0

( )( ) lim ( )
!

kn
k

n k

f xT x x x
k→∞

=

 
= − 

 
 טור טיילור של פונקציה הגזירה ∑

)אזי הוא מתכנס ל , )כולל התאפסות אחרי שלב מסוים(נסוף פעמים אי )f x. 
1 יהיה ):34טמ(הטור הגיאומטרי  1q− <  מתכנס ומקיים  q שמנתן הטור הגיאומטריאזי , )שונה מאפס (>

0

1
1

n

n
q

q

∞

=

=
1: מתקיים, כמו כן. ∑−

1

n

n
qS
q

−
=

−
 ).ביטוי מפורש עבור סדרת הסכומים החלקיים (

) טור מהצורה טור טלסקופי יקרא ):35טמ(טורים טלסקופיים  )1
1

n n
n
a a

∞

+
=

האיבר הכללי , בטור כזה. ∑−

1י "בסדרת הסכומים החלקיים נתון ע 1n nS a a+= }ם "מכאן ברור שהטור מתכנס אם. − } 1n n
a ∞

=
 . מתכנסת

 יהי ):36טמ(טור העוגן ההרמוני 
1

1
p

n n

∞

=
1p אם ∑ 1pאם , )אמיתי(אזי הטור מתבדר ≥  אזי הטור <

 ).שלילי אפשר לומר שהוא גם מתכנס בהחלט-מאחר שהטור אי(מתכנס 

 יהיו ):37טמ(הגדרה 
1

n
n
a

∞

=
 ו ∑

1
n

n
b

∞

=
 אם הם מתכנסים או מתבדרים אותו טיבנאמר שלשניהם .  טורים∑

כלומר . ביחד
1

n
n
a

∞

=
 מתכנס אם ורק אם ∑

1
n

n
b

∞

=
 . מתכנס∑

 לטורים ):38טמ(מסקנות ממבחני ההשוואה 
1

1
p

n n

∞

=
∑ ,

1

1
( ) pn a b n

∞

= +  ו ∑⋅
1
sin ( / )p

n
x n

∞

=
 . אותו טיב∑

 
 :מבחן השורש של קושי ומבחן היחס של דלאמבר

 

 יהי ):39טמ(מבחן השורש של קושי 
1

n
n
a

∞

=
nנסמן .  טור∑

n nK a= .אזי: 

0אם קיים  .1 1q< 1nK כך שהחל ממקום מסוים > q≤  אזי הטור >
1

n
n
a

∞

=
 מתכנס בהחלט ∑

, כלומר(
1

n
n
a

∞

=
1אם ).  מתכנס∑ nK≤אזי הטור מתבדר . 

limיהי  .2 nn
k K

→∞
 המבחן k=1אם .  הטור מתבדרk>1אם . מתכנס אזי הטור k<1אם .  הגבול העליון=

 .נכשל ואי אפשר לדעת
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limאם קיים  .3 nn
K K

→∞
 המבחן K=1אם .  הטור מתבדרK>1אם .  אזי הטור מתכנסK<1אזי אם =

 .נכשל ואי אפשר לדעת
 

 יהי ):40טמ(מבחן היחס של דלאמבר 
1

n
n
a

∞

=
. כך ש ∑ 0nn a∀ ∈ 1nנסמן . `≠

n
n

aD
a
+= . 

0אם קיים  .1 1q< 1nD כך שהחל ממקום מסוים > q≤  אזי הטור >
1

n
n
a

∞

=
 מתכנס בהחלט ∑

, כלומר(
1

n
n
a

∞

=
1אם ).  מתכנס∑ nD≤זי הטור מתבדר א. 

limאם קיים  .2 nn
D D

→∞
 המבחן D=1אם .  הטור מתבדרD>1אם .  אזי הטור מתכנסD<1אזי אם =

 .נכשל ואי אפשר לדעת
 

 . אם משפט דלאמבר עובד אזי גם מבחן השורש של קושי עובד):41טמ(הערה 

 ):42טמ( מספר טורים שמתכנסים בהחלט –מסקנות 
1

n

n

x
n

∞

=

 
 
 

∑ ,
1 !

n

n

x
n

∞

=
∑. 

 יהי ):43טמ(מבחן העיבוי 
1

n
n
a

∞

=
0 טור כך ש ∑ na≤ אזי . שלילית מונוטונית יורדת- אי2

1
n

n
a

∞

=
 ו ∑

2
1
2 n
n

n
a

∞

=

 .ו טיבבעלי אות, כלומר,  מתכנסים ומתבדרים ביחד∑⋅

 
 :נוהל חקירת התכנסות של טורים כלליים

 

 יהי ):44טמ(אלגוריתם 
1

n
n
a

∞

=
 .נחקור את התכנסות הטור.  טור∑

limכלומר האם , בדיקה האם האיבר הכללי שואף לאפס .0 0nn
a

→∞
 .אחרת הטור לא מתכנס וסיימנו. =

-שליליים נשתמש בקריטריונים להתכנסות טורים אי-יאם החל ממקום מסוים כל איברי הטור א .1
 . שליליים

נבדוק התכנסות טור הערכים המוחלטים לפי הקריטריונים של התכנסות : בדיקת התכנסות בהחלט .2
 .אם הטור מתכנס בהחלט אז הוא גם מתכנס רגיל וסיימנו. שליליים-טורים אי

, באמצעות הקריטריונים של קושי" יהתכנסות על תנא"אם טור הערכים המוחלטים מתכנס נבדוק  .3
 .לייבניץ וכן טריקים שונים כאשר נמצא לנכון, האבל, דיריכלה

 
 :מבחני התכנסות לטורים כלשהם

 

 הטור ):45טמ(משפט קושי 
1

n
n
a

∞

=
0ε מתכנס אם ורק אם לכל ∑ 0n קיים < 0mכל  כך של`∋ k n> > 

1מתקיים  ...
m

n k k m
n k

a a a a ε+
=

= + + + <∑. 
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0 אם ):46טמ(מבחן לייבניץ  0na<  מונוטונית יורדת לאפס אזי הטור ↓
1
( 1)n n

n
a

∞

=

 . מתכנס∑−

 יהי הטור הבא ):47טמ(דוגמה 
1

( 1)n
p

n n

∞

=

0pאם ) 1. (∑− 0אם ) 2. (אזי הוא מתבדר≥ 1p<  אזי הטור ≥

1pאם ) 3. (אך אינו מתכנס בהחלט) לפי לייבניץ(מתכנס על תנאי   . אזי הטור מתכנס בהחלט<
0n אם ):48טמ(למה  na b− na ו → L→  אזי גםnb L→. 

 יהיו ):49טמ(טרנספורם אבל 
1

n
n
a

∞

=
 ו ∑

1
n

n
b

∞

=
נסמן .  טורים∑

1

n

n i i
i

S a b
=

=  וכן ∑
1

n

n i
i

B b
=

= : אזי מתקיים. ∑

1

1
1 1

( )
n n

n i i n n i i i
i i

S a b a B a a b
−

+
= =

= = − −∑  ".אינטגרציה בחלקים דיסקרטית"טרנספורם זה הוא מעין . ∑

.0 מונוטונית ו ia אם ):50טמ(למה  iL B L∃ > 1 אזי >
1

( 2 )
n

n i i n
i

S a b L a a
=

= ≤ +∑. 

 אם ):51טמ(מבחן אבל 
1
n

n
b

∞

=
 מונוטונית חסומה אזי na מתכנס ו ∑

1
n n

n
a b

∞

=
 . מתכנס∑

 אם ):52טמ(מבחן דיריכלה 
1

0. .
n

n
i

M n b M
=

∃ > ∀ 0na ו ∑> זי ) מונוטונית לאפס (↓
1

n n
n
a b

∞

=
 . מתכנס∑

 
 :קצת על טורי פורייה וההתכנסות שלהם

 

 ):53טמ( זהות טריגונומטריות –למה 
1

cos( / 2) cos( [ 1/ 2])sin( )
2sin( / 2)

N

n

Nn θ θθ
θ=

− +
=∑. 

 ):'53טמ(מטרית  זהות טריגונו–למה 
1

sin( [ 1/ 2]) sin( / 2)cos( )
2sin( / 2)

N

n

Nn θ θθ
θ=

+ −
=∑. 

 יהי ):54טמ(משפט 
1

( )sin( )
n

f n nθ
∞

=
2 כאשר ∑ kθ π≠ . אם

1
( )

n
f n

∞

=
 מתבדר אזי הטור ∑

1

( )sin( )
n

f n nθ
∞

=
∑  

2: ההוכחה. לא מתכנס בהחלט

1 1 1

1 cos(2 )( )sin( ) ( ) sin ( ) ( )
2n n n

nf n n f n n f n θθ θ
∞ ∞ ∞

= = =

− ≥ =  
 

∑ ∑ ∑. 

 יהי ):55טמ (דוגמה
1

sin( )
p

n

n
n

∞

=
0pאם ) 1. (∑ 0naכי (אזי הוא מתבדר ≥ 0אם ) 2). (/→ 1p<  אזי ≥

1pאם ) 3. (אך אינו מתכנס בהחלט) לפי דיריכלה(הטור מתכנס על תנאי   .הטור מתכנס בהחלט אזי <
 

 :קומוטטיביות ואסוציאטיביות
 

 . טור מתכנס קומוטטיבית אם ורק אם הוא מתכנס בהחלט):56טמ(משפט 

 אם טור עם סוגריים באיבר הכללי ):57טמ(משפט האסוציאטיביות 
1
( ... )n n n

n
a b z

∞

=

+ +  מתכנס ובכל ∑+

הטור ללא סוגריים גם מתכנס , כלומר,  סוגרייםאחד מהסוגריים האיברים בעלי אותו סימן אזי מותר להוריד
 .ולאותו גבול

 


